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Miért éppen a kalkulus?

m a kalkulus elméleti és gyakorlati okokbdl is nagyon fontos:
végtelendl kicsi mennyiségek — folytonos és sima
valtozasok

m a torténeten keresztll jobban megértjik a felfedezés
folyamatat

m dnmagaban is érdekes a felfedezés: hogyan lesz egyedi
megoldasokbdl sorozatgyartas
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Motivacié

Alkotoik-1: Newton

m Isaac Newton (1642—-1727), Lincoln megye
m a mechanika atyja, pl. altaldnos témegvonzas
m a fény szinképének felfedezbéje (prizma)

m korszakalkot6 matematikus: a fizika mozgasegyenleteinek
matematikai megoldésa (kalkulus)
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Motivacié

Alkotoik-2: Leibniz

m Gottfried Leibniz (1646—1716): Lipcse

m a modern matematikai logika eléfutara

m kiemelkedd tudomanyszervezd: akadémiak és folybiratok
szervezése

m mikedveld matematikus, automatizalt szamolas, talalé
jeldlések
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El6zmények
[ leJele]

Gorog

Gorog el6zmények

m Zénon (i.e. 460): Akhilleusz és a teknésbéka:

1_|_l_|_ _|_l+ =2
2 22 2n o
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1_|_l_|_ _|_l+ =2
2 22 2n o

m Eudoxosz (i.e. 370) a konvex gérbe ivhossza a beleirt
poligon hosszanak a hatarértéke

m Apoll6niosz (i.e. 300 utan): Az y = x2 parabola érintéjének
meredeksége y’ = 2x
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El6zmények
[ leJele]

Gorog

Gorog el6zmények

m Zénon (i.e. 460): Akhilleusz és a teknésbéka:

1 1 1
§+?+...+§+...:?
m Eudoxosz (i.e. 370) a konvex gérbe ivhossza a beleirt
poligon hosszanak a hatarértéke
m Apoll6niosz (i.e. 300 utan): Az y = x2 parabola érintéjének
meredeksége y’ = 2x
m Arkhimédesz (i.e. 2407?) kor kerllete = = atmérd, ahol
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Gorog

Arkhimédesz: a parabola terilete

m Arkhimédesz: az [a, b] szakasz fol6tti parabola terilete
b3 o a3
3
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El6zmények

o] lele)

Gorog

Arkhimédesz: a parabola terilete

m Arkhimédesz: az [a, b] szakasz fol6tti parabola terilete
pd — a8

3
m Modern jeldlésekkel: Az [a, b] szakaszt nem egyenletesen

osztjuk fel m részre, hanem mértani haladvanyként:
xi=aq',i=1,....m b= aq™.
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Gorog

Arkhimédesz: a parabola terilete/2

m Téglanybsszeg (mértani sor dsszegképletével):

—1
ZaQ 2/ 11): S(q_1)q2mzq3i

i=0

_oa2(@-1)(@P"-1) P 3 .3
=aq P -1 —q2+q+1(b a).
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El6zmények
[e]e] o]

Gorog

Arkhimédesz: a parabola terilete/2

m Téglanybsszeg (mértani sor dsszegképletével):

—1
ZaQ 2/ 11): S(q_1)q2mzq3i

i=0

_oa2(@-1)(@P"-1) P 3 .3
=aq P -1 —q2+q+1(b a).

m Ha m — oo, akkor g — 1, akkor b® — &3 szorzéja, 1/3-hoz
tart
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Gorog

A gbrég matematika éteri tisztasaga

m Plutarkhosz Parhuzamos életrajzokban, Marcellusnal
Sziraklza ostromarol ir
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Gorog

A gbrég matematika éteri tisztasaga

m Plutarkhosz Parhuzamos életrajzokban, Marcellusnal
Sziraklza ostromarol ir

m Platont kdvetve leirja, hogy a matematika nem valddi
targyakkal, hanem azok égi masaval foglalkozik
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Ujkori el6zmények

m természetes alapu exponencialis fliggvény és -logaritmus
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m koordinatageometria
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m koordinatageometria

m érintdszamitas (maximum)
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Ujkor

Ujkori el6zmények

m természetes alapu exponencialis fliggvény és -logaritmus
m koordinatageometria

m érintdszamitas (maximum)

m terlletszamitas

m binomidlis tétel
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Természetes alapu exponencidlis fliggvény

m Napier (1615): Folyamatos kamatolas. x= éves kamatlab,
évente n-szer tokésitve x/n kamatlabbal, a toke bdvulése

o)
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m Napier (1615): Folyamatos kamatolas. x= éves kamatlab,
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o)

m Belathato, hogy n-nel nd, hatarértékben e(x).
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Természetes alapu exponencidlis fliggvény

m Napier (1615): Folyamatos kamatolas. x= éves kamatlab,
évente n-szer tokésitve x/n kamatlabbal, a toke bdvulése

o)

m Belathato, hogy n-nel nd, hatarértékben e(x).
u

n—oo

1 n
e= lim (1+n> —2.718...
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Ujkor

Természetes alapu exponencidlis fliggvény

m Napier (1615): Folyamatos kamatolas. x= éves kamatlab,
évente n-szer tokésitve x/n kamatlabbal, a toke bdvulése

m Belathato, hogy n-nel nd, hatarértékben e(x).

|
n—o0

1 n
e= lim (1+n> —2.718...

m Alaptulajdonsag:

e(x +y) = e(x)e(y) = e(x) = €%,

Simonovits Andrés MTA KTI, BME MI, CEU ED

A kalkulus szlletése



El6zmények

0O0@000000000

Ujkor

Kitérd: logaritmus

H mert
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Kitérd: logaritmus

H mert

(2 0o = (1 %)

m Inverzflggvény: természetes alapu logaritmus, log x az a
szam, amelyre e-t emelve, x-et kapunk.
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Ujkor

Kitérd: logaritmus

H mert

(2 0o = (1 %)

m Inverzflggvény: természetes alapu logaritmus, log x az a
szam, amelyre e-t emelve, x-et kapunk.

m Tizedes tort: 1585 (nem voltak még tizes alapu pénzek és
mértékegységek)
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Természetes vagy tizes alapu logaritmus

m 360 évig (1615-1975-ig) a tizes alapu logaritmus
els6sorban szamolasi segédeszkdz volt.
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Természetes vagy tizes alapu logaritmus

m 360 évig (1615-1975-ig) a tizes alapu logaritmus
els6sorban szamolasi segédeszkdz volt.
]
Ig(10%x) = k +Ig x.
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Természetes vagy tizes alapu logaritmus

m 360 évig (1615-1975-ig) a tizes alapu logaritmus
els6sorban szamolasi segédeszkdz volt.
]
Ig(10%x) = k +Ig x.

m Ma mar nincs sziikség a 10-es alapu logaritmusra, de a
természetes alapu log ma is viragzik
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Koordinatageometria

m Descartes (és Fermat) 1630 kérl felfedezik az analitikus
geometriat
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Koordinatageometria

m Descartes (és Fermat) 1630 kérl felfedezik az analitikus
geometriat

m Példa: x2 + y? = 1 a 0 kdrlli egységkoér
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Koordinatageometria

m Descartes (és Fermat) 1630 kérl felfedezik az analitikus
geometriat

m Példa: x2 + y? = 1 a 0 kdrlli egységkoér
m Geometriai feladatok lefordithatok algebraira/analitikaira
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Ujkor

Fermat az amatorok fejedelme

m Fermat Toulouse-ban volt jogasz, levélben érintkezett a
parizsi nagyokkal (Descartes, Pascal)
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Fermat az amatorok fejedelme

m Fermat Toulouse-ban volt jogasz, levélben érintkezett a
parizsi nagyokkal (Descartes, Pascal)

m leghiresebb sejtése szamelméleti: legyen x, y, z és n
pozitiv egész szam, n > 2, az

Xn+yn:Zn

egyenletnek nincs megoldasa! (Bizonyitas: 1994, Wiles)
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Fermat az amatorok fejedelme

m Fermat Toulouse-ban volt jogasz, levélben érintkezett a
parizsi nagyokkal (Descartes, Pascal)

m leghiresebb sejtése szamelméleti: legyen x, y, z és n
pozitiv egész szam, n > 2, az

Xn+yn:Zn

egyenletnek nincs megoldasa! (Bizonyitas: 1994, Wiles)

m Emellett tarsfelfedezéje a valészinliségszamitasnak
(Pascal, 1654)
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Fermat érintdszamitasa

m (1640 elbtt): Az x” gdrbe érintdjének meredeksége rx !
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Fermat érintdszamitasa

m (1640 elbtt): Az x” gdrbe érintdjének meredeksége rx !
m Bizonyitasvazlat.
m Ha r egész és u # x, akkor
u"— x’
u—x

r—2 -1

=uT U xR X

amely u = x esetén rx" .
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Fermat érintdszamitasa

m (1640 elbtt): Az x” gdrbe érintdjének meredeksége rx !
m Bizonyitasvazlat.
m Ha r egész és u # x, akkor
u"— x’
u—x

r—2 -1

=uT U xR X

amely u = x esetén rx" .
m Logikai ellentmondas: el6szér u # x, majd u = x.
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Fermat érintdszamitasa

(1640 elbtt): Az x" gbrbe érintdjének meredeksége rx’ !
Bizonyitasvazlat.
Ha r egész és u # x, akkor

u —x’
u—x

r—2 -1

:ur71+u X—i—--'—{—UXr*Z—i-Xr 7
amely u = x esetén rx" .

Logikai ellentmondas: elészér u # x, majd u = x.
Feloldas: hatarérték, 1850
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Fermat érint6-2

m Tortkitevd: r = p/q, z = x'/9-t és v = u'/9-t helyettesitve
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Fermat érint6-2

m Tortkitevd: r = p/q, z = x'/9-t és v = u'/9-t helyettesitve

m
u—x" v—-zP v—z

u-—x v—z vd—-2z9
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Fermat érint6-2

m Tortkitevd: r = p/q, z = x'/9-t és v = u'/9-t helyettesitve

m
u—x" v—-zP v—z

u-—x v—z vd—-2z9

m El6z0 szerint hatarértékben:

_ ﬂ _Pp-q_ Pyp/a-1
qz-1 g q
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Fermat maximumszamitas

m Eukleidész kérdése (i.e. 300): adott kerlletli téglalapok
kdzUl melyiknek a teriilete a maximalis? Négyzeté.
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Fermat maximumszamitas

m Eukleidész kérdése (i.e. 300): adott kerlletli téglalapok
kdzUl melyiknek a teriilete a maximalis? Négyzeté.

m Fermat: analitikus levezetés, T(x) = x(1 — x) = x — x2
m legyen x a max-hely, és h ~ 0-ra mennyi T(x + h)?
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Fermat maximumszamitas

m Eukleidész kérdése (i.e. 300): adott kerlletli téglalapok
kdzUl melyiknek a teriilete a maximalis? Négyzeté.

m Fermat: analitikus levezetés, T(x) = x(1 — x) = x — x2
m legyen x a max-hely, és h ~ 0-ra mennyi T(x + h)?
m Maximumban T(x + h) = T(x)
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Ujkor

Fermat maximumszamitas

m Eukleidész kérdése (i.e. 300): adott kerlletli téglalapok
kdzUl melyiknek a teriilete a maximalis? Négyzeté.

m Fermat: analitikus levezetés, T(x) = x(1 — x) = x — x2
m legyen x a max-hely, és h ~ 0-ra mennyi T(x + h)?

m Maximumban T(x + h) = T(x)

m Behelyettesitve és rendezve:

T(x+h) —T(x)=h—-2xh—h =0—-2x—-1+h=0
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Fermat maximumszamitas

m Eukleidész kérdése (i.e. 300): adott kerlletli téglalapok
kdzUl melyiknek a teriilete a maximalis? Négyzeté.
m Fermat: analitikus levezetés, T(x) = x(1 — x) = x — x2
m legyen x a max-hely, és h ~ 0-ra mennyi T(x + h)?
m Maximumban T(x + h) = T(x)
m Behelyettesitve és rendezve:
T(x+h) —T(x)=h—-2xh—h =0—-2x—-1+h=0

h=0—-x=1/2
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Fermat terliletszamitasa

m Az x" gbrbe alatti terlilet az [a, b] szakaszon,0 < a< b

br+1 o ar+1

—1.
r+1 , T
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El6zmények

000000000800

Ujkor

Fermat terliletszamitasa

m Az x" gbrbe alatti terlilet az [a, b] szakaszon,0 < a< b

br+1 o ar+1

r#—1.
r+1 ’ 7

m Bizonyitas. 14sd Arkhimédesz
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El6zmények

000000000800

Ujkor

Fermat terliletszamitasa

m Az x" gbrbe alatti terlilet az [a, b] szakaszon,0 < a< b

br+1 _ ar+1
—_— —1.
r+1 r#
m Bizonyitas. 14sd Arkhimédesz
m r = —1 hiperbola, terllet = log b — log a
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El6zmények

000000000080

Ujkor

Masik elofutar: Pascal

m Vilaghiri filozéfus,
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El6zmények

000000000080

Ujkor

Masik elofutar: Pascal

m Vilaghiri filozéfus,
m a mechanikus szamol6gép atyja,
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El6zmények

000000000080

Ujkor

Masik elofutar: Pascal

m Vilaghiri filozéfus,
m a mechanikus szamol6gép atyja,
m a hidrosztatika térvényének felfedezdje
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El6zmények

000000000080

Ujkor

Masik elofutar: Pascal

m Vilaghiri filozéfus,

m a mechanikus szamol6gép atyja,

m a hidrosztatika térvényének felfedezdje
m az omnibusz feltalaléja
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El6zmények

00000000000 e

Ujkor

Pascal binomidlis tétele

m Pascal binomialis tétele (1640):
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El6zmények

00000000000 e

Ujkor

Pascal binomidlis tétele

m Pascal binomialis tétele (1640):
[ |
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El6zmények

00000000000 e

Ujkor

Pascal binomidlis tétele

m Pascal binomialis tétele (1640):

n (1207 — Z”: (Z) Xk

k=0

(6) =

mutatja, hogy n targy kdzul hanyféleképp lehet k-t
kivalasztani.

m ahol
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El6zmények

00000000000 e

Ujkor

Pascal binomidlis tétele

m Pascal binomialis tétele (1640):

n (1207 — Z”: (Z) Xk

k=0

(6) =

mutatja, hogy n targy kézul hanyféleképp lehet k-t
kivalasztani.

m Emellett majdnem felfedezte Leibniz karakterisztikus
haromszdgét

m ahol
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A sziletési folyamat

3. A SZULETESI FOLYAMAT
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A sziletési folyamat
0

Kezdet

Kezdet, Newton

m Newton (1670) korul felfedezte a binomialis tétel tort- és
negativ kitevds altalanositasat:
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A sziletési folyamat
0

Kezdet

Kezdet, Newton

m Newton (1670) korul felfedezte a binomialis tétel tort- és
negativ kitevds altalanositasat:

r(r—1)~-(r—k+1)xk+m

(1+x)" = 1+rx+- -+ T ,

x| < 1.

Simonovits Andrés MTA KTI, BME MI, CEU ED

A kalkulus szlletése



A sziletési folyamat
0

Kezdet

Kezdet, Newton

m Newton (1670) korul felfedezte a binomialis tétel tort- és
negativ kitevds altalanositasat:

r(r—1)~-(r—k+1)xk+m

(1+x)" = 1+rx+- -+ T ,

x| < 1.

m Példa. A binom reciproka (r = —1) a végtelen mértani sor:

1
—— =T =X+ X4 ()X
1+x
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A sziletési folyamat
o] )

Kezdet

Kezdet, Leibniz

m Eredeti kérdés tul nehéz volt (csak 1735-ben oldja meg
Euler)

11 1 m
1724_?_'_...4_?_'_...:7,
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A sziletési folyamat
o] )

Kezdet

Kezdet, Leibniz

m Eredeti kérdés tul nehéz volt (csak 1735-ben oldja meg
Euler)
11 1 m

1724_?4_...4_?4_...:7.

m Egyszerisités: Leibniz (1673):
1 1 1

N I e =7
T2 23" At a
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A sziletési folyamat
o] )

Kezdet

Kezdet, Leibniz

m Eredeti kérdés tul nehéz volt (csak 1735-ben oldja meg
Euler)
11 1 m

1724_?4_...4_?4_...:7.

m Egyszerisités: Leibniz (1673):
L + L + + 17 + =7
1.2 2-3 n(n+1) -
m Teleszkopikus dsszeg
1 1 1 1 1 1 1

T A IO T =1
1 2 2 3T T T Nt
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f +g) = f + g és (fg) = f'g + fg’
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f+g)' =f' + g és (fg) = f'g+ fg’
m Bizonyitas: dx végtelen(l kicsiny valtozésra
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f+g)' =f' + g és (fg) = f'g+ fg’
m Bizonyitas: dx végtelen(l kicsiny valtozésra
]

(f + df)(g + dg) — fg = df g + fdg + df dg,

ahol df dg ~ 0.
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f+g)' =f' + g és (fg) = f'g+ fg’
m Bizonyitas: dx végtelen(l kicsiny valtozésra
|
(f+ df)(g+ dg) — fg = df g+ f dg + df dg,
ahol df dg ~ 0.
m Lancszabaly: y = f(u) és u = g(x) 6sszetett
flggvényének a derivaltja
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f+g)' =f' + g és (fg) = f'g+ fg’
m Bizonyitas: dx végtelen(l kicsiny valtozésra
|
(f+ df)(g+ dg) — fg = df g+ f dg + df dg,
ahol df dg ~ 0.
m Lancszabaly: y = f(u) és u = g(x) 6sszetett
flggvényének a derivaltja

[ ]
dy dydu

dx  dudx’
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A sziletési folyamat

Kiteliesedés

Formalis szabalyok

m Formalis szabalyok: (f+g)' =f' + g és (fg) = f'g+ fg’
m Bizonyitas: dx végtelen(l kicsiny valtozésra

|
(f + df)(g + dg) — fg = df g + fdg + df dg,

ahol df dg ~ 0.
m Lancszabaly: y = f(u) és u = g(x) 6sszetett
flggvényének a derivaltja
" dy dydu
dx ~ dudx’
m = Minden elemi figgvény derivaltja mechanikusan
kiszamithatd (v6. Fermat kézimunkaja)
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A sziletési folyamat

[ Jelelele]

Erett valtozat

Alaptétel

m Nem minden elemi fliggvény integralja elemi, de a
Newton—Leibniz-szaballyal lehet prébalkozni.
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A sziletési folyamat

[ Jelelele]

Erett valtozat

Alaptétel

m Nem minden elemi fliggvény integralja elemi, de a
Newton—Leibniz-szaballyal lehet prébalkozni.

m Ha van olyan F fuggveény, amelynek derivéltja f az egész
intervallumon, akkor

/f F(b) - F(a)
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A sziletési folyamat

[ Jelelele]

Erett valtozat

Alaptétel

m Nem minden elemi fliggvény integralja elemi, de a
Newton—Leibniz-szaballyal lehet prébalkozni.

m Ha van olyan F fuggveény, amelynek derivéltja f az egész
intervallumon, akkor

/f F(b) - F(a)

m Heurisztikus bizonyitas: ha x idépontban f a pillanatnyi
sebesség, F a megtett Ot, akkor a sebesség az
ut—idéfiggveény derivéltja, és az Ut a
sebesség—idofliggvény integralja.
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A sziletési folyamat

[ Jelelele]

Erett valtozat

Alaptétel

m Nem minden elemi fliggvény integralja elemi, de a
Newton—Leibniz-szaballyal lehet prébalkozni.

m Ha van olyan F fuggveény, amelynek derivéltja f az egész
intervallumon, akkor

/f F(b) - F(a)

m Heurisztikus bizonyitas: ha x idépontban f a pillanatnyi
sebesség, F a megtett Ot, akkor a sebesség az
ut—idéfiggveény derivéltja, és az Ut a
sebesség—idofliggvény integralja.

m Teleszkopikus dsszeg sugallta az alaptételt
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A sziletési folyamat

O®000

Erett valtozat

Mechanikus alkalmazas: Fermat terlletképlete
igazolasa Fermat érint6jével

b br+1 . ar+1
/ xXdx="——"
a r—+1

mert
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A sziletési folyamat

O®000

Erett valtozat

Mechanikus alkalmazas: Fermat terlletképlete
igazolasa Fermat érint6jével

]
b br+1 . ar+1
/ xXdx="——"
a r+1
mert
" 1
i Xr+ = Xr
axr—+1
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A sziletési folyamat

[eJe] lele]

Erett valtozat

Logaritmusfliggvény hatvanysora

m Logaritmus hatvanysora:
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A sziletési folyamat

[eJe] lele]

Erett valtozat

Logaritmusfliggvény hatvanysora

m Logaritmus hatvanysora:
m Kiindulas — végtelen mértani sor:
1 Kk

=1 x4+ X2+ (DX
1+x
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A sziletési folyamat

[eJe] lele]

Erett valtozat

Logaritmusfliggvény hatvanysora

m Logaritmus hatvanysora:
m Kiindulas — végtelen mértani sor:
1 Kk

=1 x4+ X2+ (DX
1+x

m Integralva tagonként:

2 3
Iog(1+x):x—%+%+m+(—1)k
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A sziletési folyamat

[elele] Jo]

Erett valtozat

Az exponencialis figgvény jellemzése

m Melyik az a fliggvény, amely azonos sajat derivaltjaval?
(késbbbi szarmaztatas) f'(x) = f(x)?
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A sziletési folyamat

[elele] Jo]

Erett valtozat

Az exponencialis figgvény jellemzése

m Melyik az a fliggvény, amely azonos sajat derivaltjaval?
(késbbbi szarmaztatas) f'(x) = f(x)?
m Heurisztikus megoldas: mintha tért volna, diff.hanyados!!

& _

dx_y
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A sziletési folyamat

[elele] Jo]

Erett valtozat

Az exponencialis figgvény jellemzése

m Melyik az a fliggvény, amely azonos sajat derivaltjaval?
(késbbbi szarmaztatas) f'(x) = f(x)?
m Heurisztikus megoldas: mintha tért volna, diff.hanyados!!

ay

dx y
m Atrendezve: J

Y _ ax
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A sziletési folyamat

[elele] Jo]

Erett valtozat

Az exponencialis figgvény jellemzése

m Melyik az a fliggvény, amely azonos sajat derivaltjaval?
(késbbbi szarmaztatas) f'(x) = f(x)?
m Heurisztikus megoldas: mintha tért volna, diff.hanyados!!

ay

dx y
m Atrendezve: J

Y _ ax

m Integrélva [0, x]-en: logy — log yo = x, azaz y = e*y.

Simonovits Andrés MTA KTI, BME MI, CEU ED
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A sziletési folyamat

[elele] Jo]

Erett valtozat

Az exponencialis figgvény jellemzése

m Melyik az a fliggvény, amely azonos sajat derivaltjaval?
(késbbbi szarmaztatas) f'(x) = f(x)?
m Heurisztikus megoldas: mintha tért volna, diff.hanyados!!

ay

dx y
m Atrendezve: J

Y _ ax

m Integrélva [0, x]-en: logy — log yo = x, azaz y = e*y.
m Példa. Radioaktiv bomlas: negativ aranyossag: y’ = —cy,
azaz y(t) = ype~¢.
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A sziletési folyamat

O000e

Erett valtozat

Altalanos hatvanysor

m Taylor-sorok (késdbbi szarmaztatas)
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A sziletési folyamat

O000e

Erett valtozat

Altalanos hatvanysor

m Taylor-sorok (késdbbi szarmaztatas)
]
f(x) = ao +arx + ax® + -+ anx" + - +
esetén
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A sziletési folyamat

O000e

Erett valtozat

Altalanos hatvanysor

m Taylor-sorok (késdbbi szarmaztatas)

]
f(x) = ao +arx + ax® + -+ anx" + - +
esetén
m Tagonkéni differencialas (heurisztikus)
£(M(0)
an =
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A sziletési folyamat

O000e

Erett valtozat

Altalanos hatvanysor

m Taylor-sorok (késdbbi szarmaztatas)
]
f(X)=ag+aiXx+ax>+ - +ax"+---+
esetén
m Tagonkeéni differencialas (heurisztikus)

B £(M(0)
ol

m Példa. Exponencialis fligvény hatvanysora
2 xn

X _ X X
€ =1+x+5++=+-
2 n!

an
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A sziletési folyamat

O000e

Erett valtozat

Altalanos hatvanysor

m Taylor-sorok (késdbbi szarmaztatas)
]
f(X)=ag+aiXx+ax>+ - +ax"+---+
esetén
m Tagonkeéni differencialas (heurisztikus)

B £(M(0)
ol

m Példa. Exponencialis fligvény hatvanysora
2 xn

X _ X X
€ =1+x+5++=+-
2 n!

an

m Flggvény-tdblazatkészités mechanikusséa valt
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Utéélet

4. UTOELET
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Utéélet

Els6bbségi vita

m 1670 Newton kéziratban kérézi sajat kalkulusat
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Utéélet

Els6bbségi vita

m 1670 Newton kéziratban kérézi sajat kalkulusat

m 1672/1676: Leibniz sikertelendl probal kapcsolatot
teremteni a bizalmatlan Newtonnal

Simonovits Andrés MTA KTI, BME MI, CEU ED

A kalkulus szlletése



Utéélet

Els6bbségi vita

m 1670 Newton kéziratban kérézi sajat kalkulusat

m 1672/1676: Leibniz sikertelendl probal kapcsolatot
teremteni a bizalmatlan Newtonnal

m 1684: Leibniz anélkil publikalja folyéiratban sajat
eredmeényeit, hogy utalna Newtonnal val6 levelezésére
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Utéélet

Els6bbségi vita

m 1670 Newton kéziratban kérézi sajat kalkulusat

m 1672/1676: Leibniz sikertelendl probal kapcsolatot
teremteni a bizalmatlan Newtonnal

m 1684: Leibniz anélkil publikalja folyéiratban sajat
eredmeényeit, hogy utalna Newtonnal val6 levelezésére

m 1687: Newton kdnyvként publikdlja a Principiat, ahol elrejti
zsenialis modszerét
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Utéélet

Prioritasi vita/2

m 1700: Megindul a harc Newton és Leibniz tanitvanyai,
majd maguk a mesterek kdzott.
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Utéélet

Prioritasi vita/2

m 1700: Megindul a harc Newton és Leibniz tanitvanyai,
majd maguk a mesterek kdzott.

m 1712: A brit akadémia ,partatlan” véleményét a tarsasag
elndke, Newton irja.

MTA KTI, BME MI, CEU ED
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Utéélet

Prioritasi vita/2

m 1700: Megindul a harc Newton és Leibniz tanitvanyai,
majd maguk a mesterek kdzott.

m 1712: A brit akadémia ,partatlan” véleményét a tarsasag
elndke, Newton irja.

m 1716: Leibniz halala utan a brit matematika 100 évig
lemarad, mert nem veszi at a leibnizi jel6léseket.
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Utéélet

Irodalmi utéélet

m Voltaire élettarsndjével egyutt leforditja Newton Principiajat
latinrél franciara
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Utéélet

Irodalmi utéélet

m Voltaire élettarsndjével egyutt leforditja Newton Principiajat
latinrél franciara

m GyUl6li Leibnizt, réla mintadzza Candide Panglosat
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Utéélet

Irodalmi utéélet

m Voltaire élettarsndjével egyutt leforditja Newton Principiajat
latinrdl franciara

m GyUl6li Leibnizt, réla mintadzza Candide Panglosat

m Swift haragszik Newtonra, mint a pénzverde vezetdjére, és
a Gulliver utazasaiban kigunyolja a Newtonhoz hasonlé
fizikusokat
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Utéélet

Prioritasvita a prioritasvitan belll

m Leibniz két bulldogja: Jakob és Johann Bernoulli (Bazel)
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Utéélet

Prioritasvita a prioritasvitan belll

m Leibniz két bulldogja: Jakob és Johann Bernoulli (Bazel)
m Johann eladja sajat eredményeit I'Hopital markinak,
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Utéélet

Prioritasvita a prioritasvitan belll

m Leibniz két bulldogja: Jakob és Johann Bernoulli (Bazel)
m Johann eladja sajat eredményeit I'Hopital markinak,

m aki 1696-ban (!) névtelenil kézli azokat a vilag elsé
kalkulus-tankényvében
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Utéélet

Prioritasvita a prioritasvitan belll

m Leibniz két bulldogja: Jakob és Johann Bernoulli (Bazel)
m Johann eladja sajat eredményeit I'Hopital markinak,

m aki 1696-ban (!) névtelenil kézli azokat a vilag elsé
kalkulus-tankényvében

m I'Hopital-szabaly: megfeleld feltételek esetén, ha f(a) = 0
és g(a) = 0, akkor

f(x) . f(x)
Mgty ~ e g(x)
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Utéélet

5. KOVETKEZTETESEK
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Utéélet

Kovetkeztetések

m évszazados lassu haladas utan egy-két évtized alatt
megsziletik a kalkulus
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Kovetkeztetések

m évszazados lassu haladas utan egy-két évtized alatt
megsziletik a kalkulus

m a gOrég szabatossagrol valé lemondas lehetdvé teszi az
altalanossagot,

m 200 év alatt rengeteg vita (Berkeley dx = 0),
m legnagyobb probléma: a (Fourier-)sorok konvergenciaja
m gy0z a szabatossag, de megmarad az altalanossag

m Robinson (1960): nem sztenderd analizis visszahelyezi
jogaiba a kalkulust, de bonyolultsaga miatt mégsem terjed
el.
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Pénzligyi alkalmazasok-1

m Weierstrass (1860 kordil): Minden(tt folytonos, seholsem
differenciélhat6 fuggvény (Brown-mozgas)

m fy: haztetd-fv a [0, 1] szakaszon, 1/2 koérUl
m fi: 2 haztet6-fv, 1/4 és 3/4 koérdl
[

f(x):fo+%f1 +--

egyenletesen konvergal egy Brown-mozgashoz
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m Modern valészinliségszamitas elképzelhetetlen a
mértékelmélet nélkil
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Pénzligyi alkalmazasok-2

m Modern valészinliségszamitas elképzelhetetlen a
mértékelmélet nélkil

m Lebesgue-integral (1902)
m Dirichlet-fliggvénynek nincs Riemann-integralja
m de van Lebesque-integralja: 0
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Irodalom |

¥ Simonyi Karoly (1980): A fizika kultirtorténete.

M Simonovits Andras (2009): Valogatott fejezetek a
matematika torténetébdl.
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