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% A feladatok jelentSs részének sorszdma el6tt csillag jelzés talélha-
t6. Ezzel hivjuk fel a flgyelmet arra, hogy a ktet mésodik felében
taldlhat6 megolddsok kzbtt ezeknek a feladatoknak nem csupén a

végeredményét kézoljik, hanem a megoldds menetéhez utmutatést
is adunk.

A bekeretezett sorszdmu feladatok megoldését részleteiben is ki-
dolgoztuk, egyes esetekben tbb megoldést is ktzlink.
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1-7.

8-17.

kg,

10.

i1,

12,

Bevezetés

1. Ertelmezési tartoméany

Hatdrozzuk meg az aldbbi kétviltozes fuggvények értelme-
zési tartomény4t;

fx,v) = ln\fx2 + y2
2 2
f(x,y) =\{x" -y

1

f(x,y) =
2 2
X -Y
X+ 2
fx,y) = — 5"
4 -x -y

fx,y) = 2\/xy

fx,y) =In (x +y)

f(x,y) = arc sin {y - x)

2. Feliiletek szemléltetése

A koordindta-sikokkal pdrhuzamos metazetgorbék vizsgs-
lata alapjdn szemléltessuk az alébbi feluleteket:

z=xz+4yz

Y2'21

N
]

2
I =x+y
Z = cos (x+vr§.y)

x -exﬂ



*13.

19-21,

19,

2Q.

22-23.

* 22,

23.

N
i
5
"o
+
]
XY

.2 2
R
zz_yz=1

2:[2+3y2
z =y.8ln x

Irjuk fel annak a forgéskup feliletmek az egyenletét, amely-
nek csucsa a (6, 0, 2) pont, tengelye a z tengely és r sugaru
alapktre az [x, y] sikban van.

Irjuk fel az aldbb megadotr merididngtrbéju és forgdsten-
gelyil forgdsfeliiletek egyenletét:

z = 2x2
=0 Forgidstengely a z tengely
2
_x_4_ + yz =1
Forgéstengely az x tengely
z=0
2
54—+ yz =1
Forgéstengely az y tengely
z=0

Hatdrozzuk mega z = xz + y2 forgdsi paraboloid felu-
letnek az alébbi sikokkal val6é metszésgbrbéit:

z=C
y=2
Yy=X; z=2

-10°-



2 2 2
* 25, Igazoljuk, hogy az %-!— 1-2-5- + % = 1 hdromtengelyil el-
lipszoidb6l a z tengelyre illeszkedd valamennyi sik ellipszist.
metsz kil
Mekkora sztiget zdr be az x tengellyel az a sik, amelyben a’ met-

szet ktir?

% 26, Az x tengellyel milyen szget bezdré vetitGsikok metsze-
nek ki a
x2 2
z == - I feluletbdl egyeneat?

a b2

3. Fuggvény hatarértéke. Folytonossig

Mutassuk meg, hogy az
x2 g2
#x,y) = xy 525
2 2
X +y

kétviltoz6s figgvény hatdrértéke az x = y = 0 helyen nuﬁ:ii
[Alkalmazzuk a 3.1’ definiciof] '

Van-e hatdrértéke az

Xy - X +y
X.¥y+x+y

fx,y) = fuggvénynek

axr x = 0; y = 0 helyen?
[Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket:

a) lim lim f(x,y)
y—0 \x—0

by lim Hm f(x,y)}]
¥—0\ y—0

Van=e hatérértéke az

f(x,y) = 72—“2— fuggvénynek
x +y

az x = 0; y = 0 helyen?
. [Vizsgﬁljuk az x, = (xk, m.xk} pontsorozatok mentén (m& R)

vett ]hatii'értékekét, ahol X, tetszlleges (-hoz tart6 szdmsoro-
zat - 11 -



30-35.

31.

% 33,

* 35.

36.

Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékcket:

-1
Xx—=3 y+1

y—.-oo

lim 2xy -1
X2 vy +1

y——“

1
x-y

Iim
Xx—=2
y—2

Iim x cos y
x~=0
Yy

2
X

im (1 + 3 X
x—-oo x

y—0

lim . (Ju:2 + yz) o 1Y)
K==+ CO

y——-+m

Hol nem folytonos az

fix,y) = figgvény?

sin % sin y

Mutassuk meg, hogy az

f(x,y) = &y"l fuggvény alkalmas kiegészitéssel az

egész sikon folytonossd tehetd,

-12 -



38-42,

39.

40,

41.

43-44.

43.

44,

45,

46-48.

* 46,

47,

Differencialszamitas

4. Parcislis derivaltak. Lancszabély

Képezzik az aldbbi kétvdltozos figgvények x és y véltozok
szerinti paxcidlis derivéltjait:

x2 23
f(x,y)=ey—2xy sin (x +y)
f(x,y)=ex cosy-xlny

f(x,y) = arctg

l1-y
ix,y) = yz In}f xy
fx,y) = x° +y"

Képezziik az al4dbbi parcidlis derivdltakat;
s - & i

f(s' t) = st *

f’s(1,3) =" f": (1,3 =7
X r - = L =
v{x,t) = arc Sin T Y% (-1,2) =17 vt( 1,2) = 17

Legyen f(x,y) = 1n|/ xz + yz. Mutassuk meg, hogy

9 f(x,y) 62 f(x,y)
+
2 2
oy

=0
ox

Hat4rozzuk meg az alébbi feluletek megadott pontjédban az
[x,z] illetve az [y, z] koordindtasikokkal pdrhuzamos met-
szetgbrbék érintfinek irdnytangenséti

= 22 _ 2 =v =
z—23; y,xo—yo—l
z =cos {(x +|/3 y); x=-£- y =0
' o 4 ° o



4,

49,

51-53.

51.
52,

53.

54-56.

el

8s.

z=sin2x-y2; Po(_I;L: 1)

Szdmitsuk ki az
fix, v, z)=xyssinz+leny+yex

hdromvéltozés figgvény elsS és mésodrendu .parciaﬁis derivélt-
jalt! [Hasonlitsu.k dssze a vegyes mésodik parciélis derivélta-

katl] 2 9 )
xyi‘z—-xz-,hax#(): y#0
X +y
Legyen f(x,y) =
0 , hax=y=90

Mutassuk meg, hogy
' (0, 0)#€ (0, O
Xy ¢ ) yx( )

Hatdrozzuk meg az aldbbi, implicit médon megadott fugg-
vények elsérendd parciélis derivéltjait: [z = f(x, )]

~

XcoSy+ycosz +zxcosx=1

PR AP L Xyz

Hatarozzuk meg az aldbbl differenc¢i4lhdnyadosokat:
fix) = glu(x) ; v(x)) = arctg u(x) + v{x). ahoi

2x

u(x) = @- , df

'-d—.;:

és v(x) = cos 2x 9
wY = glux) ; vix)) = Infux) . wx)]; ahd

L)

u(@) =tg x 6és v(x) =|/;': g_fz

- 14 -



6. 0 = gx® ; ) =52 - 2 0 y'0 5

x (t)
ahol
daf
x(t) =In(1 +t) és y() =ch2t; = >
57-59, Szdmitsuk ki az aldbbi parciélis derivéltakat:
57. f(x,y) = glux,y) ; v(x,y)) = W -20 e , ahol
u=x2y-2;y éSV=Sln(x+y);if-=? af=?
Ox ay
I/ 2 2
58. f(x,y) = glulx,y); v(x,y)=Inlju” + v, ahol
hel gyag¥, 0L, 8L,
2 ox Oy
x -y

59, f(x,y) = glu{x,¥); v(x,y}) = arc sin uv , ahol

w=eV s v=2x - 3xy; oL =7 —%—f—=?
_ y

© Ox
Jgazoljuk, hogy az
f(x,y) = y.F(x2 - yz) kétvéltozss fuggvény
- ahol F az (x2 - yz)-nek tetszlleges filggvénye - eleget tesz az

2 o ,
yof ) + xy. L xy) =x 1x,Y)

differencidlegyenlemek.
Kielégiti-e az egyenletet az

fx,y) = y sin (> - y*) fuggvény?

* 61, Mutassuk meg, hogy az

£(x, y) =|/zx +F(L) suggvény - ahol F(

- 18-



612,

64-65.

63.

66,

67-73.

az ;{- véltoz6 tetszés szerinti fuggvénye - eleget tesz az

x.f(x,y) -——(—-’-’—a?’ +y.fix,y) ——Laf(;’ L < x
x y

differencidlegyenletmek.

lgazoljuk, hogy az
f(x,y) = 8ln y + F(sin x - sin y) fuggvény - ahol Fa
(sin x - sin y) véltozs tetszés szerinti fiiggvénye - eleget tesz
a cosy. f; (x,y) + cos x.f; (x,y) =cos xcos y
differenciflegyenlemek,

Irjuk 4t a

2 2
otxy) |, 2HxY)

2 x2 ayz

- Laplace-féle - differencidlegyenletet paldrkoordindtikbal

5. Differencidl. Iranymenti derivalt

Szdmitsuk ki az aldbbi differenciélokat:

fx,y) =xy; df=? dt=1 df=2

oy =% dr=n
y
Irjuk fel az
1 . ,
f(x,y) = 1" y tortfliggvény (0, 0)

helyhez tartozs mdsodfoku Taylor-polinomjét.

Teljesek-e az alébbl differencidlok? Amérmyiben igen
integriljuk azokatl

*



68.

% 69,
70,
71.
72.

73-75.

* 73,
74,

75.

¥ 76.

77.

78-81.

73]

(6 xy - 2 v dx + (3x% - 4 xy) dy
(1+x2)ydy+(y2—3)xdx
ysiandx+sin2xdy

- X 1
gy vy

y

Xy x2 2 2
- 3dx+—3dy, ahol r =|/x +vy

T r

Hatérozzuk meg az aldbbi kifejezésekben o értékét ugy,
hogy a nyert differencidlok teljesek legyenek. Integréljuk ezeket
a differenci4lokat és hatdrozzuk meg a szintvonalak egyenletét]

xydx+otx2dy

e Xy dx + xe ™ dy

1 dx + o

1+ (x -y 1+ & - y)?

dy

Igazoljuk, hogy
f(x) dx + gfy) dy teljes differencidl.
Teljes differencidl-e
f(y) dx + g(x) dy?

Hatdrozzuk meg f(x) és g(y) fuggvényeket ugy, hogy
x cos y dx + f(x) g(y) dy teljes differenciél legyen!

Hatdrozzuk meg az aldbbi fuggvények irdnymenti derivait-
j4t a megadott pontban és ir&nyban.

fx,y) =0 + 350 ; P(ZD); o= 30°

-17 -



79. fx,y) = c:h2 Xy - arctg L

s P (2:-1); o= 120°
x [

® 80. f(x,y) = < - y2 : P°(1.1) ; v o=3i- 2

2D
81, fx,y,z)=¢e > 7/ - g P(,01); v-= (3, 2, -5]

6. Feltileti normalis. Erint&sik

82-84, Irjuk fel az aldbbi feltiletek érintfsikjénak az egyenletét
a megadott helyhez tartozé pontban.

* 82, z=|/x2-2y2; X,

=3, yo =2
B3. =z =2xy; x0=2, y°=6
84. =z =cos(x - 2y); xo=—‘1§—, yo.—._4l.
85. Hatdrozzuk meg az
2 2
z =% + L5 elliptikus paraboloid
a b

érintdsikjdnak az egyenletét a Po(xo’ Yo zo) pontban.
86. Irjuk fel az
2 3 :
xy + z = 12 feliletet P(1, 2, 2) ppnt]éhoz
tartoz6 érintdsikjdnak az egyenletét,
* 87, Hatdrozzuk meg az
n n n_ n.,, o
X +y +z =a felilet Pl(xl,yl,zl)
pontjdhoz tartozé érintdsikjdnak az egyenletét,
Fektessiink az x y z = 1 felilethezaz x +y +z - 6 =0

sikkal pdrhuzamos érint8sikot! Irjuk fel ennek az érintésiknak
az egyenletét!

-18 -



* 89.

90.

* 92,

93.

* 95,

96.

Hatdrozzuk meg az
2 2 2
X + 3y + 2z = 9 ellipszoidnak azokat

az érint6sikjait, amelyek pdrhuzamosaka 2x + 3y + 2z = 0
sikkal.
2 2 2
Irjuk fel az ’—%— + %— + 2z =1 ellipszoid
azon érintdsikjénak az egyenletét, amelynek mindhdrom tengely-
metszete ugyanaz a pozitiv érték.

Bizonyitand6, hogy az xyz = a3 feldlet érintfsikjai a
koordindtasikokkal 4lland6 térfogatu tetraédereket alkotnak!

Bizonyitandé, hogy a V; + ﬁ + [/; = [/; felillet érint6-
sikjal a koordindtatengelyekb6l 4lland6 Ysszegli darabokat vig-
nak le,

2 2 2 2

Bizonyitand6, hogy az x3 + y3 + z3 = 33 felulet éxrints-

sikjal 4ltal a koordindtatengelyekbGl lev4gott metszetek négyze-
teinek dsszege dllands.

Bizonyitand6, hogy a z = x.f ( :1:) alaku egyenlettel meg-

adhaté feltletek érintfsikjai egy ponton haladnak keresztil,
(Ti. az orig6n)

Bizonyitand6, hogy az = 4 y2 + 2 =x . f(%)

alaku egyenlettel megadhat6 feliiletek bdrmely normélisdnak

az [x,y] sikkal val6 metszéspontja egyenlS tdvolsdgra van a

koordinita-rendszer kezdGpontjitsl és a normélis talppontj4tSl.
A z2 = 2a V x> + y2 + b, feliilethez huzott normélisnak

a felilet és az (x,y] sik kbzttti szakaszét vetitstik az {x,y)

sikra. BizonyitandS, hogy a vetilet hossza 4llandé,

7. Hibaszamit4s

Egy pont mozog az x2 - 2y2 - 2z = 0 egyenlettel meg-

adott feliileten. Adott idSpontban a (2;1;1) pontban van, Meny-
nylivel véltozik kdzelitfleg z, ha x 0,01-dal, y pedig -0, 02-dal

véltozik?

- 19 -



98.

99.

* 100.

101.

¥ 102,

104.

Megmértilk egy hdromszig két oldalédt es a ktzbezirt szo-
gét, Mérési eredményeink 30 m, 40 m és 60°. A mérési hibdk
+4 cm-nek, illetdleg +0, 02°-nak vehet6k. Mekkora a harmadik
oldal szémltott értékének maximélis hibdja?

Egy derékszogll hiromszdgben az 4tfogé ¢ = 72,7 m,
a = 34,3 m. Terep okokbsl a mérési bizonytalanségok nem egy-
formék: Oc = 40,2 m, Aa = + 1%. Legfeljebb mekkora a mé-
sik befogs, b szémitési hibdja?

Egy egyenéramu dramkbrben U = 110 volt fesziiltség hat4-
sdra I = 15 amper erfsségil éram folyik. A feszliltségmérd leol -
vasésénél elkdvethetd hiba + iﬁ volt, az ampermérénél pedig
40,1 amper. Mekkora az Ohm torvénye alapj4n szdmitott ellen-
éllés relativ hibakorlétja?

Egy test fajsulyét kisérlettel ugy hatdrozzdk meg, hogy
megmérik a test suly4t levegSben és vizbe meritve, Legyen a
test sulya levegbben Q; = 8 kp, vizbe meritve Q2 =7 kp. Leg-

feliebb mekkora lehet a szdmitdssal ad6do fajsulyérték hibdja,

ha Q, mérési hibdja +0,01 kp, Q,-¢é pedig + 57 200 kp?

Egy bikonvex lencse fokusztdvolsdga:

1 1
7 ={n - 1)[}I+§]

Legyen r, = 8cm+0,02cm, T, =10cm + 0,02 cm,

n=1,54+0,03. Mekkora lehet legfeljebb a kiszdmitott fékusz-
tévolség értékének hibdja?

Egy fénytoré kozeg feliletére 43° alatt esik be egy 1,5
torésmutatéju fénysugdr. Egy miésik - 3%-kal kisebb tbrésmu-
tat6ju - sugdr 4%-kal nagyobb szog alatt esik be, Mennyi lesz
a torési szog megvéltozdsa? (Logarléc pontossdggal szdmit-
sunkl)

Ismeretes, hogy a vékony lencse tdrgytdvolsdga, képtéd-
volsédga és fokusztivolsdga kozott az

L1

7 tsszeflggés érvényes

" -

- 20 -



105,

* 106

% 108.

Tobb mérésbél: f
t

30 cm + 0. 15 ¢
35cm + 0,2 cm

L}

Milyen hatérok kzott ingadozik a képtdvolsig szdmitott értéke?

Egy elektromos rezgfkor rezondns krfrekvenciija az

. osszefliggéssel szdmithats, ahol L a kdr dninduk-
VL C
ci6ja és C a kapacitdsa, Mekkora a rezgSkdr szdmitott frekven-
cidjanak szézalékos hibakorlitja, ha

A

100- ]AL| 3%6s100 = 297

Mennyi lenne a Nap és a Fold kézotti vonzéerd relativ
megvéltozdsa, ha a Nap-Fold tdvolsdg 10° km-rel, a Fold t6-
mege pedig ugyanakkor 3%0-kel megvéltozna‘? (A Nap-Fold td-
volsdg 1,5 . 108 km)

Az ingatra jardsét szabdlyoz6 ingdt fizikai ingdnak kell
felfognunk, melynek lengésideje

- [
T =21 Mgs ahol

I az inga inercianyomatéka a felfiiggesztési pontra vonatkoz-
tatva,

M az inga témege

g a nehézségi gyorsulés

s a sulypont és a felfiiggesztési pont kizotti tdvolsdg,

Tegyilk fel, hogy I 2%o-kel, M 5%o-kel kisebb a kelleténél.
Milyen pontatlansdgot okoz ez az inga lengésében?

Tegyiik fel, hogy sin(x + y) kiszdmitdsdra a
sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y képletet haszndljuk.
A két szbg sinusit méréssel hatdroztuk meg:

T 13

Mekkora az eredmény kozelitd hibdja, ha a mérésnél elkovetett
hiba mindkét esetben 0, 17

-21 -



8. Szélsdértékszamitas

109-116. Hatdrozzuk meg az alédbbi kétviltozés filggvények helyi
szélsdértékeit:

3 2
@ fx,y) =xy @4 -x-y)
110, f(x,y)=x2 -xy+y2+3x -2y +1

£ 111 f(x,y)=x2+xy+yz+§+3.

112, f(x,y) = x3 + y3 - 3xy

113, flix,y) = x3 + y3 -9 xy + 27

2 2
14, fx.y) =e X Y 2 + 3D

115. f(x,y) =V(a -xXa - y)x +y - a)
x 116, f(x,y) = cos x cos y cos(x + ¥)

. ' EgyV = 4,5 dm3 térfogatu, téglatest alaku csomagot a
rajzon ldthaté médon kotlink 4t zsineggel. Milyennek vdlasszuk
a csomag méreteit, hogy a legkevesebb zsinegre legyen szitk-

ségiink?

X
117, ébra

# 118, Hatdrozzuk meg annak a derékszbgil hasdbnak a maxim4-
lis térfogatdt, amely éleinek bsszege adott € hosszusédgl

119, Egy mosdoéfiilke térfogata adott; K m3. Alakja derékszigil
haséb. A fiilkét elfl nem kell elhatérclni, tehét a haséb egyik

-922 ~



oldallapja hidnyzik. Hogyan méretezziik a filkét, hogy a Iegke-
vesebb teriiletti falra legyen szitkség?

4
Y
b 4
119, ébra
120, Azs= sz + yz elliptikus paraboloidnak a z = 5 sik 4ltal

kimetszett szeletébe irjuk be a legnagyobb térfogatu derékszigii
hasébot, Mekkora ennek a hasébnak a térfogata?

121, Valamely egyenlSszdru trapéz alaku telek kertilete 400 mé-
ter. Mikor a legnagyobb a telek teriilete? (Hatdrozzuk meg a
és @ értékét.)

Q a
P P
121, é4bra
122, Egy foly6 partjén elterulS fuldterifletbfl szeretménk a

maxim4lis nagysdgu egyenl8szdru trapéz alaku tertletet korifl-
hatdrolni 200 m hosszu keritéssel. Hogyan védlasszuk meg a
trapéz adatait?

122, 4bra




123. Az ébrén 14thato telek méreteit vdlasszuk meg ugy, hogy
150 m hosszu keritéssel a legnagyobb tertiletet tudjuk korulhatd-

rolni,
a
/P
Yy
X
123, 4bra
* 124, Hatdrozzuk meg az alébbi Q teriletli, egyenlSszéru trapéz

keresztmetszetd nyitott csatorna m mélységét és rézsiijének
o hajldssztgét ugy, hogy 4 viztdl dztatott felilet minimélis
legyenl

124, 4bra

= 125, Adott ktirbe irhaté hiromsztgek
a) kertllete
b) terlilete
mikor a legnagyobb?

126, Adott ktrbe irhat6 hdromszogek koziil melyik oldalainak
a négyzettsszege maxim4élis?

* 127, Egy adott ponton 4thalad6 sikok koziil melyik van az ori-
gotol a legmesszebb?

£ 128, Adott bels§ térfogatu (V} és adott falvastagsdgu (h), fe-
lulr6l nyitott, derékszogii hasédb alaku 14d4t akarunk késziteni
a lehet§ legkevesebb anyag felhaszndl4sdval, Hogyan vdlasszuk
meg a ldda méreteit? (Abrét 14sd a 25. oldalon.)
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131-133.

135,

128, 4bra

r

Hatirozzuk megaz y = x2 ésazy=1-(x+ 2)2 gor-
bék tdvolsdgdt!

A tér n kultnbbz8 pontjdban legyen egy-egy tomegpont.
Hatirozzuk meg a tér azon pontjit, amelyre a témegpont-rend-
szer miscdrendii nyomatéka minimdlis.

Hatdrozzuk meg az aldbbi filggvények szélsGértékeit, a
megadott feltételek mellett:

2
f(x,y)=xz+1,r2 H Xx+y=2
f(x,y) = xy ; x2+yz=1
f(x,y,z) = 2X2 + 2y2 + 2z2 + 2xy; x2 + y2 + 22 =1
Adott egy hdromszog egyik oldala (C), és a vele szem-
kozti szbg. (4 ). Hatdrozzuk meg a hdromszog tobbi alkot6jét
ugy, hogy teriilete maximé#lis legyen,

Oldjuk meg pl. a 117, feladatot szabad széls&érték feladat-
ként, a Lagrange-féle multiplikdtor alkalmazds4vall
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136-143.
* 136,
x* 137,
138.
* 139,
il
142,
* 143,
144-148,

k44,

% 145,

Tobbes integralok

9. Két- és haromdimenzios tartoméanyok

Szemléltessitk az aldbbi egyenlftlenségekkel meghatdro-
zott kétdimenzi6s tartomdényokat;

0=y=1-§ ; 0Sx T2
0SxS2-2 i 05y=1
22yTa-x Sl=y2d

y ; 3 ry

?
0=r = 2R cosg; -%gff’?%
0‘r‘2|/cos 2 5 - %—c ¢ <% (r és ¢ polarkoordindtdk)

Szemléltessiik az aldbbi egyenlStlenségekkel meghatdro-
zott hdromdimenziss tartomanyokat:

0§z§1-9x2-4y2
-—é— 1-9x2§y§% 1 - 9
Jis=,z2l
37 3
05254 -x -y
2x - 25y=2 -2
-3 -
=x =1
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WA
A

146, 0=z =1 - x
2. 4
5= x=1
- V’E: y =16
147, y2 - 2x =230
2
!E : x=1
-2y =2
148. R, Sr =R,
0S¢y 2n (r,¥, @ gbmbkoordingtdk)
A==
-3 = A 2
149-155, Irjuk fel az aldbbi zdrt tartomdnyokat meghatdrozé egyen-
16tlenségeket:

iag. vy

149, 4bra
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150, 4bra
151.
y
2,7 2,
” x“+{y-1)%a{
12
-4 0 ] X
151, ébra
152,
|

2

1
(%]

152, ébra
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154.
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x 155, 1z
155, ébra
10. Kettds integrilok és kiszamitasuk
156-160. Szdmitsuk ki az alébbi figgvények kett8s integriljst az
egyenldtlenségekkel meghat4rozott tartoményon, kétszeres in-
tegrdléssal:
156, f(x,y) = 2x> +3xy +4y>; 15xS2: 0SyS3
i1 ey =y sim 6 4 y' 052 YT 0=y FYL-
158. f(x,y) = e ; 15xS4; 135y=2
hsd. fy) =% +y; yzﬁx:ﬁ: 03y=1

161-164,

a,) f(x,y) = |I4x2-y2; 0fy%x; 0£x%)
b.)f(x,y)=|/4x-y2 ; 02y= 2x-x2; 0Ex%2

Hatdrozzuk meg az al4bbi fliggvények kett8s integraljst -

rajzban megadott tartoményon, kétszeres integrildssal:
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*

el stx,y) = 32 + v

162. fx,y) = 2

163. f(x,y) = x .

Ay
y=x2
') I TN
|
|
{
|
|
|
{
| p—
{ X
161, dbra
y+x+2
Y
4
y=x
i 2 3 X
162. 4bra
eY
2
Ay y=x
y=x
=_;<
163. 4dbra
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164. f(x,y) = x2 + yz {y T:

164. dbra

165-168., Hatdrozzuk meg az aldbbi filggvények kettSs integriljst
egyenletiink dltal megadott grbékkel hatdrolt tartomanyon, két-
szeres integrdldssal:

* 165 f(x,y)=x+y T:x=0;, vy=0; x+y=2
166. f(x,y)=1+%x-y T:y=x2-4;y=0
k61 fx.y) =4 - 4? Tiy=2-x%y=x*-2
168, f(x,y) = x2 + yz T: a (0,0) ; (3;0); (0v2)
csucspontu hiromszig
169-171. Alakitsuk dta [| fx,y) dT kettGs integrélt kétszeres
integrill4 kétféle kép(p?n, ha a T tartomény
169. N

169, 4dbra
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170. ‘g
a
a X
170. 4bra
171.
1y
2
y g-xz
=x
171, é4bra
1 4-x2
172, Rajzoljuk felaz K ZS i(x,y) dy dx integral. integ-
_ -2 x 2x '
réldsi tartomanyét!
173-177. Cserélje fel az integrdlds sorrendjét az alébbi integré-
lokban: , :
1 1-y

173. S f{x,y) dx dy
o - -y2
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176,

177.
178-181,
k78,
£ 179,
180,

181.

a yi-xz

g f(x,y) dy dx, ahol 0 <a <]
=
2

4_
g f(x,y) dx dy
f(x,y) dx dy

f(x,y) dy dx

Szdmitsuk ki az aldbbi kétszeres integrilokat: (Ha szilksé
ges cseréljuk fel az integrdlds sorrendjét, )

1 1 _xz
S ye dx dy
2

o Yy

1 1
ij y cos X dx dy
o y§

1 1 x sin

j | e
o X
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11. A kett8s integralok geometriai alkalmazasai

182-193. Hatirozzuk meg azon hengerszerl test térfogatdt, ame-
Iyet az aldbbi z = f(x,y) feldlet, az [x,y] sik T tartoménya és
T hatdrgbrbéjére 4llitott, z tengellyel pdrhuzamos alkotSk hatd-

rolnak.
8. z=y° - 2 g T:
- gz= X+3
% |
-3 § X
—
182, ébra
183. z = xy T:
{Y
24
(219
X
183. 4dbra
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*

185.

186,

187.

189,

xz 2 y
184, z =4 - - L T:
4 4
{
- X
184, 4bra
z=x -y T:a (0,00 ; (-2,2) ; (-2, -2)
csucspontu hdromszig
2 - 2
z=x -2y T hatérai: y =x; y = 2x
2 _X
Z=X +Y Thatérai.y-ﬁy—z
z=x2+y2 T:x2+y2=4k6rlap
Z = x2 + 2y2 T:
x2+y?g
45 _
T X
189, 4bra



z=4+y-x2 Thatérai:y=x2;x=y2
z=sin2x-y2 T hatéral: y2=.sin2 X; 0 S x =
z=1 T hatérai: y = 0; y = sin x; = x = 200
— 2 2

z =1 T hatdral: y = x" -~ 2; y =2 - x

Szdmitsuk ki kett6s integrdllal az v = x* 63 az
3x% - 2 gbrbék kbzotti tertilet mérSszdmdt]

o
[

Egy R sugaru félgmbin két R 4tmérdjil furatot kell ké-
sziteni, (Lésd az 4brdtl) Mennyl a megmarad¢ test térfogata?

195, dbra

Hatdrozzuk meg két - egymésra merGleges tengelyi -~ R
sugaru ktrhenger kozts részének a térfogatst]

196, dbra
-37 -



12. A kettds integralok mechanikai alkalmazasai

. Szédmitsuk ki az

§+l+£=}_ @a>0; b=0,; c>0
a b ¢

egyenletii sik és a koordindtasikok 4ltal hatdrolt homogén test
sulypontjénak a koordindt4it]

198-203. Hatérozzuk meg az al4bbi feltletek 4ltal hatdrolt ~ homo-
gén,egységnyi slirliségl - témdr test sulypontjét:

@. zsxz-yz;z=0;- x=1
199. z=xy; z=20; y=-x+3

200, z=y -x; x=2; z=0

201, z =x" + 4y ; z=0;y=0;x=2,y—--§—
* 202, y2=4—x; X-2y4+z=0; z=0; x=1

z=——-]r'-— x50;,y=0; z=0;

: x+3 °’ R ’ '
x-3y=1; z, = ?
204-205, Hatdrozzuk meg az alébbi két 4brén 14thaté két test suly-
pontjét;
o4 2 A hatfirols feltletek:

zzvx +y ; z=0;

x=lL x=-1; y=1

Yex

204, dbra



+ 205, A hatérols feluletek: 2 + yz + 2 =2

z=0; x=1; x=-1; y=1; y=-1

z
y
ide
205, dbra
x 206, Hatdrozzuk mega z = :u:2 - y2 hiperbalikus paraboloid

(ayeregfelillet) z>0, y>0 része, az + yz = 1 henger és
az y = 0, z = 0 sikok 4ital meghatdrozott homogén, egységnyi
stiruségit test sulypontjdt,

207~-210, Szdmitsuk ki az aldbbi lemezek tehetetlepségi nyomatékdt
a z tengelyre vonatkozdan.

-39 -



208.

)
y=x
y=x
—
208, ébra
209, “g
{
1
60! -
1 ™
209, 4bra
[2ad. )Y
ok
p-%
Yy 2 '
210, 4bra
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* 212,

213-214.

EN
214,

* 215.

5

217,

Hatdrozzuk meg az r =@ archimedesi spirélis, a
p=0¢és¢ = —éL egyenesek koztl tertiletet sulypontjdnak x
koordindtdjit és a megfelel§ lemez poléris tehetetlenségi nyo-
matékét, (@ = 1)

Szdmitands az r = ycos 2@ lemniszkdta alaku siklemez-
nek az origéra vonatkoz6 poléris mésodrendii nyomatékal (@ = 1)

Szémitsuk ki az z = x2 + y2 forgédsi paraboloid felifiet
alatti térrész aldbb megadott[x,y ] sikbeli tartomanydhoz tar-
toz6 részének a z tengelyre vonatkozo6 tehetetlenségi nyoma-
tékat, (9 =1

Thatﬁrai:y=y;, x=1;y=0
T hatdrai: y =x , y =0, x =1
Szdmitsuk ki az z = 2 - x sik és az [x,y] sik 4ltal
az y2 = 2x parabolikus hengerbél levégott homogén, egységnyi

stiriiségll test z tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékit!

Hatdrozzuk mega z = 4 - yz parabolikus henger, az

x2 + yz = 1 kbrhenger és a z = 0 sik 4ltal hatdrolt test z
tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékét, (9 = 1) .

|Z

216, é4bra

Szémitsuk ki az x> + y2 =4; x=0, y = 0 hengerpa-

ldst, a z + v = 3 sik és a hdrom koordindtasik 4ltal hatdrolt
test ( 9= 1) z tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékét!
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B3

* 219,
220-222,
220.

221.

)

223-227,

223.

--Szémitsuk ki az
2 .
1 2.1 -
(x-i) ty =35 y=0
félkdriv és az y = 0 egyenes 4ltal hatdrolt lemez poléris tehe-
tetlenségi nyomatékdt, ha Q (x,y} = xy + 1!

Mutassuk meg, hogy

SS x dxdy = Sg y dxdy*- S o +y%) ax gy
(T) (T) (T
ahol Taz x = 0 1 y=0; é8 xz +y -5-R2 egyenlitlenségek
&ltal meghatdrozott tartomdny!
Mi ezen egyenl8ségek mechanikai tartalma?

13. Harmas integralok és alkalmazésaik

Szémitsuk ki az aldbb kijelslt hiromszoros integrdlokat:
21 3

S S S (2x - 4y + 6z - 3) dz dy dx

o 0o o

(2x - 4y + 6z - 3) dy dz dx

1 Izx l=x-y 1
S Sx 3dzu:lydx
_ (l1+x+y+2z

Sz4dmitsuk ki az alfbbi hdrmas integrilokat hdromszoros
integr4ldssal, a hatdrolé feliileteivel megadott véges, zért
hdromdimenziés V tartoményon:

of.’—w
QL/"'j
OL.-—-1

[=}

SXE(X'ZY""*Z)(!V; Vix=0,y=0;, z=0
) x+y+z=1



@. SSS av 3 Vix=0,y=0z=0
(V) d+x+y+2z)

225, S“(x2+2y+zz)dv; Vix=0,y=0;, 2z=0
V) x+z=2,y=2

@. Sﬂxzyzdv; Vix=0; y=

0.
(V) 2 2 2

@' g&; (xz + 112) dav ; V: (ktrkup)
Vv

227, 4bra

* 228, Hatérozzuk mega z = I/xz + yz kupfelulet, az

(x - 2)2 + yz = 4 ktrhengerpaldst és ax [i,y] sik kozotti
zért térrész térfogatétl

= 229, Hatdrozzuk meg az R sugaru 2 « nyildssziigi glimbcikk
térfogatdt!
230, Szdmitsuk ki az

x2+y2+zz=-4.Rzgﬂmbésaz
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231,

234,

x - R)2 + y2 = R2 henger

kizos részének a térfogatdt. (Viviani-féle test.)

Hatdrozzuk meg a

05x*< 1-y2-22
05y = 1--z2
05z31

nyolcadgdmb tomegét, ha g)(x,y,z) =X .V . %

Szdmitsuk ki a kocka egyik testdtl6jdra vonatkozo tehetet-
lenségi nyomatékét] (SJ = 1)

Szdmitsuk ki a kocka egyik lapédtl6jdra vonatkoz6 tehetet-
lenségi nyomaték4t!

Szdmitsuk ki az 4brén 14that6 félkockénak az OB lapdtl6j4-
ra vonatkozg tehetetlenségi nyomatékét]

Iz y a

0 a =
234, 4bra
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@. Szémitsuk ki az dbrdn 14that6 guldnak az OB élére vonat-
koz6 tehetetlenségi nyomatékét!

B(14.0)

A(4.0.0) X
235, ébra

14. Improprius integralok

236-238, Hatdrozzuk meg az aldbbi végtelen kiterjedésii tartomé-
nyokon értelmezett integrélokat:
@ SS e—(x+y) 4T a) T: az elsd siknegyed
: T b) T: a mésodik siknegyed
237. §§ ——5——1—75 dT T: x = 1 félsik
(T) <" +y7) i
_ (xz 2) )
@. Sg e W gt T: az egész [x,y] sik
(T
2, 2 2
* 239, Sgg e-(x 1y = )dV V: az egész hdromdimenziés
(V) tér
240-243. Milyen n kitevlre konvergensek az aldbb megadott integ-
rélok:
X dr TixZ0 yZo

(T) (lfxz + P 2tz
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241,

242,

|

(T) (‘l 2 + yZ)n

SEK v V:XZO;yZO;z:-U
2

) (‘Lz+y2+z2)n x2+y2+z =]

243, SSS ‘ v v x2+y2+22§1
V) ( 2 + y2 + z2)11 ,
244, Kohvergens-e SK S — dT : T az
X + yz +1
(T)

245,

egész [x,y] sik.

Hatdrozzuk meg gg 111(x2 + yz)dT értékét, ha a tarto-
(T)
mény az origb kzéppontu egységnyi sugaru zirt korlap.

2 2
Hatdrozzuk mega z = e CH) feluet 6s az [x,v]
sik 4ltal hatdrolt végtelen kiterjedésii test z tengelyre vonat-
koz6 tehetetlenségi nyomatékét, ( 535 1)



MEGOLDASOK






Megoldasok

Az origd kivételével az egész [x,y]sik.

Az [x,y] sik két szbgfelez8 egyenesével hatdrolt tartoménya,
a két hatdrol6 egyenes pontjait is beleértve,

iy
y=X
A _
N\ X
y=-x
2, 4bra

A fiiggvény ugyanis ott van értelmezve, ahol
x>z yz. vagyis ahol lxl £ [yl

D ¢ @zonos az eléhbivel, de a hatdrold egyenesek pontjai nélkill.

o, 0 #2
Tehit D, az origé ktzéppontu két egység sugaru kbr kertleti pont-
jait kivéve, az egész [x,y] sik.

Az els8 és harmadik siknegyed és a koordinitatengelyek pont-
jai.

Az y = -x egyenes "felettl" félsik.
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Az y=x-1és azy = x + 1 egyenesek 4ltal hatdrolt sdv,
a hatdrol6 egyenesek pontjait is beleértve. Ugyanis az

|y - x| =1 fteltételt vizsghlva:

-
a) y=x
y-x=1 }
b) y=x
-y +x =1

A feltételt kielégit6 sikbeli ponthalmaz tehét

|y

7. ébra

Elliptikus paraboloid.
A fuggvényérték sohasem lehet negativ, mert a jobb oldalon nem ne-
gativ szdmok Osszege 411. Tekintsiik pl. a z = 1 sikkal val6 metszet-~
gbrbe (nivégbrbe, rétegvonal, szintvonal) egyenletét:
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x2 + L= =1 ellipszis,

Az x = c illetve y = c sikokkal val6 metszetgirbék parabolék,

Parabolikus henger.
a) A szintvonalak egyenlete:
yz -2x =c¢ vagy y2 = 2(x + -;—)

A szintvonalak tehdt az yz = 2x paraboldbél az x tengely irdnydban
tortén6 - % egységgel val6 eltoldssal szidrmaztathaték,
b) Az [x,z] sikkal pdrhuzamos metszetek:

z=c¢ =-2x

Tehé4t a metszetgbrbék -2 Irdnytangensii egyenesek.
c) Az x = ¢ sikokkal val6 metszetgiirbék

z = yz - 2c parabolék.
(Kbrét l4sd az 52. oldalon.)

- 51~



10.

11.

z}

x|

9. dbra

Megjeg%zés: A feliilet képét egyszeriien ugy szemléltethetjik,
hogy pl. az y% = 2x, z = 0 szintvonal menténa z = -2x, y = 0
egyenest dnmagédval pdrhuzamosan mozgatjuk, (A két gérbe szere-
pét fel is cserélhetjiik!) Ugyanez az el6z6 feladatban pl. a

z = .x2, y = 0 paraboldnak a z-—=4y2. x = 0 parabolén valé moz-
gatdsdval valgsithat6 meg, Ez a szemléltetési m6d alkalmazhaté
minden z =f(x} + g(y), illetéleg x=u(y) +v(z) és y =h(x) + 4 (z) alak-
ban megadott feliilet esetében. (Transzlicids feliiletek. )

Parabolikus henger.
Hasonlitsuk 0ssze az elméleti jegyzet 3.2 példdjdval és vegylik
figyelembe az el6z8 (9.) feladat megolddsdhoz fiizott megjegyzést.

Cosinus vezérgirbéjii henger.

/3

A henger alkot6i parhuzamosak az y = - —3 X egyenessel,

Alkalmazzuk a 9. feladat megolddsdhoz fiizbtt megjegyzést,
(Abrdt 1dsd az 53. oldalon.)
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Yy
N\
AN 78N
AT AN
/ ' ," N
(\‘ ...‘\ \\ o
A\
11, #bra
12, Exponencidlis hengerfeliilet.

A henger alkot6i pdrhuzamosak az y = -x egyenessel
AZ
z=e9

Zxe

12, 4bra

A 9, feladat megolddsdhoz fiizitt megjegyzést figyelembe véve
In z = x + y-b6l a felilet transzliciss jellege 14that6, s jol
szemléltethetd,

13. Forgdsfeliilet.
A felilet a z= In x, y = 0 girbe (merididngbrbe) z tengely korili
megforgatdséval 41l el8, (Abrat 14sd az 54. oldalen,)
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=
J

13. dbra

"Megjegyzés: A z = f(x) ; y = 0 gbrbe z tengely kortili meg-
forgatdsdval keletkezé forgésfelilet egyenlete:

z=f(x2+y2)

14, . Forgisfeliilet,

2
Az-= e ™ ; ¥ = 0 girbét forgattuk meg a z tengely koriil.

14, ébra
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15. Hiperbolikus henger.

15. 4dbra

Megijegyzés: Ha egy feltilet egyenletéb6l valamelyik koordindta
"hidnyzik", akkor a felillet hengerfelilet. A henger vezérgitrbéjének
egyenlete (a sikban) alakilag megegyezik a felillet egyenletével. A hen-
ger alkotéi pedig merélegesek a vezérgbrbe sikjdra.

16.

16. 4dbra
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17. JZ

z.-sim;

/=‘Iﬂm?

igg. F%{/\:‘\ )
X INNW N

17, ébra

A felillet és az [x,y] sik metszésvonala egyrészt az x tengely
(y = 0), mésrészt az x = kIl - y tengellyel pdrhuzamos - egyenesek.
Az x = C metszetgbrbék egyenesek, amelyek irdnytangense
|m{= 1. Az y = C metszetgérbék sinusgtrhék.

18, rz - 2)° = 46 + y9)
A 13, feladat megolddsdhoz fiizttt megjegyzés alapjin elfgzdr a me~
rididngbrbe egyenletét irjuk fel:

|z

N

Py
1

A forgésfeliilet egyenlete tehét
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19.

20,

21.

22.

23.

24,

2 2
X +y

H b

z=2+

zZ = 2(x2 + yz) Forgdsparaboloid,

+ yZ + z2 = 1 Forgési ellipszoid,

2
+y + %— = 1 Forgési ellipszoid,

x2+y2=C;z=C

A metszetgirbék tehdt a z = C sikban fekvl C sugaru korok, ame-
lyeknek kozéppontja a (0, 0, 6) koordinédtdju pont.

2
Z=X +4;y=2
(y = 2 sikban fekv8 parabola)
z =t
Vegyiink fel az [x,y] sikban az y = x egyenes (a sik nyomvonala)
irdnydban egy uj koordindtatengelyt: § -t. Adjuk meg a metszet-

’z

z=t2
N P(x\y:)
Y
+ %50 bz / Ty
/ | -

" N



25,

gbrbe egyenletét ebben az uj [z, g ] sikbeli koordin4ta-rendszerben,
A metsz8sik tetszbleges (x, y, z) pontjénak koordindtdi ezen [z, g ]
rendszerbeli koordindtdkkal kifejezve;

§ cos 45:)J
§ sin 45
z

nu i

X
y
Z

Ha ezeket a feliilet egyenletébe helyettesitjiik, megkapjuk a feliilet
sikmetszetének egyenletét a [ z, g ] koordindtarendszerben.

2 2
=gz z =(;-V1—E) +(§'VLE) , ahonnan

Az eredmény szemléletes tartalma:

Ha egy forgédsfeluletet a forgédstengelyére illeszkedd sikkal
elmetsziink, a metszésgbrbe a merididngorbével egybevigs girbe
lesz,

Megjegyzés: Ha a megadott feliilet és a metszé sik egyenleté-
b6l 4116 egyenletrendszert "megoldjuk’

z = xz + y2

zZ = 2x2 adodik,

y=x
ami a metszetgtrbe [z,x ] sikon valé vetiiletének egyenlete, tehét
nem a metszetgirbe egyenlete,

o 2 55,6%. A metszetgdrbék egyenlete a [z, t] sikban:

2

2 . 2
cos"ol smcx)t2+_z_=1_
9 25 16 !

Ez kor egyenlete, ha

cosztx sinzo( 1
9 25 16

Alkalmazva a :052 %=1 - sinzot dsszefiiggést:

sin ot = + 5_16E adédik.
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26,

27,

28. .

29,

b
o= + arctg ;

x=xo+tcos o

-]
It

Y + tsin
- 2 2
x(z) + 2xot cCoOS O+ t2c0520< y(z) + 2yot sinot+ t sin?ot

z = -
a2 b2

Ez a [z,til sikban csak olyan o értékre lehet egyenes egyenlete,
amelyre t4 egytitthat6ja 0.

A 3.1’ definicist alkalmazzuk:

Legyen 8(5)=V€ Igylx-0|=| IV_

és |y - of=|yl=fe

|ty - 0= |x||y|'—L" x]}y] =€

[

Ekkorx

Nincs,

i im Y oXty Loy A
a) lim [hm XyFx+y ] lim 1

y—=0 Lx—0 y—0

A bels§ limeszty # 0 rogzitett értéknél szdmitottuk

b) lim [Iim H{—Y} lim = = -1

x—0 Ly—ep *¥ Y1 x—0
A bels6 limeszt x # 0 rogzitett értéknél szidmitottuk, Mivel az
fiiggvény a (0, 0) hely tetszfleges kbrnyezetében +1-hez és -1-hez
kozeli értéket is felvesz, a szoban forg6 hatdrérték nem létezik.

Nincs,
2m2
x1( 2m
f(_x_): =
k 2 2 2
(1+m)xk 1 +m

xk-val egyszerlisitettiink, mert X, #0;, lim X, = 0 Igy

ko0
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Um #x) = —"2&?

k—=oco 14+m

= h{m)

A hatérérték tehdt nem létezik, mert a fliggvényériékek sorozata a
kiillonbtz8 xy pontsorozatok mentén, més-més hatirértékhez tart.
(L4sd a 3.2 definici6t,)

30, 3.
Az
1 P
X = (xk, xk-3 ) xk-—-3 pontsorozat mentén kdzelitve, a
lim 3 =oco feltétel teljestl,
k——co "k
Igy
xk X, -3 1
k . 3
Iim i = lim T3 = 3
k—o0 p— +1 koo’ k

Ha tehét a sz6ban forgé hatdrérték egy4ltaldban létezik, az csak
3 lehet,
Most alkalmazzuk a 3.1’ definici6t:

e e a s IR E T

'.EEL'_l_3|=
v +1

y +1

ha |x - 3[<6= £ & |§|<%

Ez ut6bbi feltétel teljesidl, ha mér y > -jg—
i31. 4.
' Ugyanis:
9 -1 2x - 1
"Y+1 = IY, mivel y # 0 ,
y I+ ;
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32,

33.

34.

33,

36.

A hatérérték nem létezik,

+00, ha x>y
lim —i— =
x—e2 * 7Y {-oo, ha x<y
y—=2
0.
Ugyanis
[cos y| =1
e.

Vizsgéljuk a széban forgé figgvény logaritmusinak hatdrértékét:

2 1| x 1
lim [———Ih (l+)|= lm In(1+3) [=

Xx+y x+y
K et OO X——eo00C
y—=0 y—=0
b'¢
= lim —% 11m[1n(1+—1-)]=1.1,
X + X
X020 X—»00
y-—-—-o
mert : 1 X
m (1 + ;) = e
X—»—<0

Igy a keresett hatérérték el_.

0.
Mivel x =0, y >0, azért x2 + y2< (x + y)z. Ha tehét iga~
zoljuk, hogy

-(xty) _ 0 , akkor az eredetl hatdrérték is zérus.

lim (x + y)2 e
X—»CO
Y——00

A tovdbbilakban alkalmazzuk az
X +y = u helyettesitést:

2
lim —— =0
u

U0 e

Az x = k%, y =fl egyenesek mentén, ahol k és { egész szé-
mok.

6L~



sm—"g—, ha y # 0

37.  f(x,y) = . ha y =0

A fugpvény szakaddsi helyel az x tengely pontjai. Szdmitsuk ki
ezért ezekben a pontokban a fitgpvény hatdrértékét:

lim -s-‘—“;ﬂ'-= lim x -si“;;i‘l=

X=X XX
[}

0
y—0 y—0
= limx. lim 30X _,
Xy o
X=X Y-
o] [o]
y—0

A fliggvény értelmezését a szakaddsi helyeken a szakadési helyekhez

tartozé hatdrértékkel egészitjiik ki.
2 .
38, £ (x,y)=2xy &Y - 4 xy%sin (x +y) - 2 FyScos x + y)
2
f;r {x,y) = xzex Y -6 xzy2 sin x+y) -2 xzya cos (x+vy)

39. f}'( (x,y) = e cos y-Iny

X X
ff xX,y)=-e siny-~=
y( y) y -3

-1
40, £ (x,y) = Y
X a-yp2+a-x?
1l -x
ff (x,y) =
y a-y+a-x?
2
4. £ (xy) =5 £y =y In (xy) + %
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42, f}'({x,y) =y xy-l + yx In y

f;(x,y) =x In X +X yx-l

Tagonként alkalmaztuk a logaritmikus derivéildst, Pl. az els§ tagra:
glx,y) = ¥
Ingx,y) =y . Inx

A logaritmikus derivdlds szabélya szerint:

—5 - Bwen = 1
Innen:
g% = gxy) - &
Tehdt:
gy =x Loy
29

43, —/; -

3
44. g

]

w
o[S] olt

46, 4; -2
A parciflis derivéltak helyettesitési értékeit szdmitottuk ki.

R TN
w B o

49, f)’((x,y,z) =ysinz+zlny+y "
f'(x,y,2} = x sin z +3(-7E + et
¥ y

f'z(x,y,z) =xycos z+xXxIny

X z X
£ (xyz)=ye ; f (xyz=shz+-+e ;
» y.2) =Y xy( Y. 2) y
f%.y,2) =ycosz+iny
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. . z x . xy
' {x,y,z)=sinz+-—-+e ; ' (x,y,z) = - H
yx( Yy, 2) y _W( ¥, 2) 2

y
' (x z)-xcosz-}-i
vz " ¥
X
' (x,y,z) =ycosz+Iny; £ (x,v,Z)=xcosz+~—;
Y2 =¥ Y - y
£, ¥,2) = ~xy sin z

Vegytlk észre, hogy

f’f = f! ; f!' = fll : f‘! = f‘l
Xy yx XZ zX vz zy
50. -1 # 4l
Eldsztr ' (0,0)-t szdmitsuk ki.
Mivel Xy
£(0,y) - ££(0,0)
fll (0, 0) = lim X X ,
Xy g0 y
azért az

£(0,y)-t és £(0,0) értékeket kell meghatdrozni.

22
xy2—XL -0
fx,y) - (0, v) 5 +y2
f}'{(O,y) = lim : " L = lim - % =
X—o=0 X—0

2 2
lim y—%—%=-y; y # 0)

x=0 x 4y

i}

g;(O, 0) = 0 Ugyanis a fuggvény értelmezésébfl ktvetkezben egy-
részt f(x,0) = 0, mésrészt £0,0) = 0. Tehdt

f;{((}, 0) = lim £x,0) - £0,0) =0

*x=0
Igy a kiszdmitand6 hatdrérték
£ 0,0 = lim X%- -3
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51.

52.

53.

Teljesen hasonléan - hdrom lépéshen - szdmitsuk most ki
' (0,0)-t;
Xy

f(x,y) - f(x,0)

a) f'(x,0) = lim =x3: (x#0)
y y—0 y

£(0,y) - £(0,0)

b} £(0,0) = lim 0
¥ y——0 y
£(x,0) - £(0,0) .
¢) £(0,0) = lim Y = um 2292
¥ x—=0 * x—=0 X
, . z8inx-cosy | ,=xsiny-cosz

¥

z' = - -
X cos x -y sinz y <cosx -y sinz

Feltessziik, hogy cos x -y sinz # 0,

1

z,__yexy-kzexz-yz. z,_._xexy+ze3’z-
* - X
x ye¥i+xel-xy ¥ yedi+xel-xy

Feltessziik, hogy y % +x % - xy #0 .

Z,=_1+1nx; z,=_1+1112
x l1+1nz y 1+Inz

Feltessziik, hogy X, v, 2> 0 és z# é—

a2 X )
'd—x=—"-‘—';{-2$m2x
1 +¢

A feladatot kétféleképpen is megoldhatjuk.
a) A kozvetett fuggvények differencidlédsi szabdlya szerint:

df _®g du  %g dv
dx dx dx
du ov

df _ 1 52X L. 2(-sin 2%)
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55.

56,

57.

58.

59.

A végeredmény tisztdn x figgvényként is felirhat6:
2x
df 2 e
ol - 2 gin 2x

1 +e4'x

b) Egyvéltozés figgvény derivdltjit szdmitva:

f(x) = arc tg e2x + cos 2x

%:—J—I.ezx.z-zsmzx
1+ex
a1 1
dx  tgx g x4t
o [ AEE G ahwaso] s
+t
In(1 + t)
| 1 2
+ - (4 ch 20 In“( +t) |2 sh 2t
2 Vch 2t 1n2(1 + t)

..?i = (2u - Zevj(z Xy - 2y) - 2u eV cos(x +y)

ox

ot = (2u - Zev)(x2 - 2x) - 2u e’ cos(x +y)

ay ‘

of _ _u _ 1 v ¥
e ( )+ ; ye

of u2 Y + v x e
0y uw +v (x-y2)3 u +v
of ¥ y €7 + - 2 - 3y)
ox 22 22

l-uv 1 -uvw
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60.

61.

63.

af
_=___\_r________xexy+_______u______ {~3x)
oy 1- uzv2 l/l - u2v2

Jeldljik F’ -vel a F(x2 -yz) fliggvénynek (x2 - yz) szerinti
derivéltjit, akkor

if_=va.2x és £=F+YF,. (_2y)=F_2y2Fi

Ox oy
A bal cldalba behelyettesitve:

v . L2 xy + xy(F - 2y°F ) = 20P°F + yF - 2a5F =

f(x, y)
=x . f(x,y).1

Az f(x,y) =7y . sin(x-2 - yz) filggvény a fenti tipusba tartozik, ahol
F specidlisan a sinus-fiiggvény.

1 . y_
ffl=——|2+p . (-L)
x 2|/2x+F[ ( x2]
f':———l———- F’ l
y 2|/2x+F X
2 2
ﬁ.%_‘,l §E+1_za_ﬂ=o
Or r Br T 8502

Legyen ugyanis
f(x,y) = g[rx,y) ; o(x,y)]

Alkalmazva a kizvetett fliggvény differencidldsi szabélyét:

of %z ©or % a9
9x &r 9x 8¢ 9x

8°f _8__(_3&_.__8i+3g 3@).3r+

dr Ox  9p Bx 0 x
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%g or

]
+%(8r Ox

Jg B(P)' 3¢
o¢ 9Ox ox

Mivel 2 3
T =|/x +y és@=arc tg%,

Iy
rP
\)
(4( y
P _
0 X X
63, ébra
azért
or - % = cos@
Ox 2
X" +y
ﬁ:—L— =sintp
Dy 2 2
X +vy
Py . l___ .. sy
2 = ' "
ox X +y Vx2+y2 Vx2+y2
_a_Tz X = xr = 1 =COSCP
Oy x2+y2 V;:2+y2 V;c-z-t-yz *

Ezeket beirva

2
2f és 9 f2 kifejezésébe:
ox ox
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64.

__6__f_=8g cosq - dg sing
8x Br ¢ *

2 2 2 ’
9 ; {a—g—z cos¢q - 2 . '——SQ-Sh; + 9z _ﬂsinz ) cosg@
Ox ar o rdg 2¢ r

2 2
1{—3—6 t:r:stp-gﬂsinq’“a—g si:q_ % co:qL) .(

dgor or a¢2' ¢

Rendezés utdn és felhasznélva, hogy

+

. Sing

T

82, 82y
Opdr  Oxd¢
2 2 2 2 2
5] f2 _° gz cosz(,a +3_g sin 922 -2 2 g smcprcos(p
ox ar 22 T ordyp

dg sinzg dg sin@cos@
+ - + 2 5
Or o¢ r

Teljesen hasonléan:

32f - 82g 2 _@Eg cosz(p azg sing cosg
-—2 2 sin ¢+ 2 2 + 2 T +
8y  Or 2 r ordg

+ g cos @ 2 Og sin@cosg

Osszead4ds utén;

2 2 2 2
21+ 2L =ag2+_1_§ 9_g2_+_1{_ 2L
Ox oy Or r o¢ or

df =y dx + x dy ; d2f=2dxdy; df=0

A parcidlis derivdltak:
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65.

66,

Valamennyi harmadrendi parcidlis derivélt 0.
Igy
df = fxdx + fydy alapjdn az eredmény rogton adédik.

2 o
d’t = d@ = (@ £)dx +(d 1) dy =

= (f dx +f d +( dx +f d =
(xx xyy)dx (yx yyy)dy

B 2
= £ (dx)" +2 fxydx dy + fw(dy)z

Ugyanis dx és dy x-t6l és y-t6l filggetlen dlland6k. Megjegyezziik

még, hogy (dx)2 = dxz z4drojel nélkill is irhats. [Viszont

d(xz) = 2x dx] d3f csak harmadrendii parcidlis derivédltakat tar-

talmaz.

2 2 2x
df=-'—2dxdy+-§
y y

dyz

T2 (x,y)=1+x+y+x2+2xy+y2

A polinom felirdsdhoz szilkséglink van a parcidlis derivéltakra (a
mésodrendiekkel bezdrélag):

f‘=f’=———l——- f =f =1 - —_2
x Y

a-x-y? R A R
Ezek helyettesitési értéke az (0, C) helyen:
£(0,0)=£(0,00=1; £ (0,00=f (0,0)=7f" (0,0)=2
x()y() xx()xy()yy()
Igy
1 1 2 (2 2y, 24
Ty(x, y)=1+ 7 (x +y) + 57 [2x +(1) 2x¥+(2) z2y’]-=

=l+x+y+x2+2xy+y2
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67.

68.

69.

f(x,y) = 3 xzy -2 xyz + C
Az integrabilitdsi feltétel teljestil:

26xy -2y =2 @ - 4x)
ay ox

6x - 4y = 6x - 4y

A kifejezés tehdt teljes differenciél.
Az integrélfiggvény: f(x,y), amelyre a fentiek szerint

f}'(=6xy-2y2 illetve fl',=3x2-4xy

Ennek alapjén f(x, y) meghatdrozhats:
Ugyanis pl. f;{ ismeretében:

f(x,y) = Sf;{ A +Cly) =3 xy - 2x5° +Cy) %
Innen y szerinti derivdldssal, tsszehasonlitds utdn C(y) meghaté-
rozhat6;
2 . 2

3x" - 4xy+C'(y) =3 - 4xy

C'{y) = 0 ; C(y) = konstans,
Ezt %-ba beirva:

fx,y) = 3 x2y -2 xy2 + K

A-feladat megoldds4t természetesen £ y szerintl integrildséval is

kezdhetjuk. ¥
22 32 2
wn - 2L 2L L

fx,y) =y sinzx +C

Sy sin 2x dx = --‘L-°—°232—"+C(y)

Az y szerinti derivéltakat Usszehasonlitva:
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_ cos 2x
2

+C'(y) = sinzx
C'{y) = %

70. f(x,y)=§+1n|y|+c

2
71, fx,y)=ye> +C

72. Nem teljes differenciél.

3 el oty =EY sc: yeCo
R L A A

"Q—(xy)=x: 2. (ux2)=-2ux

By Ox

1
X 2 20¢x o<-2

2
d fx,y) = xy dx + 5 dy

74, o= -1; f(x,y)=-ye-x+c; 3,r=Cex
75, o=-1,; fix,y)=arctgx -y)+C; y=x+A4A

76. Csak akkor, ha fly) = av b és g(x) = ax + c. Ugyanis

csak ugy teljestilhet, ha

gl
It

= a (konstans)

Bl gle

&5

2
- X

77. f(x) = 3

+C; gly)=siny

78. 3 - 2 !/3
Elfsztr kiszdmitjuk a parcidlis deriviltak értékét a megadott he-
lyen:
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f;=2x : fy=6y

f;‘ (Po) = -4 ; fy(Po) =6
A megadott szig szbgfiggvényei:

sin 30° =

cos 30° =V2—§-

P

Tehét a keresett irdnymenti differenciflhdnyados értéke:

: . . BBt
fx(xo,yo)cosa:+ fy(xo,yo)sinoc— 4. 3 + 6 3

2 4 2 2 e 5/ 2
80. 10
f13
Az dbrébsl leolvashaté, hogy
Y
0 3 -
M B x
ok
A3
14
-2 Ivlefa+4 Y13
80, dbra
cosoc=—§-—— , Sinot=~ 2
/13 [
81. S5e - 6
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82,

83.

85,

86.

87.

3x -4y -z =0

zx(Po) =3 zy(Po) = -4

z(PO) =1

Tehét az érintdsik egyenlete:
z-1=3x-3) - 4y - 2)

Az érintlsik 4tmegy az origon.

6x + 2y -z =12

z=1

Tehdt az érintfsik "vizszintes". (P4rhuzamos az [x,y] koordin4-
tasikkal.)

2x 2y
—-—-2x+—-2 -z =Z
2 2 7 o
a b

x+y+3z=9

n-1
X1

.x+y111-1.y+zn-1 "

Az implicit fiiggvény derivildsi szabdly4dt alkalmazva:

N T SR & il
= n-1 °° L= n-1
xz ¥ Az
Az érint6sik egyenlete tehdt:
xn—l n-1
£mm = (X)) - 5 - Y,
SRS B I S LS B A 61
z Z

1 1

Ebbfl rendezés kizben az

x’l1 + yli + in =a" tsszeftiggést felhasznélva ad6dik a

fent k8zdlt egyenlet.
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88,

89.

X+y+z=3
Az érint8sik normélisdnak parhuzamosnak kell lennie a megadott
sik norméliséval; '

, 1 , 1
z =-—— é8 7 =--—%
x 2 y 2
xy Xy
Az
1 1
£1=[-—-—i— s T T -1] vektor csak ugy lehet pdrhuza~
xy xy
mosaz_112=[1, 1, 1]vektorral, ha
- ; = -1 és -—1—=-1
Xy Xy
vagyis 2
xy=1
xv2=1
Innen
x=y=1

A keresett pont tehdt P(1, 1, 1)
Igy az érintSsik egyenlete:

z-l=-x-1)-(-1)

2x + 3y + 2z = 49
A feltétell egyenletrendszer:

x+y+z=V’1?

A Po(xo, yo, zo) ponthoz tartozd érintdsik egyenlatébl leolvasha-

tok a tengelymetszetek az érintési pont fuggvényében, Ezen adatok
birtokdban a feltételi egyenletrendszer:
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Innen:
N . N
0 VE’ ] V—E ()] Vl_s

91. v-—-%a3

A Po(xo, Yo z_o) ponthoz tgrtozé érintésik egyenlete:

a3 a3
2T ST x-x)- 2 vy -y,
oo oo
Rendezve;
3 3 33 a3
=— X + 7 Y+tz=2 + +
0 X ¥y X ¥y
xy Xy oo -0
o0 00 K___\/’_“_/
333
%o Yo
333
-lal végigosztva:
%0 Yo x z
=T 3y ¥ 3N 1
© e] 3a
Xy = 3zo
!Z 0 0
320
3y, Y
3o
X
91, dbra
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92.

93.

A széban forgé tetraéder térfogata tehdt:

3x .3%% .32 .3
ve —2 9o © _ 588 onde)
6 2 !
Ugyanis a feltilet birmely pontjéra
3
X .y .Z =a

[+ 0 0

A hirom tengelymetszet Usszege: a (konstans)., A 87. feladat
eredményét felhaszndlva: (n = -;-), a tengelymetszetek dsszege:

| a

A meghatdrozandé UYsszeg: a2 (konstans). A 87, feladat
eredményét ismét felhasznélhatjuk: n = -;— .

Az érint6sikok egyenlete ax + by + cz = 0 alaku (4tmennek
az origén: 2.0 + b.0 + c.0 = 0}

Az % = u jeltlést bevezetve:

= ) D SR L
z, fu) + x fu . xz) f(u) X fu
z=x.f’.-’l =f
v u X ]

A feliletek érint8sikjainak egyenlete tehdt

o[ () e xgo[e (2 -]
~°_ -0 _—290 >

—— 2
a b
Rendezve:
ax+by+z=axo+by°-zo
N——
=0
Ugyanis
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ax +by -z =xf ——)+ f'(-y—o)- f’(—o)-
o o Yor \X Yo \x
° o o
y
-xf(—o-)=0
x
(v}
95. A sz6ban forgé tdvolsdg:
y
£ -=2,¢72 2
o X, o] f(-) a
2 + > , ahol f = N
(%)

y
és f =f(—°-)
4] X

o]

A normdlis irdnyu egyenes egyenletrendszere:

X - X zZ -z
o = y-ye = o
y v -1
£ -2 - 2x RA
0 o 2z
2z
0

Ebb6l az [x,y] sikkal valé déféspont:

y
£ -

e I
o 0

5
o35 0

"
e je

Ennek az orig6t6l vals tdvolsdga rogttn adédik, A doféspont és a
talppont tdvolsdga pedig:

Y, 2 2
2x -f +—. 1
. o o x, 0 2y -f:) 2
DP 2 + 3 +(z_ -0) =




o :
fo T x f(; 41*:2 -4x f +4y £ f
0 + -2 oo co lof ,
2 4 2

2 ,
4y, -4y . £
4 o
PPN LSNPS Lt

A hirom aldhuzott tag algebrai dsszege = 0

+ +z

96. A vetiilet hosgza: a (konstans)
A normélis irdnyu egyenesnek az [x,y ] sikkal valé doféspontja:

ax ay,
D{x + —2—: y 4 —=—u3; 0)
° J2 .2 ° 2.2
ot Y, o Yo
A normélis talppontjdnak az [x,y] sikon val6 vetilete:
T &, ¥, O

A DT szakasz hossza a két végpont koordindtdinak ismeretében ki-
szdmithaté.
97. NAz~0,06 = 6 . 107>

Azsdz = 2L Ax + 2L Ay
&x Jy

Adatainkat felhasznélva;
Az==2, 0,01 + (-2)-0,02) = 0,06

A teljes megvéltozds értéke pontosan is megadhaté most. Ugyanis

2
_s _ 2,01 - 2
z, = i, Z, ——“5—' 0,98" = 1,05965
Tehit
Az = z, -z = 0, 05965

Az - dz| = 0,00085 = 3,5 . 107
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98.
99.

100-

101.

102,

Léthats, hogy Az és férésze kvzti eltérés nagységrendben kisebb .
Az pontos értékénél, L

25 cm
~41 cm
0,7%

R =

Mivel a hdnyados relatlv hibakoridtja 2 sz4ml4dl6 és a nevezf relatly
hibakorlétjénak Usszege: :

é§|sA_._U1+'éI_‘
R| | U I

A fajsuly szdmértéke a
Q1

1= Ql q Usazefliggésbll szdmithats,

[ Ha Q,-et s Q,~t Kilopondokban helyettesttiik, TE‘ ~ben
adodik. ) ]

0,553 cm
r, +r rtr
%=(n'l)_1'£_r}_; f“(n-ll)l:zr +1,]
12 1 2
Az abszolut hibakorldt:
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r(r +r)rr r(r4r_ )-r
jae = |2 2 2|= )| +|n_11 - 21‘4 r
n (r1 + J:2 l | (r1 + rz)
2
1 l 10 2 8 2
v- ol o) Zper (3 v
@ - 1)2 r, 2| (18) 100 18/ 100

80 3
T4 100
103. = 0,032 radién
A fénynbrés torvényét leirs vsszefliggés szerint

sini n ahol 1 a beesési szbget
sin r oz

r a tbrési sziget

n pedig a tbrésmutatét jelenti.
Ebbh6l

, sin i
sin r =
n

Célszerii - a jobb dttekinthetfség kedvéért - elfszor csak sin r meg-
véltoz4sat kiszdmitani;

A(sin 1) = 222 N sn; A
n
Behelyettesitve;
(o]
Afsin 1) = 3——9‘%55— . 0,03 - % sin 43°(-0, 045)

Logarléc pontossdggal szdmolva:
A(sin r)= 0,028

Midsodik 1épésben szdmitjuk a (sin r) = 0,028-hoz tartozé Ar
megvéltozdst,

flr) =sin r
Af =/A(sin r)~cos r .Ar

S innen
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Apn DN _ 0,028

COsS T L - sin 430
n

2

104. 195<=k=<225

105. 2,5%
A feladat fejben megoldhat6:
A két szézalékos hibakorlat osszegének (a gytk miatt) a fele.

106, = 4, 33%0.
A feltételezett Nap-Fold tdvolsdg-megviltozds %— %o-nek felel meg,

Mivel a vonz6er6 a Fold tomegével egyenes-, a tdvolsdg négyzetével
pedig forditott ardnyban van, a vonzéerd relativ megviltozasdra

adhaté hibakorldt: 3%o + 2 . % %o0.

107. A lengésidé 1, 5%o-kal megn6, az o6ra késni fog. Vigydzat!
Most nem relativ hibakorldtot kell meghatdroznunk. A relativ hiba-
korldtokat dsszeadva és felezve 3, 5%o-et kapndnk, s igy nem a fel-
tett problémadra adndnk helyes vélaszt,

A megoldds tehét:

T = f{I, M)
AT%—-JL—AI-%Z— M{SAM
|/I Mgs &
AT 1 Al 1 AM
T 2 I 2 M

A feltevés értelmében;

Al=-0,0021 és AM = -0,005M
Tehét

~

AT
T

[

(-0, 002) -12- (-0,005)= 0, 0015

108. Asin(x + y) = 0,12
Hasmidljuk a sin x = u ; s8in y = v jelolést. Igy
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f(u,v)=uV1 -v2+v[/1 -u2

Af(u,v)= (1 - vz - _____ll}’___)Au +(__-uv___+ 1 - UZ)AV =

].-u2 1 —v2
3 3
12 13 13 é) -
(13 E) 0,1 +( ot i) or -
5 13
_f12 __15 1 _ 4
‘(13 7. 13 4*5) 0,1~0,118
4 .
109, P(2; =) ; maximum

A) A sziikséges feltétel megvizsgdldsa:

x4 - x - y) - oy

2x3v(4 -X -y} - x3y2

£
X

f!
y

x2y2(12 -4x -3y) =20
x3y(8 -2x - 3y) =0

Az egyenletrendszer megolddsal:
a) x = 0 vy tetszfleges
b)y =0 x tetszlleges

c)x =2 y=%

Teh4t a koordindtatengelyek pontjaiban, tovdbbd a P(2; %) pontban
teljesiilnek a sziikséges feltételek,
B) Az elégséges feltételek megvizsgildsa;

12 xzyz - 4x3y2 - x2y3 ; = 24xy2 - 12}{2312 - 6xy° =

6xy2(4 -2x - y)

f’
X

3 fr!
XX

8x3 - 2X4 - 6x3y =
2x3(4 -x - 3y)

3 4 32
f =8y - 2xy - 3x I i
¥ ¥y y y vy
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110,

111,

v o2 o3 232 2 e aur e

fxy—24xy 8y - %y =xy (24 - 8& 9}!)-15yx

a),b) '
2

' . - f" =0 mindkét tengely valamennyi pontjdban.
X vy Xy gely y1 pont}

c) A P(2; %) pontban:

2

N 4 . 4. _256
fxx(z,a)-s.z..(s)[4 2.2-3]--%"<0
P 1 3ra .o 4.
fyy(2,3}—2.2[4 2 3.3] 32<0

woig. B g2 4y - 4, 4
2 P=2 . 3@-8.2-9.9=-3

Tehdt az elégséges feltétel teljesiil, mert

2
2
1 .é i -é. - v -i .»-——2ﬂ - - 94. >
I:f (2; 3:|.[fw 2 3)] [fxy (2 3j|- o (-32) (3) 0

A tiszta mésodik derivédltak elfjelébll kivetkezik a helyi szélsfér-
ték maximum jellege.
P(- -;- H l) s+ minimum

2 .
X =y =-———: minimum.

3l/3_
A megoldandé egyenletrendszer:
2x +y = —5
X

x+2y=—82' .

y
A két egyenletet Usszeadva, illetOleg kivonva
8 8 I _ 8 8 P
3x +y} = 2 + 2 illetoleg x -y = > 2 adédik.
X y X ¥y

Az elsdbaol l4thaté, hogy x +y > 0.
A kivonissal nyert egyenlet pedig rendezés utdn

22
x -~y |:xy + 8(x +y)}= 0.
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Mivel a sebgletes zdréjelben 4116 tényerd minden szdbajovd
(x, y) értékparra pozitiv, ebbdl x - y = 0 kivetkezik,

y = x-et a feltételi egyenletbe visszairva,

3x - % = 0 a megoldand4 egyenlet.
X
112, P(1, 1) ; minimum
113. P(3, 3) ; minimum
114. Origéban minimum
115, X=y= % a ; maximum
116, x=0 y=0 k=X, =L
x=0 y=7 =3 YT
maximum. minimum.
x=T y=20 297 217
x=T; y=T x =5y =5
f;{ =-cosy . sin (2x + y),
f;=-cosx. sin (x + 2y).
A feltéteﬁ egyenietrendszerek tehit
cos x =0 cos x = 0 cosy =0 [sin2x+y}=0
cos y =0 |sin(2x +y) =0 Isinx+ 2y)= 0 | sin(x + 2y} = 0,
Az els8 harom feltételi rendszerbfl adédé megoldasok az
elégséges kritériumot nem elégitik ki.
Az utolsé egyenletrendszerbdl, a feladat értelmében az
x=(2a-b)%; 2a - b =0,1,2,3.
p a,b €T
y=(2h—a)-é-; 2b ~a=20,1,2,3.
eseteket kell rendre megvizsgilni,
A szdba jovG {a,b) értékpdrok: (0,0 (1,1} (1,2) 2,1y
2,2); 3,3).
117, x=3dm; y=1dm; z=1,5 dm
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X.y.z = 4,5

t.z az Osszefliggés birmely x, y értékpirhoz egy meghatirozott z -
értéket, ezzel egyijtt egy meghatirozott téglatestet és egy meghatd-
rozott zsineghosszat (L) is rendel:

L(x,y) = 2x + 6y + 4z = 2x + 6y +iy—§; x>03; y>0

Feladatunk ezen L(x,y); x>0, y>0; kétviltozés filggvény abszolut
minimumdnak meghatdrozisa. Els6 lépésként a helyl szélsGértéket
vizsgéljuk:

18

Lx =2 - 5
Xy
L'y = § - %
Xy
A megoldand6 egyenletrendszer:
xly -9=0
x = 3y
xyz -3=0

Visszahelyettesitéssel; y = 1 ; x = 3

Mivel L;x(3, 1) > 0 és az elegend§ feltétel teljesiil, tehét az

= 3; y = 1 helyen az L(x,y) fiiggvénynek helyi minimuma ven.
Mdésodik 1épéshen azt kell megmutatni, hogy az L(x,y) x>0; y>0;
fuggvénynek e helyl minimuma egyuttal abszolut minimum is,
(Ez a geometriai szemlélet alapjdn biztositottnak l4tszik,)
A minimum l1étezésének igazoldsa szempontjdbol két probléma adé6-
dik:

Egyrészt a figgvény értelmezési tartoménya végtelen, més-
részt a tartomény hatdrdn a fliggvény nincs értelmezve. (117/a 4bra,
1. kov. old.) Tekintslink ezértegy T} ¢ T véges, zért tartoményt,
amelynek minden bels& és hatdrpontjdn az L(x,y) fiiggvény értelmezve
van, és amelyre P(3, 1)€ Tj. A sz6ban forgé fliggvény folytonos vol-
tébol kovetkezik, hogy a Ty tartomdnyban létezik abszolut minimuma.
(Es ez csak a (3, 1) helyhez tartoz6 fuggvényérték lehet,)

Annak belétésa van még hitra, hogy ez a T;-re vonatkoz6
abszolut minimum az egész T tartomdnyra vonatkozélag is minimum
lesz. Ezért legyen pl. T, az ABCD négyzet:

-8 -



\
A

X
117/a dbra
Y
D(04:10) C(10i40)
7/
//
X07) % Bli00/

X

117/b 4bra
Ha x>10, vagy y>10, akkor
Lix,y) = 2x + 6y + IES > 20 az els6 két tag miatt.
1

Ha x< %ﬁ , vagy y = 10 (de egyik sem nagyobb 10-nél)

L(x,y)=>18 a % tag miatt,

Tehdt Lix,y)> L3, 1) ,yeT
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2 3
118. v = (—) :  kocka
max 12

Jeldlijlik a hasdb éleit a, b, c-vel. A feladat értelmében:

4(a+b+c) =4
Tehét a i

V(a, b) = ab [% -a- b] kétvéltozss filggvény abszolut

maximumét kell meghatdrozni.
(Csak a helyi széls6értéket vizsgiljuk, s tdmaszkodjunk a
geometriai szemléletre.)

3
119, x=z=3|/2K; y = I/-lfi
_25§2

120, Vmax =2

A szimmetria miatt elég csak a térfogat negyedrészével, s igy az
aldbbi kétvéltozos fuggvénnyel foglalkozni:

f(x,y) = xy(5 - Zx2 - yz)

A parcidlis derivéiltak el§4llitdsa utén, a helyi szélsfériék 16tezé-
sének szitkséges feltételei:

¥ - 6 - yh) = 0
x5 - 2% - 3yH =0
Tehdt helyi szélsférték az X, = 0, v, = 0

~Ly5, -1
vagy az X, =5 ‘/2- H ¥, =3 ﬁ helyeken lehet.

Egyszerll geometrial meggondoldssal azonnal ad6dik a helyi - egy-
ben abszolut - maximum,
A hasdb élei tehét:

121. Ha négyzet alaku: a =100 m ; ¢ =
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200 0
122, a==3; ¢=60

A megoldand6 egyenletrendszer:
(I) (200 - 2a + a cos@ jcosp= 2 sinch
(I} -2a sin(p+ a Sin(PCOS(P+ (200 - 2a + a cos@) singp=0
\_,—-—ﬂsf—\/

asing a felsd egyenlet alap-
cosQ ..
jan.

Rendezés utin (II)-bdl:
1
cos @ = 5

Ezt (I)-be behelyettesitve adédik a értéke.

123, x = —2 y=_7’_5_ﬁ. . 2252 - 1)

22 -1 42 -2 22 -1
m=do
4 /—5
A csatorna hossza nem jdtszik szerepet.
Igy a vizzel érintkezé felilet szerepét a keresztmetszetben

megfeleld szakaszok veszik 4t,
Ezek osszhossza;

¢

124, ox= —33 ;

*

m
a+2 ey
Mivel @ adott

{(a +mctgo)m =Q , s innen

=9 .
a=_ mctgg(

A reprezenténs kétviltozos figgvény tehdt:

f(m, ) = % - m c“t'god- g

125, Egyenldoldalu hiromszog esetén,
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)|

B
125, 4bra

a-hoz: Az dbrdbél 14that6, hogy a kertiletre:

K = 2r[sincc+ sinf} + sin(ou-ﬁ)]

Ugyanis
sin[180° - f}) = sineef)

A vizsgélandé kétviltozos fiiggvény tehét:
Ko, B) = sinot+ sinfi+ sin(x+f)
A feltételi egyenletrendszer:

cosﬂ+ cos(o<+{5) =0

cosoc+ cos(x+f3) = 0
Ebb#6l:

cosO{= CO0S s innen or= kovetkezik,
*

mivel csak 180°-n4l kisebb szogekrdl lehet sz6.
Igy feltételi egyenletiink:

coscx+ cos 2c= 0
S ennek sz6bajov6 megolddsa: o= 60°

b-hez:

Célszerii a

t = a_hszin_t teriiletképletet alkalmazni.
gy az

Ko, ) = sinosin Bsin(ox+f3) kétvéltozss fiiggvény széls6-
értékét kell meghatdrozni.



126. Az egyenlSoldalu hiromszbgének,

Az a sik, amelyiknek az adott pont helyvektora a normaélisa.
B Legyen az adott pont: Po(a, b, c)
Az adott ponton dtmend sik normdlisa legyen:

(u2+v2+zz=1)

127,

p° =i+ vj+zk;
Ezen sik tdvolsdga az origétol:

+] I/ 2 2
d=_;_o.11_ au+bv+cz=au+bv+cfl ~-u -~v |

ahol I, az adott Po ‘pont helyvektordt jelenti,

R
U - u* - l-u -v
Tehdt a feltételi egyenletrendszer:

(I) a|}1-u -v2=cu
(I1) bVl-u -v =cv

Osztédssal:
a
u = b v (D

o
u
<=

Ezt pl. ([)-be helyettesitve, s az egyenletet rendezve kapjuk, hogy

VvV =
a2+b2+c2

(11f)-bol v ismeretében

b
a
u =
I/ 32 + b2 + c:2
2 2 .
Smivel z =}f1 - u - v, végeredményben




128,

129,

=h+ g b=c=2h+3|/2V .
Mivel
abc = V és h adott, az
o v
f(a,b) = (a + h)(b + 211)(3 + 2h) -V

kétvéltozds fiiggvény minimumdt kell meghatérozni.

£ o= b+ 2h)(—v—-—+ 2h) - Y (a+ h)b + 2h)
a ab a2b

f;]=(a+h)(%-+2h)- (a + h)(b + 2h)

ab

A szémités a tovdbbiakban a 2 a2b = V Osszefilggéshez vezet,

2
=@ - 3——‘/_—_) +(1 - ?ﬁ)
A két gbrbe egy-egy tetszbleges pontja:
Pl(x,xz) ; Py(5, 1 - (§+ 2%
E két pont tdvolsdgdnak a négyzete:
Poty) = -5 4 [ - 1w’
A feltételi egyenletrendszer:
x -8+ 2x[x° - L+ €+ 2] =0
“x-3)+ 28+ -1+ (E+ 2] =0

A két egyenletb§l:

x -8 _ _ 2%
-(x -8 2(5+2)

Tehat:
; +2=-
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130.

kizt visszahelyettesitve, rendezés utdn kapjuk, hogy

A tomegktzéppont.
Legyen a Pi(xi' ¥y zi) pontban elhelyzett tomeg mi(i =12,...,n)

A miésodrendii nyomaték fogalm4bo6l kovetkezik, hogy az
n
_ _ 2 _ 2 o2
f(x,y,z) = Zl mi[(x ) + 0@ yi) +(z z,) ]

hdromviltozés fiiggvény minimumaét kell meghatdroznunk, A parci4-
lis derivéltak:-

n n n
ZZ m(x - x,) = ZXZ m, - ZZ m.x
* o et ! =1 b g M
It n 1
ZZ myly - ¥y = 23’2“‘1 ) ZZ. ™Yy
i=1 i=1 i=1
. 2§ m(z-z) Zz§ m, -JE m,z,

f’
i=1

-
.
]

[a )
]

~

A feltételi egyenletrendszer egyetlen megold4sa:

n n
Zm X %miyi Z m,z,

x= D oys ey
Zm Zm- Z m,
i=1 ' =1

i=1
&
Ez a hdrom koordindta az n tdmegpontb6l 4116 rendszer tbmegktzép-
pontjénak a koordindtdi,
Hogy a tomegkozéppontban f{x,y, z)-nek valoban szélsGértéke
van, a fiiggvény korldtos, zdrt tartomdénybeli folytonosségibol, a
szé€lsérték jellege pedig a fizikai realitdsbol kovetkezik,
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131.

X=y = cz; minimum

I. megoldés

A feltételt figyelembe véve: y = 2c2 - x : g feladat egyvilto-
z6s fliggvény széls6értékének meghatdrozdsédra redukdlodik: (ez most
azért sikertilt, mert a feltételi egyenlet szerkezete egyszerit volt)

- g(x) = X2 + (Zc2 -x2; gx) =2x - 2(2‘:2 - x)
Szélsdérték ott lehet, ahol

,z&—,z’(zcz-x)=0

2x=2C2;x=Cz;y=C2

A helyi széls@érték 1étezésének elégséges feltételét megvizsgalva:
g"(Cz) =2 +2>0 adodik,
Tehit az x = C2 helyen van széls§érték, mégpedig minimum.

II. Megoldids
A Lagrange-féle multiplikdtor-médszerrel a kititt szélsSér-

ték feladatot az
P(x,y,A) = x:Z + y2 +Ax +vy - 2C2)

héromviltozos fliggvény szabad szélsGérték feladatdra vezetjuk
vissza,
Szélsdérték csak ott lehet, ahol

Fx = Fy =F, =0
A megoldand6 egyenletrendszer tehér:

2x + A =0

2y + =0

x+y-2C2=0

Nlp

Az elsd két feltételi egyenletbd]l x =y = -
helyettesitve:

, S ezt a harmadikba

2= -2¢% adedik.
Ext visszairva az els§ kettdbe, azt kapjuk, hogy
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132.

133.

x=y=C2

Az a kérdés, hogy ezen a helyen valéban van-e szélsGérték és - ha

igen - milyen: ielen esetben geometriai; szemlélettel is elddnthetd,
Hiszen egy forgédsi paraboloid sikkal val6 metszetgtrbéjérdl

van tulajdonképpen s8z6. A forgési paraboloid merididngtirbéje a

z = t2 gorbe. Igy kozvetlentl

nsége: minimum.

x=y=iﬁ

x=-y=+

x-L,

g

=L
iz

ﬁ H

y

maximum

» minimum

1.
ﬁ.

A feltételi egyenletbfl kivetkezik, hogy

14that6 a szélsférték 1étezése és mi-

minimum

maximum

el21s dyl=as 2]

Igy a feladatban szerepl6 f(x,y,z) fuggvény korldtos zdrt tartomd-
nyon folytonos. Széls6értékeinek létezése Weierstrass tétele alap-

j4n biztositva van,

A szélsbértékek helyének meghatdrozédsa végett bevezetjik az

F(x,y,z, k) = 2x2

figgvényt.

A parciélis deriv4ltak:

F =

4x + 2y + 2x1

x
F;=4y+2x+2yl
P’ =4z + 2z2

z
F’1=xz+y2+z2

-1
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Az elsG hdrom feltételi egyenlet:

x(2+) +y =0
X +y2+A) =0
zZ(2+2)=10

Ezen x,y, z-re homogén lineéris egyenletrendszer nemtriviélis
megolddsai elégithetik csak ki a negyedik feltételt:
xz + yz + 22 =1

A nemtrividlis megold4s 1étezésének feltétele az, hogy az egyiittha-
t6-mdtrix determindnsa zérus legyen:

2+2 1 0
1l 2 4+ 0 =0
0 0 2+2

(2+.1)[(2+J.)2-1]=0;11=-1; A, =-2; A =-3

.11 = -1 esetén az egyenletrendszer:

Xx+y=0
x+y=0 Innen z=0; x=t, y=-t

z=10

N
Ezt x2 + y2 + 22 = 1-be helyettesitve:

X = --i_ . y - - ._'!'___ . z - 0
1 > 1 V‘i 1
X, = - L., Y, = L z, = 0 adédik
2 ﬁ 2 V_z 2
12 = -2 esetén az egyenletrendszer:
0.x+vy =0

x+0,y =0 Imenz=t¢ x=0, y=0

0.z=0
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N
it
=

Behelyettesités ut4dn: x

3=0 y3=0 z
=0; z, =-1 adédik.

X =0 y,=0 2z
}"3 = -3 esetén az egyenletrendszer:
X +y =0
X -y =9 Imen z=0; x=t y=t
-z=0
Behelyettesités utdn
X, = _.1_ y. = ._1_ z=0
5 V’; 5 ﬁ
X =-—1— =-—1—— z =0 adédik.

Szémitsuk ki a figgvényértékeket a kérdéses helyeken:

fB)=1f(,) =1+1+0-1
f(Ps)=f(P4)=o+o+‘2+o
fP) =fP) =1+1+0+1

]

3

Tehdt a PI és P2 helyen minimum, a P5
van,

A P3 és P 4 helyen tovédbbi vizsgélatra lenne szikség.

[a megold4s kzben bevezetett &s kiszémitott Ay, by é8 .?~3 szé-

- és P6 helyen maximum

mok a F figgvény egylitthatoib6l felirhaté szimmetrikus métrix sa-
jétértékel, ]

134, EgyenlGszdru hdromsztg.
A feladat tulajdonképpen a

2

2 siny
szélsGértékének meghatérozdsa az o<+p +7 =T feltétel mellett,
CZ
F(st|-1 )} = 2——8111_‘5‘ . simxsinp+ .1(0(+p+'r-:]’f)
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A feltétell egyenletekbSl -t kikiiszobolve
tg x = tgy adodik.

Megyjegyzés. A feladata
2

C
sing

T(a) = sin atsin( e+ )

egyvdltoz6s filggvénnyel is megoldhato,

135. Az
F(x,¥,2, A ) =2x + 6y + 4z + A(xyz - 4, 5)

négyvéltozés fiiggvénnyel kapcsolatos szabad szélsGérték feladat
mepgolddsdrél van sz6,

136.

1y

1 X+2y=2

2\':)_(

136. 4bra

A tartomény hatdraiaz y = 0, y = 1 - X ,Xx=06sx =2
egyenesek, (Minden 0 és 2 kiozé esd rigzitett x~-hez tartozd y
és 1 - % kozott minden értéket felvesz,)

137. l4sd a 136, édbrit.
A tartomdny hatdraiaz x = 0; x =2 - 2y; y = 0és y = 1 egye-

nesek, (Tehdt az el§z6 feladatban meghatdrozott tartoményrél van
most is sz6.)
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138.

138, 4bra

Y

139.

ga x2+ 2x

/
\

'?A o

x|

139, ébra
A tartoményt hatdrolé g = x% + 2x paraboldt pl. zérushelyel

{x = 0; x = 2) és az x4 egylitthaté}dnak elGjele (pozitiv) leolvasdsa
alapjédn konnyen felvézolhatjuk,
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140,

141,

x2+y2=q

-'i\ 0 N "X

x+y=4

140, 4bra

A tartomény hatdrgbrbéi kozil az x = - I/l - y2 egyenletdl az
x2 + yz = 1 kor negativ abszcisszdju pontjainak mértani helye,

("Bal oldali" félkor.) A tobbi hatdrgdrbe az x + y =1 egyenes, to-
vébbd az y = 0 és y = 1 egyenesek. Ez ut6bbinak egyetlen pontja
tartozik csupdn a tartoményhoz. A zirt tartomény nélkiile is egyér-
telmtien meghatdrozott lenne,

R

_ ok

0 R
141, é4bra
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142, Az 4brén ldthaté (teljes) zdrt kortartomény,

142, dbra

143, Az r = 2|/ cos 2¢p lemniszkéta "jobb cldali" hurka 4ltal ha-
tdrolt tartoménv bels6 pontjair6l van sz6.

143. 4bra

144, Az [x,y] sik és az elliptikus paraboloid felulet 4ltal hatdrolt
zdrt térrész.




_ Megijegyzés: A z = Osikésa z =1 ~ 9x2 - 4y2 elliptikus
paraboloid felillet zdrt térrészt hatdrolnak ugyan, a mésik két egyen-
16tlenség megaddsa mégsem felesleges, mert nem "természetes”
az, hogy az egész zdrt térrészt adjuk meg, Ha a mésik két egyenlGt-
lenséget pl. igy médositandnk (az elsé megtartdsa mellett):

--;- 1-%t=y=0
ngg-%

ugy az elbbbi z4rt térrész negyedét hatdrozndnk csak meg. (Ldsd a
kivetkezd feladatot)

145,

145, 4dbra

A tartomdnyta z = 0 sik, a z = 4 - x2 - yz forgasi paraboloid,
a2x-y=2 a2x+y=2, az x = 0 és azx =1 sikok hatdrol-
jédk. Valamennyi sik pdrhuzamos a z tengellyel, az ut6bbi kettd
pediga [z,y] sikkal is.

146, Az [x,y] sik, az y2 - 2x = 4 parabolikus henger és az
X + z = 1 sik 4ltal meghatdrozott zdrt térrészrdl van 8z6.

(Abrét l4sd a kov. oldalon.)
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147,

148,

149,

146, dbra

Az= y2 - 2x parabolikus henger (transzldciés fellilet!), a

z = 0 és az x = 1 sikok &ltal meghatdrozott zért térrészr(l van

sz6. -
“l
P18
- 0 4
Y
i / ;'
/
A
J’J |
|
X H |
]
.
147, fbra
A tartomény egy R 1 bels§ sugaru és R2 kuis6 sugaru gémb-
héj.
a) megoldds: A tartoményt hatdrol6 egyenes egyenlete y = % .

Tehdt 0 Sy = -}25 minden olyan rogzitett x mellett, amelyre
0=x =2,
b) megoldds: A tartomdny pontjainak abszcisszdira érvényes,
hogy
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2y Sx 52

minden 0 = y = 1 rogzitett y értékre,

150, a) megoldds;
%x+1§y§-%x+l
05x=2

b) megoldds: A tartoményt két résztartoményra bontjuk:

T;: 05x52 -2
05y=1]

T, 05xT2y42
-1y =0

1 3 ’
151, a) megoldés: 3 és 7 kizé esG birmely rogzitett y mellett,

X a bal oldali félktr pontjainak és a jobb oldali félksr pontjainak
abszcisszaértékei kdzé es6 minden értéket felvesz:

“f2y -2 =x =2y -y

1 3
2°Y%=3
b) megoldés: A tartomdényt hdrom részre bontva; (4brét 14sd

a kovetkez$ oldalon), a résztartoményokat az aldbbi egyenldtlenségek~
kel is jellemezhetjtik.

A
A

3

Sx=S-

-1 =x >
l=.=3

T, 2° 773
-;§x§[§

2

Ty 1-1-x2§y§1+y1-f

23§x;1 _



&
2
3k
/] Y
T T Ts.
-4 %
151. 4bra
152, 0= e‘P
<p=_T_
0=¢= y
153. a) megoldés:
0525143~y
2 - -
X ~-4=y=1+ Y
-23x=25

A tartomédny minden rbgzitett x,y értékpérjshoz tartozé z lehetséges
értékeire ugyanis fenndil, hogy .

Most még az x y értékpdrok lehetséges értékeit kell jellemezni,
vagyis az aldbbi [x,y] sikbeli alaptartoményt:
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. |

153/a ébra

Legegyszeriibben (résztartoményokra valé felbontds nélkifl):

x2-42y‘=‘1+§
-2Ex 52,5
Ugyanis az y =x - 4
x egyenletrendszer megoldésa:
y=l+z
2 x
b'd -—2--5—0, xl—-2, x2—2,5

b) megoldés:

x2—4§y§1+}:,;—-z
Oéz:-x2+}—(-+5

2
-23x225

Ha ugyanis a tartomény minden rogzitett x, z értékpérjdhoz tartozé
y értéket jellemezzik:
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X -42y=14+25.2

2
a parabolikus henger- a hengert ferdén metsz§ sik
felillet y értékel pontjainak y értékel

A lehetséges x,z értékparoknak megfelel§ [x,z] sikbell tartomény
jellemzésére szolgilé egyenlGtlenségek a 153/b dbra alapjén:

|z
5
24X
Ze=X ‘f‘—z- +5
-2/ 0 \2.5 "X
153/b dbra
0223 +%+5
-25xE2,5

Az [x,z] sikbeli alaptartoményt hatdrol6 parabola ugyanis a henger-
felilet és a metsz8 sik metszésvonaldnak az [x,z] sikon vals ve-
tiilete,

z

L[}
[
+

B

1

~

-b6l; z=1+—x-x2+4
y=x -4

a kérdéses girbe egyenlete,
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154, Egy lehetséges meghatdrozés:

'
™
'
A NN

A

155. ; 0

A N

NA

¢

Itt x, go; oz hengerkoordindtdk, Igy

x2 - y? = r,z(cosch - sinch) = rz cos 2¢

156. 70,25

157, 0,5
Az integralds sorrendje szabadon vélaszthats, Integriljunk el8szor

pl. y szerint. Igy
if
2-L2

SS Xy sin(x2 + yz) dx dy =S [S xy sin(xz. + yz) dy]dx
(T) 0" o©

A bels$ integrél kiszdmitdsa kozben x-et dllandénak tekintjiik:
x | V:E
2 2
S xy’sin(x2 + yZ) dy = % b's S 2y sin(x2 +_y2) dy =

8] o

N |5

—.Q{- % cos{xz + y2) = - zzc-l:cos(x2 +-g9-- cos xz.] =

0

; 2

=2 (stn'x2 + cO8 X )
.{"P
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. Eredménylink mér csak egy véltozénak a figgvénye. Ezt kell most x
szerint integrdini 2 megadott hatdrok kbzitt: .

/1 I

S Jz—tsinx2+§cosx2)dx=% S (2xsinx2+2xcosx2)dx=
0 T o
—l[-cosx2+si:1 ]2 -l(1+1)--1-
"% AT =2
158. eZ(1 - e - &% 4 &)~ 248,3

Mivel az integrdland6 fiiggvény egy csak x-t6l és egy csak y-t6l filg-
g0 tényez6 szorzataként ithato fel, és a hatdrok konstansok, a kettfs
integrdl két egyvéltozss fliggvény integriljdnak a szorzataként is ki-

szédmithats6- )
4
“ f(x, yydx dy»=-(g e* dx) ( S & dy)
(T) 1 1
159. 8

Most el8szor rogzitett y mellett kell integrélnunk x szerint:

¥

§ oepma={ | ®+paxay-

2
(T) oy
3
lxs /v _ 13 % 6 4
= (5 +n| w={ LTy
3 ) 3 3
) y o
5
2 7 4
<& Y ¥ __Y 8.1 1
[?'5 3.7 4} “3.5 3§.7°7%
2 0 i
@
_8.728-20-3.5.7 _ 99 33
3.4.5.7 420 140



160, a.) %+—@

ElGszbr rogzitett x mellett integrilunk y szerint,

S P ayenfYi-(2)

A tovdbbiakban az i; = g8in u helyettesitést alkalmazzuk,

x4
by T4

Most is elfszbr az —<— = sin u helyettesitést alkalmazzuk,
2x
A késdbb elddlls

f(z . Va2-x xp4-x2
X arcsin +

3 5 )} dx integril elsé tagjdban

2x=u’ ; arcsin -—2—2:l= v vélasztdssal parcidlisan, majd

-Z— =sgin t helyettesitéssel integrilunk, A mésodik tag 1ényegében

[f (x)] . £ (x} tipusu kifejezés, tehdt kozvetlentl integralhato,

6
35
a) megoldés, El8szir rigzitett x mellett, y szerint integré-
lunk. Mivel 2
F 2y

minden rbgzitett x-re, azért a bels§ integril kiszdmit4sa igy torté-

161,

nik:
Y2 2 2 ¥ g
(x +y)dy=xy+y-3- =
2 2
X X
3
5 —_—
___x2_|_x2 _x4_x6
3 3



Az eredménytil kapott egyvéltozés fiiggvényt kell x szerint integrélni,
Az integril hatdrait az x2 ésa F gbrbék metszéspontjainak absz-

cisszdi szolgdltatjdk:

2 4 3 o _ _
X —V;,x -x=0; x(x” - 1) = 0-b6l x, = 0 x, =1
adedik. Igy:
1 3 5 1
5 = 7 2
-2-+..).£2—_ 4-§—6-)dx— .2—x2+g_ﬁ -.5.5.- x7 o
* 37X "% =17 5.3 5 3.7) °
(o3 4]
_2, 2 1 __1__30+u4-2-5_ 18 _6
=7Y 5.3 57 3.7 3.5.7 3.5.7 35

b) megoldds: Most rogzitsiik elfszr y-t, Mivel minden rigzl-
tett y-ra
2 <

y Ex S|y,

a belsé integral hatérai adottak. A kils integrdl hatdrait a két gorbe
metszéspontjainak ordinétii szolgéltatjdk. Tehdt:
1)y

gg (x2 + y2) dx dy = g( Sz (x2 +y2) dx) dy

(T) oy

Jelen esetben tehdt nem csupdn elvileg, hanem gyakorlatilag is ko~
z6mbbs az integrélds sorrendjének megvdlasztdsa.

8
162, §+21n3

Ennél a feladamél célszerl az x-et rogzitve, el6szor y szerint in-

tegrdlni; 1

X
S 2y + x + 2) dy dx
o

[l T

Megjegyzés: Ha az integrdldst forditott sorrendben szeretnénk
elvégezni, a tartoményt két részre kellene végni és mindkét résztar-

tomdnyra kiilon felirni a kétszeres integrélds hatdrait.
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- &

163.

2
C1gd 35
164. ra
8
165, 3
A tartomény hatdrainak megrajzolésa utén, eldtntjik az integrécis
sorrendjét és megéllapitjuk a hatdrokat: pl:
2 _ 2-y
g |: S x+y dx]dy
o 0
166. 27,75 -
6.
197, 9,2, E

35
A tartomdnyt hatérol6 paraboldk egymést az x tengely - ﬁ lletve
+{r2‘l abszcissz4ju pontjaiban metszik. Tehft:

ﬁ 2-x2

\ <4'V'2>'d*dy=_s,p. 25 4 - y%) dy dx =

(T) x -2
F g o 27%2 F 5 2%

= [4y-1§:l dx = -z{q-%} dx =
-ﬁ x2-2 -FZ_ o
[z |

- 5 [i6 - ox® - 28 - 12 + 6=*- 8] ax =




s.2t V2-3.7.2* . 2+5.7.2.22. 2
=2 =
3.5.7
2 54=18.25.|/§
T 3.5.7 5.7
168. ,
I/ R Rz—y2
169, S S f(x,y) dy dx b) S ' g f(x,y) dx dy
22 2 2
-R. - -y
170, a) a a-x b) a a-y
j S x,y) dy dx g fx,y) dx dy
0 8] o] 0
171. a) 1 2-x b) 1 V}'
S [ty ay ox X Kf(x y)ix dy +
o] ;2 0o O
2 2-y
+ S S f(x, y)dx dy
1 o
172. 1dsd a 139, 4bridt.
olfl x2 1 1-x
173. & S f{x y) dy dx + g S fx,y) dy dx
-1 o o o
% a ‘/l-az a 1 |/1-y2
174, S g x,y) dx dy +§ Sf(x,y) dx dy + K £x, yXix dy
%3 1-2y o ]/1-32 0

A megoldds menete:

a) El8sztr leolvassuk a tartoményt hatdrolé grbék egyenletét

az integrél hatdraib6l:
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y=lf1-x"; x=0
1 -x
y= 3 y Xx=a

l'x._c < - 2
3 -V = 1 -x
0x=a
ly
gL

[ 2

174, 4bra

¢) Az 4brib6l meggybzbdiink, hogy a véltoz6k sorrendcseré-
jéhez a tartoményt hirom részre kell bontani. A résztartominyokat

meghatdroz6 egyenlStlenségek:

T, 0Sx T 1--y2
l-a2§y§l
Tz: 0=5x=a
%gyé 1-32
Ty 1-2y3x%a
-2z =1
2 " Y72




d) Ezek alapjén az integrélok hatdrai felirhaték.

B 2 3 2 4 8-2x
175. S g f(x,y) dy dx + g f(x,y) dy dx + S g f(x,y) dy dx
o 0 2 o 3 o

A szgban forg$ tartomdny ugyanis:

\9
8

y=x

o

2 3 & y=8-4x *

175, ébra
V?xz 4 2
176. X g f(x,y) dy dx + g f(x,y) dy dx
o o 2 o
4

2
177. S S f(x,y) dx dy
2

..2 y

1
178, - 'e')

|
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2 : .
Mivel Se * azelemi fuggvényjelekkel zdrt alakban nem irhaté fel,

. meg kell kisérelni az integrici6 sorrendjének cseréjét. Ezért eld-
szir az integréldsi alaptartoményt kell felvdzolni, (L4sd a 173-177.
feladatokat.) A védzlat alapjén felirhat6 a kétszeres integrél:

1fx 2 1, fx 2
Sjye dydx=5[% e dx =

o o o

1 x? 1| -« '

g -2x e de =-=]e =
4

0

SEICD

179. % (sin 1 + cos 1 - 1) = 0,095

Q

it
Oc..—--;._
b
[¢]
t
"
[~
1]
B | e

Az integrédlis sorrendjét felcserélve:
3

1 X 1
S j ycosxzdydx=-i-g x2.2xcds-x2dx=

0 0 ¢}

Parcidlisan integrilunk:

1
1r.2 2 2 1
=Z[x sin_x +cosx]o=z(sinrl+cos_1-1)
180. 2 (sin 1 - cos 1) = 0,15

2
181. 5@ Vz_- 1)

182, . 12 Vs'

A feladat az f{x,y) = y2 - 2x fiiggvény adott T tartoményra vonat-
koz6 ketts integréljénak a kiszdmitdsa. Integréljunk elGszor rog-
zitett y mellett x szerint:
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[ .
o
2 2 2 4 2 4 2
g(y —2x)clx=[xy -x] =y -6y +9-y +3y =
2
y -3

Yg3

. -3y2 + 9
A l;a;ﬁott egyvéltozos fliggvény integrélésa:
- e
J(-3y +9)dy=[-y +oy]  =2[-3f3+ 95} 123
Ny -3

Tehit a hengerszerii test térfogata 12 V?térfogat—egység.

4
183, 3
184, 187 £

32

. Kihasznélva a feliilet és az alaptartomdény szimmetxikus voltédt, elég
a tartomény negyedrészére integrélni, s a kapott eredmenyt néggyel
megszorozni,

Célszerii el6szbr x szerint integrélni. Ehhez sziikségiink van
a szabdlyos hatszog oldalegyenesének egyenletére.

y = -3k - 1)

Ezt x-re rendezve kapjuk az integrilds felsd hatdrit.

Tehét
3, v
2 V3
T
e -3y
o o
16
185. 3
8
186. 3

Megjegyzés: A hengerszerii test térfogata kettS8s integréllal
szdmitva elGjelesen adodik. A térfogat mérGszdma pozitiv, ha a
térrész az [x,y ] sik folott van, vagyis ha f(x,y) = 0, negativ, ha
alatta van: f(x,y) = 0

- 117 -



Ha tehdt a sz6ban forgs térrész geometriai térfogatdt kivanjuk
meghatdrozni, akkor az integril abszolut-értékét kell kiszamitanunk.

3 3

2° ., 3
187. =7 & 6,17
188. 8

A tartomény jellege - két egység sugaru korlap - és az integrélands
figgvény - f(x,y) = x2 + y2 - szerkezete is indokolja a poldrkoor-
dindtdkra vale 4ttérést:

x2+y2=r2;dxdy=rdrd<p

Igy a kiszdmitandé térfogat:

2
v=§
(4]

81
189, 32(3 T+ 2

? 3 r4 2 :
g r’ dr dg =23r[—4-] = 8X

0 ' o

4

A nyolcadkdr alaku integrdci6s alaptartomdny indokolja a poldrkoor-
dindtdk bevezetését:

X
52 f (r2+rzsin2q3)r . dr d?
T,

190, 2-28—(7) ~ 1 4

191, I—g'

Az alaptartomény az y = sin x és az y = -sin x gbrbék - az adott
feltilet [x,y ] sikkal val6 metszésvonala - 4ltal hatérolt, x = 0 és
x =J kozott levd zdrt sikrész.

Teh4t
I sinx X

V=g S (sinzx-yz)dydx=§Ssinx(l-coszx)dx
o -sinx 0
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192,

193.

194,

195,

14
- 0 ——
> R
// /
s
/T
yd 2
I'/
T
X
191. dbra

A felillet transzlici6s felillet. Szemléltetése: a z = sinzx gorbe
mentén a z = -y2 parabola énmagdval pdrhuzamosan végigmozog.

2
Egy sinus-félhulldm alatti teriilet folé emelt cgységnyi magassigu
hengerszerii test térfogatdt szdmitottuk ki, Ez a térfogat (amely
biztosan pozitiv mértékszdmu, hiszen az [x,y] sik f6lott van
z = ] miatt) szdmértékben megegyezik az alaptartomdny teriileti
mértékszamdval. Ezért az {(x,y) = 1 fiiggvény kettSs integrélja az
integracios alaptartomény geometriai teriiletét adja. (Ldsd a Példa-
tdr I-1I, kotetének 121, oldaldn levé 1324, feladatdhoz fiizttt "Meg-

jegyzés'-t.)
16H2
3

A végeredmény elemi uton is ellendrizhet§, hiszen tulajdonképpen
parabola alatti texiilet meghatdrozdsdrsl van sz6.

az 2. 56
(L4sd a Példatdr I-Il. kotetének 1333, feladatdt.)

8 .3
9 R
Egy furat olyan hengerszerii test, amelynek alaptartomdénya kor
(a henger alapktre), és amelyet gombfeliilet hatérol.
A koordindta-rendszert vdlasszuk meg ugy, hogy az alaptarto-

minyt hatdrolé kor egyenlete
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196.

(8 oo

a gbmbfelillet egyenlete pedig

x2 + yz + 22 = R2 legyen,

A furat térfogatinak negyedrészét szdmitjuk ki, Poldrkoordindtdkat
vezetiink be:

12( Rcosg chos {4 1

%=§ g IfRz-rzrdrdcp=-E§ g -2r(R2-r2)2dr d¢p=

o O o o

[

paf=)

R’
3

3 3
(sinatp— 1) dp = %—- [cp +—°—95—3-?— - °°9‘a =

o

o o

3 “
£ (F7)

A furat térfogata tehdt:

A félgbmbb6l megmarads test térfogata:

2R [2 o RS ]_ sR3
1 -

3 9 9
16 3
3R

Legyen az egyik henger tengelye az x, a mésiké az y tengely. A két
felulet egyenlete:

n y2+z =R” ; x=x
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y=x

196. 4bra

A kérdéses térfogat i—ﬁ- részét szdmitjuk ki, Az &brén bevonalkédzott

alaptartomdnyhoz tartozé hengerszeril test hatdrol6 felillete az y ten-
gelyil hengerpaldst, (A k6z8s részt az a feliilet hatdrolja a jelolt
alaptartomdny felett, amelyik feliilnézetben takarva van,)

A kiszdmitand6 integrdlban célszerit el8szbr y szerint integ-
rélni, Tehét:

R x R
1—6=S S I/R -xzdydx=gx|/R2-x2dx=
o o o
3 R 3
.1 2.2 22( 1, .3 R
) zs[‘R ")] =T3R)=
0
a b <
197, X == y =5 2z ==
s 4 s 4 s 4 o

A test térfogata - tetraéderr6l 1évén sz6 - elemi uton sz dmithaté:

abc
6

Egy Ax . Ay alapterillett z magasségu haséb statikai nyomatéka
az [y,z] sikra kizelitdleg:
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x . (z .Ax .Ay)

Osszegezés és a hatdrdtmenet elvégzése utdn:

ab(l-%)
= P 4 =
Myz ngc l:l 2 b]dydx
o o
a b(1-§)
- .S A A =
cg[x(y o 2b):| dx
0 o]

a a
_ngl_izxdx-sh&ﬁ_zx_?' £
T2 ( a)' 212  3a 2 )

4a

o (o]

_azbc
T 24

Mivel szdmértékben:

V.xs =M (homogén, egységnyi siiriiségii tomegeloszl4st
feltételezve)

azbc
« 24 -
s abe

6

NN

sz, s ebbdl Yq teljesen hasonl6an szdmithatd. Mxy szdmitdsa: az

elemi hasdb tomegkozéppontjdnak tdvolsdga az [x,y] siktol a hasdb
magassdgdnak a fele, ezért

1 2
Mxy—zﬁz dx dy

(T)
4 4
198. X =5 yS—O. z, =13
Az integrdldsi alaptartomanyt az x - y2 = 0 metszd egyenespdr

és az x = 1 egyenes hatdrolja. Szimmetria okokbél elég a tartomdny
felére integrdlni, S ugyanezért
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A megfeleld nyomaték kiszdmitdsa:

1 x
2 2 2
Myz—g Sx(x -y)dydx—l5
o o
2 1 _4

6 _ 6 _3
199, Xs—g, ys-s’ ZS—S
10 _ __4
200. X, 7 ys—O. z, = -5
201 -3, =-0,63; z =236
) g T 5 YN0 2 =L
202, x = 0,64; y =1,24; =z =0,92
s s s

Az integrilds alaptartomdnya:

¥

$

y=2Ix
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Itt y = = az adott sik és az [x,y] sik metszésvonala (z = 0)

203. zszﬁ,ls

Olyan hengerszerll testrdl van sz6, amelynek alaptartoménya az

[x,y] sikena (0,0); (1,0); (O, - %) pontok 4ltal meghatdrozott

hiromszbgtartomény, és amelyeta z = <13
felillet hatdrol.

A szemlélet alapjin elég j6 becslds adharo a z_ vArhat6 érté-
kére a hengerfeliilet Iegkisebb és legnagyobb z koordinétéju pont-

jdnak (z = i i, z = Z) ismeretében:

hiperbolikus henger-

.-]:..<z<——
8 s
o 1
1 x -1
,( S dydx—-_S-S x+3 dx =
o X o
3
1 5 !
=-§|:x-4hi(x+3)] =
o
1 : . 4111:;--1_
=--§(1-41n4+41n-3)=———3——-—
1 o . 1
T e
Xy X"l (x + 3) . (x + 3)
0 — 0
3
1
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1 4 %-m%
=-g(1n4-1n3+1-§)= 3
1-31n§
i T S
24In§-6
204, x =0, y =0, =z =078
s s s

A sulypont x és y koordindtfja a szimmetri4dbsl azonnal adédik.
z_ kiszdmitdsdhoz elég a sz6ban forgs térrész nyolcaddval

dolgoznsi.
1 x
V=§ Smdydx=[2+:rshl
o 0
1l x
) Mxy=%g'g(x2+y2)dydx=%__
o9 '
2 ____.}_:E+arsh1= 2
s 3 6 : V—2-+arsh1
205. xs=0, ys=0, z = 0,585

A térfogat meghatdrozédsa tbbféle médon torténhet:

I. megoldds; Az R = |[2 sugaru félgomb térfogatdbosl levonunk
két o= 1 Sugaru, h = V-Z_- 1 magasségu gbmbszelet-térfogatot,
(Négy egybevdgs fél gimbszeletet metszettiink le. ) Egy gimbszelet
térfogata: (alkalmas védlasztott koordindta-rendszerben):

z=’/2(x2+yz)
.“ K dz dx dy

(T) z=1

ahol Ta Q= 1 sugaru, origé kbzéppontu kbrlap. Hengerkoordin4-
tdkat vezetiink be:
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2% 2 z=V2-(x2+y2) 1
vgsz=J 5 g dzt dr dp = 2N X ({/Q - - Drdr

o o z=l 0

1

L
=23r[-—-—+—2r]——-(2|/?--g)

A sz6ban forgé térrész térfogata tehdt-

3
_ 2 f2)°m 2% 5, _ _
VeSS -2 (2|}2-) (5 2 {f2)

II, megoldds: A két egység oldalhosszusdgu, négyzet alaku
alaptartoményra integrilunk (a fennillé szimmetria folytdn elég az
alaptartomény nyolcad részét tekinteni):

1 x
=J j |f2 - (x2 + y2} dy dx
o o

Potdrkoordindtikat vezetiink be:

tolos

2
23[-32—-%(2-::2)

o<

1‘[;11 A X
cos¢
%=j I rl/z - 1% dr d = --l-f[lﬁz-———)-zv—]
3 cos cp
o o o

cos ¢ = t helyettesités utdn az integril:

i

2 2
j 2¢ ; ! 2t -21 . tdt alaku
1 t 1-t

[z

Ujabb helyettesitésre van szikség:
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2t” -1 2
=u
1 -t
Igy eldll az
u2
g 3 23 du integridl.
u +1y @@ +2)

0

Az integrandust résztbrtekre bontva, az integrilds elvégzése és a
hatérok helyettesitése utdn;

V.o 5.
5 =5 (5 - 22 adedik.
A nyomaték szdmitdsa;
1 x
1 2 2 1 2 1
Mxy—2 Sg (2-x y)dxdy—S.2 X S (2-x y)d),rdx—3
(T) o o
A sulypont z koordindtdja tehdt:
M 3 :
z = L= ~ 0, 585

sV -2-331(5—2{2—):3{(54@

) _ 8 T o
s =0 Vs'ls(ﬁ Doz =93

A hengerszeri test alaptartoménya az [x,y] sikban két - az y ten-
gelyre szimmetrikus - kdrszektor, Célszerit tehdt poldrkoordinaté-
kat bevezetni, {csak a tartomdny felére integrdlunk)

206. X

=2

vV = (IZCOSZ(P)IdId(P=-J;[-S—in—§2—(P——] =%

4

O
[

o)

1
(1'4 cos2 2@) r dr d(p=

£
"
-3
Il
BN =
[ ]
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T
4

_Laf, smeelt 1 X
“123(? 2 23 4
o]
L@ l_ X
s 9% " 8 12
184 . |2
207. =

A lemez tetsz6leges P(x,y) pontjénak a z tengelyt6l val6 tdvolséga

éppen az orig6tsl vals tdvolsdg: x2 + yz. A lemez egyQDx. Ay
nagysigu darabjdnak a z tengelyre vonatkoz6 mdsodrendi nyomatéka
kiizelitSleg:

(x2 + yz) Ax Ay

Ezen elemi nyomatékokat tsszegezve, a hatdrdtmenet utén

ﬁ 2-x° 2 2-x>

IZ=X g o +yD) dy dx =

x4+%(8 - 12x2-t-6x4 -x6)]dx=.

' 6
8 .2 4 x ~
_g(g 2x 4+ 4 -3)dx-
o

8 — 2 sf2 .82
=32-3212+% % - 57 -
=4ﬁ(—1§+%-3—)= iE. 46

n
O "1
‘N
"
(¥}
1

21 105
6
208, Iz = E
B
209, Iz 11 21
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Célszerii eldszbr x szerint integrélni,
A tartominyt hatdrol6 egyenesek egyenlete:

y=V§.x és y=ﬁ(x-1)

By,

IZ=T:[!VE (x2+y2)dxdy
A oﬁ

210. l - E

4 8

‘A tartomény alakja miatt poldrkoordinétékat vezetiink be. A tarto-
ményt hatdrolé koriv egyenlete:

Tehét

T = 2 cos@
Tehit

2
S rrdrdl{J—
o

o (epae) oy

= Ry Y Y

X X

3 7 3 o

' ,[r4 ‘dp=4 cos4'd 4
, 99 pae=

X X

6 6

X
3"
=S [1+2c052(p +LtM]d(p—
X
6

2
I
3
[Bpromzpsonte] L2 M8
X
6
211, x =0,23; [ =047
8 P

A szektor-tertilet mérSszéma:
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Az y tengelyre vonatkozé nyomaték:

¢ X
2 ¢ 2
S g(r cosp) r dr de =-% K @Scoscp d(P =
u v
0 o ;

4]

Ismételten parcidlisan integréilva:

= %[93 sinrp- 3[-?2 cosg + Z(p sinfp+ coscp)]}o =
7

=55 2 -X
3{3
—2-4—+ 2 -X
X, = 3 ~ (0,23
X
48
A poléris tehetetlenségi nyomaték pedig:
X X
2, 2 3 ¥ 2 9372
I=S§(x +y)dxdy=ggr rdrd(p=[—"':| =
o] 20
M oo o
I S
32 .. 20
2
212, )

A lemez negyedének a nyomatékdt szdmitsuk ki, s ez eredményt
szorozzuk meg néggyel:

W =

cos230
S r3 dr d(P

o)

CO| =
'UH
1]
o
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213, [ = 0,39
z

Osszuk fel a térrész Ax.Ay alapteriileti és z = <+ y2 magasségu
kis hasébokra, Itt z az alaptertilet valamely (x,y) pontjdhoz tartozé
feliletl pont z koordinitéja. Ennek a hasdbnak minden pontja kizeli-

téleg |/x2 + yz tdvolsdgra van a z tengelytSl. Tehdt
AIZ ~ (‘x2 + y2)|:(x2 + yz) Ax Ay]
Az elemi nyomatékok tsszegezése és a hatdrdtmenet utén

I = H (x2 + yz) dx dy adédik.
z
(T)

A kétszeres integrdldsndl az integrélds sorrendje kztmbts. Pl

1 |x 19 71 s
I = (x2+y2)2dydx= (x2+£x2+lx2)dx=
4 3 5
o o o
_ 4024
’1s 14 10395
o 45
215, 6,5 2
Az integrélds alaptartomdnya az y~ = 2x parabola x = 2 egyenes -~
sel lezdrt szelete,
11X
216, 3

A szimmetria folytdn elég a tartomény negyedrészének a nyomatékat
kiszdmitani, s a kapott eredményt néggyel szorozni.
Az integrdciés alaptartomény kor, ezért poldrkoordindtédkkal

dolgozunk: EI
2
2 2 .2 _
Iz—4.‘gjr(4-r smcp)rdrd(p-—
ol
X . 1
4 T . 2
=4ZX [r iy smcp] de =
. [} [¢]
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- 1 (,.3n2 g4
‘4[ 12(‘io 2] =4 "1 2
0
217, 6N - 6,4
1 3
L cong
2 2 3,2 '
“ (x +y)(xy+1)dxdy=ggr(r sing cosg + 1) dr d'cp=
(T) oo
1 s . cosgQ %{
= § [%sincp cosq)+5r] de = 8 (—;— cos'%psincpl- % cos4cp) d(P_'_'
0 0 o
8
L cose 1 sty 3] i, X
['6 g TPty tif] Twt:m 2
0
) 4
' -1 =1 _RX
219, Ix-;ly_2 Ip_ T

A mechanika tanitdsa szerint egy sikbell tdmegeloszlds esetén az
egyes koordindtatengelyekre vonatkozé axidlis mésodrendii nyomaté-
kok tisszege egyenl$ az origdra vonatkozo poldris mésodrendl nyo-
matékkal:

D L =1 +1I
()PxY

A feladatunkban szerepl§ integrdlok éppen ilyen nyomatékoknak te-
kinthet6k, Az integrdldsi tartomény jellege i11. a "tomegeloszldshoz"
védlasztott koordindtarendszer helyzete biztositja, hogy

n

Ezt (I)-be betrva I = 2I_ = 2I
Toor Tx Ty

220 26
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221. -12

5
222, |2 - 3 | ,
Elfszbr a z szerinti (bels6) integréldst végezzik el.

1-x-y t=1-x-y

1 1
S 3 92 =~ 3 =
(l1+x+y+2) 20+ x+y + z)

o ) o
1
2
2(1 +x +y)

1.
=-3t

Ezt most y szerint integrédljuk:

1-x 1-x

1 1 1 1 1
-—+ dy: __y..—______._ _____ =
S[ 8 2(1+x+y)2] [ 8 2(1+x+y)J

o )

1, 1
4 2(1 + x)

=-2-x-

Végil ezt x szerint Integréljuk:

1

([-4a -x)-;.+;_.1__]dx=
v {1+x)

1
1 1 2 1 1
=[--§x+Tgx -4x+21n(1+x):| =

©
=-%+‘i—6'+lnﬁ=lnv—-§—6

213.

224, in ﬁ— —?.—6'.’

Elfszu1 - ¥ tartoirany! vdzoljuk fel. . - a 224. dbrén ldthatd teira-
éder. A hdrmas integril kiszdmitdsdra 9zolgélé hiromszoros integ-
rdl hatdroir az aléhbi mddon hatdrozhatjuk meg:
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I, megoldds, Elfszbr z szerint integrdlunk. Ekkor azt kell
megéllapitanunk, hogy egy tetszfleges, de rogzitett x és y értékpér
mellett milyen hatdrok kbzott viltozhat z,

224, 4bra

Az dbrébsl 14that6, hogy bdrhogyan rogzitjiik x-et és y-t, z legki-
sebb értéke 0, legnagyobb értéke a sik-rtigzitett (x,y) értékpdrhoz
tartozd - pontjdnak z koordin4tdja:

z=1-x-y

{a sik egyenletébfl). A z szerinti integrélds elvégzése utdn egy két-
véltozos fuggvény kettGs integrdljit kell kiszdmitanunk még,az eddig
rogzitve tartott x és y vdltozok tartoménydra: az [x,y] sik
P(0,0), P(0,1); P(1,0) pontjai 4ltal meghatdrozott hAromszigtarto-
ményra, Ez a ketts integrdl - mint tudjuk - kétféle sorrendben
irhat6 fel kétszeres integrilként,

Ha pl, elfszor y, s utdna x szerint integrdlunk, eredeti hdrmas
integrdlunk a 222, példénak kitizétt hdromszoros integréldsi fel-
adatra vezet. Azt ott részletesen megoldottuk.

II. megoldéds, E16sz0r x szerint integrdlunk. Most y-t és z-t
rogzitjiik. Az dbrabel ldtszik, Fogy birmilyen rogzitett y és z mel-
lett 0 Sx 1 -y - z,

Az [y,z] siktartomény pedig ismét egységnyl befog6ju derék-
szigil hdromszogtartomdany.
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11I. megold4s lehetne, hogy eldszbr y szerint integrilunk.
Az eljirds ez esetben is analog az eldzbkkel.

Megjegyzés: Egy hirmasintegrélt - mint litjuk - elvileg 3.2
féle sorrendben Irhatunk fel hdromszoros integrdlként. Hogy a hat
lehet8ség kozill melyiket vélasztjuk, feladatonként véltozik. Elsé-
sorban a tartomény jellegétdl fiigg {melyik koordindtasikra normél-
tartomdny), de fugg a vdrhatéan fellép6 integrdlési és szdmitéstech-
nikal probléméktol 1s. Erre a késébbi feladatokban még utalunk,

40
225, 3
1

226. 105

Mivel V egységnyi sugaru negyedgbmb, célszerti gbmbil koordin4tdkat
bevezemi: (igy konstans hatdrok kozott integrdlhatunk)

x = r cos\Vcos@ _
y =1 cosUsing dx dy dz = 2 cos U dr d¥de
= r sin
Ezekkel X .
22
“g xzyz dv = S S S rzcosz\?cosch T cos'd‘sirupr simhzcosl?
(V) 000 dr d\)d?p
X
22 1
= S S §r6cos4\} sinl}cosztp sinpdr d¥dg =
000

Mivel a hatdrok konstansok és az intergrandus

() g(¥) h(¢) alaku,

cos2cp sinp de . cos415t sinddd ., r6 dr =

]
O —INIR
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227,

228.

10
Forgésfelilletr6l van sz6, A merididn gbrbe egyenlete:

=1

X, Z
R M

A kupfeliilet egyenlete tehdt:
2 2
pem (1 -0

Hengerkoordinétdkat vézemnk be:

X = r cosg
= r sing dx dy dz = r dr d¢ dz
zZ=2z
Ezekkel

2 R R
4 5 4
j g M - X dp:ZJl’M[a— ES-EJ -Rl’g?‘
o o .o
256
9 .
Hengerkoordindtdkat vezetunk be.
g‘ic:*.')szpr X _
2 2
_ 64 3
mes V = 4dzurdgo§?- coscpdcp=
I SR X
2 2
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4 X
228, 4bra

% 2 cos@(l - sinch) dtp

[ X T 1

2
229, %—nl , ahol m a gbmbcikkhez tartozé gimbsilveg magas-

. sdg,
" A koordindta-rendszer célszerii felvétele;

<V

229, dbra
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rz coad dr d¥dq =

OL—-""W

NI

mes g
ZR X

ZI[I - sin(-‘lt-r o&)] =5 R(l - coscx)
N
1

48
A feladat gombi koordinédtdkra val6 dttérés néikil is - viszonylag
konnyen - megoldhato-

1 Vl_-? Ifl—yz-zz
m = S g nyz dx dy dx

0 ] 0

R’
3
m

ﬂR3FL

230. 3 2

wiby

231,

A szdmitds egyszerl volta a tomegeloszidst leiré6 Q4x,y,s) figg-
vény szerkezetének kivetkezménye, (A gytkbk r e Ieloldodnak. }
5
232, &
A kockdt a koordindta-rendszerben ugy célszexii elhelyeami, ahogy

az 4brén l4dthato:
Iz

Claaq)




233,

A kockét Ox, Ay, Az térfogatu kis téglatestekre bontjuk (a koordi-
nétasikokkal pdrhuzamos sikokkal), Minden egyes téglatestben kisze-
meliink egy tetszés szerinti P(x,y, z) pontot.

Egy-egy kis téglatestet reprezent4l6 pont tévolsédgdt a OC
testdtlotél az OPT hdromszigb6l hatdrozzuk meg vektoralgebrai
uton:

—_—

= E;I;OC X+y+z
OT = ——— =
|oc| B

(O_T— az OP-nak OC-n valé gkalarvetilete, )
Bzutéa a Pythagoras-tétel értelmében:

ﬁzzﬁz-ay‘2=—§-(x2+y2+z2-xy-yz- Xz)

Igy egy-egy téglatest nyomatéka kozelitSleg ©= 1 miatt:
Al “% (x2 + yz + 22 - xy - yz - xz) Ax.Ny. Dz
Osszegezés és hatdrértékképzés utén:

It= Sggzcx2+y2+zz-xy-yz-xz)dxdydz=

V)
aaa
2 2
=3 gjj(x +y +Z - Xy - yz - xz) dx dy dz =
000 5
-2 a
3 4
5 .5
1z ® .
Legyen a kiszemelt lapéti¢ az OB (14sd a 232, 4brét). Tehdt
OB-a1+a_]_

A P(x,y, z) ponthoz tartozé helyvektor skaldrvetiilete az OB
irdnyéban:
x+ty

/z

Igy a P pont tdvolsdgének négyzete axz OB-tol:

(x +y +Z)_(§f::l)
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234,

235,

A kiszémitand6 integril pedig:

; SSS (x +y2+2zz'- 2xy)dxdydz
W)

5
a

8 i : _
Az el6bbi hdrmas integrdlt kell a félkocka tartoményra kiszdmitani.
A hiromszoros integréldst pl. a z véltozéval kezdjtik:

- " aax
1.t=-;- S gg(x2+y2+_2z2-2xyidzdxdy

00O

A z szerintl integrélds fels§ hatdra ugyanis az y tengelyre illesz-
ked6 z = x sik pontjainak z értéke, (rogzitett x és y mellett)

1

24
A hatérok felirés:ihoz az OBC sik egyenletére van szitkség,

A sik dtmegy az origfn és normélisa merdleges az OB és OC
vektorokra.

Tehdt:

A sik egyenlete pedig

x-y-z=0

Ha pl. z szerint integrélunk el8sztr: (az integrandus ugyanaz, mint
a 234, és 235, feladatokban)

1x :
Ly 2 -y + R -9 ]y ax -
co .
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15 60" 15 " 10 0 24
236.  a) 1 b) divergens
" a-hoz
A A A A A 2
j S e-(xﬂ) dx dj( = S-e-x dx . X e’ dy = [ge-x dx]
4] 0 [s] 0 0

Ha most A—=+o00 , feltéve, hogy az Integrélok léteznek:

+00 40

SK e-(xﬂ) d'i‘ = S g e, eV & dy =
(T) . o. o
(Fea). (Fero)- (ol
0 ’ 0 - o]

© Tehét elég az e egyvaltozss figgvény [0,+oe ] intervallumhoz
- tartoz6 (ilmproprius) integr4ljét, kiszdmitani:

+co : : A | A
S e dx = lm §e’xdx= lim [e x]o =0 +1
Art+oo A——t00
o] : [o] .
b-hez:
-0 +co =00 -
e-y[ X e ™ dx]dy = S e’ dy = lim- (-e-A + 1)
0 0 A -0
0 v—v\/
1

X

237, 4
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A kett8s integrédlnak megfelel§ kétszeres integrél hatérai poldrkoor-
dindtdkban:

%Mn
Ly oarag
4
_x1 "
2 cose
238, X
Poldrkoordinitdkat kell bevezetni:
+00 +00 2 2 mR 2
S Se_(x-w)dxdy= lth’;g S re” dr dg@ =
R~
o o 0 o
R 2 2}
= - %-zzrr 1fm S(-zr)e'r dr = -3 Hm [e-r1 =
R—++c0 R—> 0 o
o
= (-30).(-1)
3
239, xZ
+c0 3

+

€
0

f;mia - aytezty dx dy da =(S e-x2 dx) - ﬁ)s
0O 0o O

Felhasznéltuk az el18e0 feladat eredményét,

teotoo 5 4 +Q0 2'1
U.is : gge‘("*y)dxdya[ge"x dx]
oo 0
240, Ha n> 2

A tartomdny végtelen kiterjedéstl,
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41.

242,

\\Yﬂ&_

1
/ﬁ _
g X
240. dbra
Polérkoordinétdkat veretiink be.
Ll +] A 2"n A
Sf "dper =¥ um grl'“dn:% wm[F—] -
-n
i Aw-i00 Av»vco 1
o 1
=¥ jim (Az_n +—2 ): m-g T
2, " A2-n Tn2

divergens, he n = 2

23
2-n

T most véges zért tarteminy: a2 origs kbréppontu egységsugaru kor,
A tartomény P(Q, 0) pontjfban az integrandus figgeény azonban nem
koxldtos, Ezért az integrél létezése az aldbbl hatdrértéktdl fugg:

He n<2, ekkor értéke ¢—

. lim g
£~

Ha n> s
A tartomdny 2 eisd (érnyolcadbdl ugy jon létre, hogy abbol eltdvo-
Mtjuk 82 egysegsuaru (origs kbzéppontu) gomb bels8 pontjait,
Abmb: coordina-dkat vezetiink be; 1gy a hdromegoros integré-
14s elvégzése utdn a k&vetkezd hatdrériékhez jutunk:
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243,

244,

245,

246,

-%‘ 1 ha n>3

x " A3--!1 1 \ _ n-3
o Um 3-n 3-n]
A—-+00 nem létezik, ha n =3
Ha n<3, ekkor értéke
4X
3-n
Nem konvergens.
A feladat a

tm [ n(1 + A% - 1 1]
A-e40

hatdrérték meghatdroz4sédra vezet,
-

X
Hengerkoordinitdkat vezetiink be:

AIN(x +y )AxAyAz 2 rdzdrdcp

Sﬂ o +V)dxdyd7-- limg TS 3 dodz dr =
A=t900 0 O

3 -rz
e

A
=2% im { =

A»veo
8]

dr

Parciélis integréléds utdn jutunk a kozolt hatdrértékhez. [Felhaszndl-
tuk kdzben a L’ Hospital szabdlyt:

2.
A4 1o
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