Nagel Arpad: Vektoranalizis

Vektoranalizis

1. Elso eloadas

Definicié: Vektormezo
A v(r) hozzarendelést vektormezonek vagy vektor-vektor fiiggvénynek
nevezzik, ha

v:HcR? -5 R3

Megjegyzések:

* Vektormez6 példaul az erdtér, a sebességmezd, az elektromos térerdsség, hiszen ezek a tér
egyes pontjaihoz egy vektort rendelnek, vagyis egy olyan mennyiséget, aminek nem csak
nagysaga, hanem iranya is van.

» Tekintsiink egy v: H - R3 vektormez&t, ahol a H € R® halmaz tetszéleges. Jeldljiik az v(x)
vektor koordinatait v, (x), v, (x), v3(x)-szel minden x € H-ra. Ezzel definidltuk a v: H - R3
vektormezd koordinatafiiggvényeit. A v koordinatafliggvényei a H halmazon értelmezett
valds értéki fiiggvények. A v fliggvény hatarértékét, folytonossagat és differencialhatosagat
definidlhatnank a v koordinatafliggvényeinek megfeleld tulajdonsagain keresztiil. A lényeget
viszont jobban megragadja, ha a fenti fogalmakat kozvetleniil v-re definidljuk. Ez hasonldéan
torténik, mint azt a valds értékii fiiggvények esetében mar megtettiik.

Definicio: Vektormezo pontbeli hatarértéke

Legyen H c E c R3 és legyen a a H halmaz torlodasi pontja.

Azt mondjuk, hogy a v: E - R3 vektor-vektor fiiggvény hatarértéke a-ban a H halmazra
szoritkozva a b € R3 pont, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy minden x € H, 0 <
|x —al| < § esetén |v(x) — b| < €.

Megjegyzés:

* Haa v fliggvény értelmezési tartomanya H-val egyenld, akkor a fenti definicidban a
,» halmazra szoritkozva” kitételt elhagyhatjuk. Ezt a szokésos modon jeldljiik, azaz
lim v (x) = b.

xXx—-a

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel a hatarérték létezésére
Legyen H c E c R3, legyen a H halmaz torlodasi pontja, és legyen b = (by, b,, b3) € R3. A
v: H - R3 fliggvényre akkor és csak akkor teljesiil, hogy lim v (x) = b, ha a v fiiggvény

X—a

mindegyik v; {i =1, 2, 3} koordinatafiiggvényére teljesiil, hogy

lim v; (x) =b; i=1,2,3esetén.
x—-a,x€EH

Bizonyitas:
Az 4llitas a definicio egyszerli kovetkezménye. Minden y = (y4,v,,y3) € R3 pontra |y — b| <
ly1 — byl + |y, — by| + |y — bslés |y; — b;| < |y —b| mindeni=1,2,3-ra. m
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Definicié: Vektor-vektor fiiggvény pontbeli folytonossaga

Legyen H c E c R3 és a € H Azt mondjuk, hogy a v: E - R3 fiiggvény folytonos az a
pontban a H halmazra szoritkozva, ha minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy minden x € H,
|x —a| < § esetén |v(x) —v(a)| < €.

Megjegyzés:
*Haav fliggvény értelmezési tartomanya H-val egyenld, akkor a fenti definicioban a
,, halmazra szoritkozva” kitételt elhagyhatjuk.

Definicié: Vektor-vektor fiiggvény folytonossaga
Azt mondjuk, hogy a v folytonos a H halmazon, ha a v(r) vektormezé minden a € H
pontban folytonos.

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel pontbeli folytonossagra
A v vektormez6 akkor és csak akkor folytonos az a pontban a H halmazra szoritkozva, ha ez a
v minden koordinatafiiggvényére igaz.

Bizonyitas: Egyszeriien kovetkezik a hatarérték 1étezésérol szolo sziikséges €s elégséges
feltételbol. m

Mintafeladatok: Specialis vektormezék
1) irjuk fel az origon atmend e (egységvektor) iranyvektor( térbeli egyenesre vald vetitést!
2) Irjuk fel az origon 4tmend e (egységvektor) iranyvektoru térbeli egyenesre valo

tiikrozést!

Megoldas:

1)

frjuk fel egy tetsz6leges r vektornak az e vektorra valé vetiileti vektorat!

A skalaris szorzat kiszamitasi képlete miatt az r vektornak az e vektorra vald vetiileti vektora

(er)e.
Igy a keresett vektormezd
v(r) = (er)e.
2)
frjuk fel egy tetsz6leges r vektornak az e vektorra valé vetiileti vektorat!
A skalaris szorzat kiszamitasi képlete miatt az r vektornak az e vektorra valo vetiileti vektora:

(er)e.

Allitsuk el6 az r vektort a vetiileti vektor és a r4 mer6leges vektor dsszegeként!

Ekkor
r = (er)e+ (r — (er)e).

Allitsuk el6 az r vektor tiikorképét a vetiileti vektor és a ra meréleges vektor linedris

kompoziciojaként!

Ekkor az origdn atmend e (egységvektor) iranyvektori egyenesre vald tiikrozés:
v(r) = 2(er)e—r.

Tesztfeladatok:
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Tesztkérdés:
Az alabbi allitdsok koziil melyek az igaz allitasok?

o Ha egy vektormezdének egy pontban 1étezik hatarértéke, akkor itt sziikségszertien folytonos
is.

m Ha egy vektormez6 az értelmezési tartomany bels6 pontjaban folytonos, akkor itt Iétezik
hatarértéke is.

m Ha egy vektormez6 egy pontban folytonos, akkor a vektormez6 minden
koordinatafiiggvénye is folytonos itt.

m Ha egy vektormez6 minden koordinatafiiggvénye is folytonos egy pontban, akkor a
vektormezd itt folytonos.

Megoldasok:
Az elsO kérdés kivételével az Gsszes allitas igaz.
Az els6 kérdés még egy valtozoban sem teljesiil, mig a tobbi ismert allitasok kovetkezménye.

Tesztkérdés:
Mennyi az alabbi vektormezd hatarértéke az origdbban megadott pontban?

3 y3

v(r) = i+
() x2_|_y2 x2_|_y2

Valasz:
0.
Megoldas:
Képezziik a vektormezd koordinata fliggvényeinek origdban vett hatarértékét:

3 3

lim ——= lim —Y—=
(x.y)=(0,0) ¥?+y?  (x.y)-(0,0) X*>+y?
igy

limv(r) =0.

r—0
Megjegyzés:
e Vektorértékl fliggvények differencialhatosaganak értelmezése esetén hasonldan jarunk el,
mint azt a skalarmezd derivaltjanak értelmezésénél tettiik. Ilyen leképezések esetén a pontbeli
derivalt 1étezése lényegében azt jelenti, hogy a ebben a pontban a fliggvény megvaltozésa
linearis alakzattal ,,j01” kozelithetd.

Definicié: Linearis leképezés
Az A:R3 - R3 fuggvényt linearis leképezésnek vagy linearis transzformacionak vagy
tenzornak nevezziik, ha

A(x +y) = A(x) + A(y) és A(Ax) = AA(x) teljesiil minden x,y € R3 és 1 € R esetén.

Megjegyzés:
o A leképezés pontosan akkor linearis, ha minden koordinatafiiggvénye linearis.

Sziikséges feltétel vektormezo linearitasara
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Tétel: Ha a v: R3 - R3 vektormezd linearis leképezés, akkor v(0) = 0.

Bizonyitas:
Konnyen lathatd, ugyanis a linearitas miatt

v(0) = v(0 + 0) = v(0) + v(0) = 2v(0),
azaz
v(0) = 0.

Linearis leképezés matrixa

Definici6: Linearis leképezés matrixa
Legyen az A: R3 — R3 adott leképezés és ey, e,, e5 tetszOleges R3-beli bazis.
Jelolje

a, = A(er) k=1, 2, 3 eseten.

Bontsuk fel az a;, vektorokat az e; bazisban:

ax = Xiog aice;.
Az igy kapott
ai; Q12 Qi3
A= (ay) = <a21 azz azs)
az1 Q3 033

matrixot nevezziik az A linearis leképezés adott bazisra vonatkozé matrixanak.

Megjegyzés:

A vektorokat azonositani tudjuk az oszlopmatrixokkal. Ismeretes, hogy rogzitett bazisban
A-x = A(x) minden x € R® vektor esetén. (Itt a baloldalon matrix, a jobboldalon linearis
leképezés, illetve vektor szerepel.)

Definicio: Vektormezo derivaltja, derivalttenzora

Legyen H c R3 és a a H bels6 pontja. Azt mondjuk, hogy a v: H - R3 vektormezé
differencialhat6 az a pontban, ha van olyan A: R3 - R3 linearis leképezés és e: H — R3
vektor-vektor fliggvény, hogy az a pont egy kdrnyezetében teljesiil

v(x) —v(a) = A(x — a) + e(x)|x — al, ahol }1(1_r>r(11 g(x) = 0.

Differencialhat6é v: H - R3vektormez0 esetén az igy (egyértelmiien) 1étez6 A: R® - R3 linearis
leképezést a v(r) leképezés derivalttenzoranak nevezziik az a pontban.

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel vektormezo differencialhatosagara

Legyen H c R3 és a a H bels6 pontja. A v: H - R3 vektormezé pontosan akkor
differencialhat6 az a pontban, ha mindegyik v; {i =1, 2, 3} koordinatafiiggvénye
differencialhato a-ban. Ekkor a v derivalttenzor matrixanak az i-edik sor j-edik eleme egyenld
a v vektormezd v; koordinatafiiggvényének j-edik valtozoja szerinti parcidlis derivaltjaval
mindeni =1, 2, 3-raés =1, 2, 3-ra, azaz
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vy 0dvy O0vq

ox 9y oz

dv, O0v, O0v,

ox 9y oz

dvy Ovz Ovs

ox 9y oz

Bizonyitas:

1) Tegyiik fel, hogy a v: H - R® vektormezd differencialhatd az a pontban.

Ekkor 1étezik olyan A: R® - R3 linedris leképezés és £: H — R3 vektor-vektor fiiggvény, hogy
az a pont egy kornyezetében teljesiil

(*) v(x) —v(a) = A(x —a) + e(x)|x — al,
ahol
)161_1)1(11 e(x) =0.

Egyszerlien megmutathatd a (*) két oldalan 1évd vektorok koordinatdinak egyezdségének
kovetkezményeként.
2) Tegyiik fel, hogy a v: H —» R® vektormezé mindegyik v; koordinatafiiggvénye
differencialhaté a-ban. A skalarmezok differencidlasa alapjan

vi(x) —vi(a) = 4;(x — a) + &(x)|x —a,

ahol
av; ov; av;
4 = T2 (@1 + T2 (@, + 52 (@),
és

lim g(x) = 0.
x—-a

Legyen
A(x) = (A;(x),A5(x),A3(x)) x € R3-re,

és
e(x) =(&,(x), &2(x),&3(x)) x €H.
Mivel az A: R? - R3 linearis leképezés és chl_r)rcll g(x) =0,
és
v(x) —v(a) =A(x —a) + e(x)|x —al x € H-ra,

ezért a v vektormez6 differencialhaté az a pontban.m
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Definicio: Vektormezo Jacobi-matrixa
Legyen H c R3 ésa aH belsd pontja. Tegyiik fel, hogy a v: H - R® vektormezd
differencialhat6 az a pontban. A differencialhatosag miatt 1étez6 A : R® - R3 lineéaris

leképezést a v vektor-vektor fiiggvény derivaltjanak nevezziik az a pontban és Z—Z (a)-val

jeloljik.. Az Z—v (@) linearis leképezés matrixat azaz, a

" dv; O0vy O0vq
ox 9y oz
dv, O0v, O0v,
ox 9y oz
dvy O0vz O0vs
ox 9y oz

A=

matrixot a v vektormezé a pontbeli Jacobi-matrixanak nevezziik.

Tétel: Linearis leképezés derivaltja
Tetsz6leges A: R® - R3 linearis leképezés differencialhatd minden a pontban és a derivaltja
onmaga.

crer

Mintafeladat: Jacobi-matrix 1
Hatarozzuk meg az alabbi vektormezd Jacobi matrixat az (1, 1, 1) pontban

v(x,y,2)=x3y%zi + In(xy)j + xz°k.
Megoldas:

Szamitsuk ki a Jacobi-matrix képletében szerepld parcidlis derivaltakat.

Tetszbleges {(x,y, z): xy > 0} halmazon a v vektormez6 differencialhat6 és

6171 2.2 61]1 3 61]1 3..2
— = Z,—=2x°yz, — =
dx 3x%y°z, ay xyz, 0z Xy
v 1 v 1 v
—2=—y’—2=—x,_2=0
ax xy ay xy 0z
6173 _ 2 av3 _ 6173 _
ax_Z "oy ’az_zxz

Helyettesitsiink be a Jacobi- matrixba a kiszamitott parcialis derivaltakat.
Tetszoleges {(x,y, z): x - y > 0} halmazon a derivalttenzor matrixa

3x%y?z 2x3yz x3y?
1

=

x
ZZ
igy az adott pontbeli Jacobi-matrix

Mintafeladat: Jacobi-matrix 2
Irjuk fel az origdn atmend e (egységvektor) iranyvektori egyenesre valo tiikrozés Jacobi-
matrixat!
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Megoldas:

frjuk fel azt a vektormezo6t, amely a tér tetszSleges vektorat tiikrozi az origon atmend e
(egységvektor) iranyvektoru egyenesre!

Lattuk, hogy az origdon atmeno e (egységvektor) iranyvektora egyenesre valo tiikrozeés:

v(r) =2(er)e —r.

A linearitas miatt a vektormez0 derivaltja 6nmaga, igy elegendo felirni a lineéris leképezés
matrixat!
v(r) = 2(er)e —r = 2e(er) —r = 2ee’r —r = (2ee” — E)r.

Kovetkezésképpen a v vektormezd matrixa és a Jacobi-matrixa:
A=2ee’ — E.

Tesztfeladatok:

Valasszuk ki az aldbbi vektormezok koziil azokat, amelyek linedrisak.
1) m Sikban origd koriili pozitiv iranyt elforgatas.

2) o Egy adott egyenesre valo vetités a sikban.

3) m Adott vektor iranyaban torténd nyujtas a sikba.

4) o Adott vektorral torténd eltolas.

5) m Origodn athaladoé sikra valo vetités (térben).

6) o Adott sikra valo tiikrozés (térben).

7) = Origon athalado egyenesre torténd tiikkrozés sikban vagy térben.

Megoldasok:

Az 1), 3),5) és a 7) allitas igaz, a tobbi hamis.

A 2),4) és a 6) nem lehet lineéris, ugyanis ezen vektormezdk esetén a nullvektor képe nem
nullvektor. A tobbi allitds igaz volta egyszerlien kdvetkezik a geometriai tulajdonsagaibol.

Tesztkérdés:
Vilasszuk ki az igaz allitasokat!
1) = Vektormez6 differencialhatésagabol kovetkezik a folytonossaga is.
2) o Vektormez6 folytonossagabol mindig kovetkezik a differencialhatosaga.

Megoldasok:

Az 1) igaz, a 2) hamis allités.

1)

Legyen H c R3 és a aH bels6 pontja és tegyiik fel a v: H - R vektormezé differencialhato
az a pontban. Ekkor van olyan A: R? — R? linearis leképezés és e: H —» R> vektor-vektor
fiiggvény, hogy az a pont egy kdrnyezetében teljesiil

v(x) —v(a) = A(x — a) + e(x)|x — al, ahol }lcll’)l;ll e(x) =0.

Ebbdl kovetkezdleg
lim(v(x) —v(a)) = lim(A(x —a) + e(x)|x —al|) =0,
X—a x—a

azaz
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lim v(x) = v(a), azaz v az a pontban folytonos.
Xx—a

2)
Az éllitas egyvaltozos fiiggvények korében sem teljesiil.





