[0 Tetszoleges nem iires, korlatos A C @Q halmaznak van szuprémuma
és infimuma is Q-ban.

X A p & ¢ ekvivalencia pontosan akkor hamis, ha az egyik allitas
hamis és a masik igaz.

K Az A= {z € Q| 2* <9} halmaznak az R-beli szuprémuma is és
infimuma is A-ban van.

O Ha teljes indukciéval akarunk bizonyitani egy P(n) allitast, amikor
n € {1,2,3,...}, akkor annyit kell csak belatnunk, hogy P(1) igaz
és van olyan n € {1,2,3,...} melyre ha P(n) igaz, akkor P(n + 1)
is igaz.

Megoldas:
Példaul az A = {z € Q | 2* < 7} C Q nem fires, korldtos halmaz R-beli
legkisebb fels6 korlatja, azaz szuprémuma (1/7) nem eleme Q-nak. Az A
halmaz R-beli legnagyobb alsé korlatja, azaz infimuma (—+/7) ugyancsak
nem (Q-beli, tehat az els6 allitas hamis.

A harmadik is igaz, mert —3 és 3 az A halmaz R-beli infimuma, illetve
szuprémuma, és mindkettd A-beli.

A teljes indukcié modszerének leirasabol kovetkezik, hogy a negyedik
allitas hamis. Tehat a masodik és harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

1.2. Komplex szamok

E lecke befejezése utan a hallgato:

e fel tudja irni a komplex szdmok kilénbozé (algebrai, trigonomet-
rikus és exponencidlis) alakjait, ismeri a kilonb6zé alakokba vald
attérést is,

e miiveleteket tud végezni komplex szamokkal,

e kiilonbséget tud tenni a valés n-edik gyok és a komplex n-edik gyo-
kok kozott,

e tisztaban lesz a miiveletek geometriai jelentésével,

e cgyszerlibb algebrai egyenleteket meg tud oldani a komplex szam-
halmazban.

1.2.1. A komplex szam kiilonb6z6 alakjai

[ Algebrai alak

Definicié: Komplex szam algebrai alakja

A komplex szam algebrai alakja z = x + i, ahol 2,y € R és i® = —1. {Fde :kompl.alg.alak}
x a z komplex szadm valds része, y pedig z képzetes (vagy imaginarius)
része.

Jelolés: Rez =z és Imz = y.
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Definicié: Komplex szamsik

A komplex szamok halmazat, mas néven a komplex szamsikot C -vel  {Fde:kompl.szamsik}
jeloljiik, azaz

C={z=z+vyi|z,yeR,i®=—-1}.

Definicié: Argand-diagram
A z = z + yi komplex szdm (Argand-diagrammal) torténd geometriai (rge:argand.diag}
reprezentaciéja nem mas, mint a komplex szamsik P(x,y) pontja, vagy
a P(z,y) pontba mutato O? =1 = xi+ yj vektor.
Az x-tengelyt val6s-, az y-tengelyt pedig képzetes tengelynek nevez-
zik és akarcsak z valds és képzetes részét, Re z, illetve Im z-vel jeloljiik.
Példaul a z = 4 — 3i komplex szam Argand-diagramja:
Ide jon a komplex szdm Argand-diagramja, KSZ-01-02.png abra

[J A komplex szamok jellemzéi

Definicié: Komplex szam ellentettje
A z = x + yi komplex szam ellentettje —z = —z — yi , azaz a z sz4m  {Fde:kompl.ell}
origéra vett szimmetrikusa.

Definicié: Komplex szam abszolat értéke
A z komplex szdm abszolat értéke (jelolése |z| vagy r) nem més, mint
z origdtdl vett tavolsiaga (akarcsak a valds szamok esetén), azaz

|z| =r = \/ﬂt?y2
Definicié: Komplex szam konjugaltja

z konjugaltja a 7 = x — yi , azaz nem mds, mint az z-tengelyre vett {Fde:kompl.konjug}
tiikorképe.

[ Trigonometrikus alak

Definicié: Komplex szamok trigonometrikus alakja
TetszOleges 2 = = + yi € C szdmnak a komplex szdmsikban a P(z,y) {Fde:kompl.trig.alak}

pont felel meg. Jeloljiik #-val a valds tengely (z-tengely) és az O? vektor
altal bezart szoget (az x-tengelytél pozitiv, azaz éramutatd jardsaval el-
lentétes irdnyban haladva). Jeldljiikk tovabba r-rel a P pont origbtdl vald
tavolsagat, azaz abszolut értékét.

A z komplex szam trigonometrikus alakja

z =r(cosf +1isinb),

ahol > 0 az abszolat érték, 6 € [0, 27) pedig a féargumentum (vagy
argumentum).

Megjegyzések: {Fmek:trig.al}

« sz

ellendrizhatjiik: amennyiben 6 a valos tengely (z-tengely) és az O
vektor altal bezart szog és r az origdtdl vett tavolsag,

X, . Yy
cosf) = — és sinf == ahol r = /2?2 2
7"’ r b +y7

igy az algebrai alakbol konnyen kapjuk a trigonometrikus alakot:

z=x+yi=rcosl+irsinf = r(cosf +isin0).
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e Ha csak a 0 értéket rogzitjik, egy félegyenest kapunk a sikban.

e Ha csak az r = \/z? + y? abszolut értéket rogzitjiik, akkor egy origd
koézépponti, r sugaru kort kapunk a sikban.

e Ha mindkét értéket rogzitjiik, akkor egy egyértelmiien meghataro-
zott P(x,y) pontot (és ezéltal egy egyértelmli z komplex szamot)
kapunk a komplex szdmsikban (a kor és félegyenes egyelemii met-
szetét).

[ g és a siknegyedek kozotti kapcsolat

Definicié: Siknegyedek

Ha 6 € (0,3), akkor azt mondjuk, hogy a komplex szdmunk az elsd {Fde:siknegyedek}
siknegyedben van, ha 6 € (%,7), akkor a masodikban, ha § € (7, 3I),

akkor a harmadikban, ha pedig 6 € (3, 2m), akkor a komplex szdmunk

a negyedik siknegyedben van.

Ha 0 € (0, %), akkor

e m—0 az a #-nak megfelel6 masodik negyedbeli f6argumentum, mely-
nek csak a koszinusza kiillonbozik a 6 koszinuszatél és az is csak
el6jelben;

e T+ 0 az a 6-nak megfelel6 harmadik negyedbeli féargumentum,
melynek mind a szinusza, mind a koszinusza kiilonbozik a 6 szinu-
szatol és koszinuszatol, de csak eldjelben;

e 21 — 0 az a 6-nak megfelel6 negyedik negyedbeli foargumentum,
melynek csak a szinusza kiillonbozik a 6 szinuszatél és az is csak
el6jelben.

Ide jon a négy siknegyed abraja, KSZ-01-02-B.png abra

[ Exponencialis alak

Definicio: Az e szam képzetes kitevojii hatvanya, Euler formula

Tekintsiik az e szamot, ami nem mas, mint a természetes alapt logaritmus {Fde:e.hatv.}
alapja, e ~ 2, 718281828.

Az e szam képzetes kitevojii hatvanyat a kévetkezoképpen értelmezziik:

0

e’ =cosf +isiné,

ahol 0 € R. Ezt a képletet Euler formulanak nevezik.

Megjegyzés:

Annak igazolasa, hogy ezzel az e értelmezésével az exponencidlis fiigg-
vény tulajdonsagai érvényben maradnak, megtaldlhaté pl. Farkas Miklos
Matematika III. jegyzetében
(http://math.bme.hu/jegyzetek/040798_Farkas_Miklos_Matematika_
III. Kotet.pdf).

Definicié: Exponencialis alak

A z = re? pedig a komplex szam exponencialis alakja, ahol akarcsak a {Fde :kompl.exp.alak}
trigonometrikus alakban, itt is > 0 az abszolat érték, 6 € [0, 27) pedig

a féargumentum (vagy argumentum).
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Megjegyzések: {mek:Euler.formula}

e Az Euler formuldnak készonhetéen a trigonometrikus alakbol azon-
nal latszik az exponencialis alak és forditva.

e A 0 = 7 helyettesitéssel az Euler formulabdl az
e +1=0

Osszefiiggést kapjuk, ami szoros kapcsolatot jelent az e, a m és a
képzetes i kozott, ezt is szoktak Euler formulanak nevezni.

1.2.2. Miiveletek komplex szamokkal

[} Osszeadas, kivonas algebrai alakban

Definicié: Komplex szamok 6sszeadasa, kivonasa algebrai alakban

Két, algebrai alakban megadott komplex szdmot ugy adunk Gssze (és {Fde:pusz.minusz.z.alg}
vonunk ki egymdasbdl), hogy a valds- és képzetes részekkel kiilon-kiilon

elvégezziik az Osszeadast (kivondst), tehat amennyiben z; = x1 + 111 és

2y = T9 + Yoi, akkor

Z1 j:ZQ =T :l:ZL‘Q + (yl iyg)l

Megjegyzés:

Az algebrai alakban megadott 6sszeadas és kivonas teljesen 6sszhangban
van a vektorok osszeaddsaval, kivonasaval. A kivonds itt is ellentettel
val6 Osszeadast jelent.

[} Szorzas algebrai alakban

Definicié: Komplex szamok szorzasa algebrai alakban
21 = T1 + Y11 €S 29 = x5 + Yol komplex szamok esetén {Fde:szor.z.alg}

2129 = 1T — Y1Y2 + (T1y2 + T2y )i

A szorzas szabalyat nem kell megjegyezni, ugyanis két, algebrai alakban
megadott komplex szamot gy szorzunk 6ssze, mint két zardjelet, azaz
mint az (z; + y11) és (z2 + yoi) zardjeleket: minden tagot beszorzunk
minden taggal, figyelembe véve, hogy i> = —1, majd a szorzatot algebrai
alakra hozzuk.

E A komplex konjugalt tulajdonsagai

Tétel: A konjugalt tulajdonsagai
Tetszoleges 21, 2o € C esetén {Fte:konjug.tul}

21+ 20 = Z1 + Z9;
217y =71 %3,

zZ=z.
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Bizonyitas:
Legyen z; = x1+y1i €s 29 = a9+ 15 két tetszoleges komplex szam. Ekkor

atzm=x1+re+ (1 Fye)i=
=1+ 29— (Y1 + )i =
= (21 — i) + (22 — yoi) =
—T+7,

és

Zi 22 = 1% — Y1y + (T1y2 + Tayr)i =
= 11Ty — Y1Y2 — (T1y2 + Tayr )i =
= 11(T2 — Yoi) — yii(z2 — Yol) =
= (21 — yii) (w2 — yoi) =
= Z1° 292,

valamint
=r—yl=x+yl =z

|

Tétel: Komplex szam és konjugaltjanak szorzata
Tetszoleges z € C esetén {Fte:z.szer.konjug}

2Z=|z]* €R.

Bizonyitas:
Barmely z = x + yi € C esetén felirhatjuk, hogy

2Z=(v+yi)(z—yi) =2 —fit =2+ =|z]* €R.

[J) Osztas algebrai alakban

Definicié: Komplex szamok osztasa algebrai alakban
Adott z; = x1 + 1 és 2o = x9 + yoi # 0 komplex szamok esetén a ‘Z—;

, . .. o, ., 3 {Fde:per.z.alg}
osztas algebrai alakban a kovetkezoképpen definidlhato:

21 T2+ Y2 | Ty — TilY2 .
T 2 2 2 7 1
) T2 + Yo To® + Yo

Az osztas szabalyat nem sziikséges megjegyezni, ugyanis minden alka-
lommal kénnyen elvégezhet6 gy, hogy bovitiink a nevezo konjugéltjaval
(tehat Zo-tal) és hasznaljuk a komplex szam és konjugéltjanak szorzatéval
kapcsolatos képletet:

T+l (21 + y1i) (w2 — o) _ 12+ YiYe | Tays — Y2 ;
Lo+ Yyl (@2 + yol) (22 — yoi) T9? + Yo T9? + yo?
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[ Az i hatvanyainak hasznalata példakban

Példa: i hatvanyai

ezért i tetszOleges hatvanyanak eredményét mindig a hatvanykitevo 4
-gyel valé maradékos osztasa hatdrozza meg, igy

i4k; — 17 i4k+1 — i4k‘+2 = —1 és i4k+3 —

L

Mintafeladat:
Szamitsuk ki: 1+ 1i+1i2+ i3 4+ ... 4+ 12009 4 {2010 &rtékét.

Megoldas:

Vegyiik észre, hogy i hatvanyai miatt i +i? +i® +i* = 0. Ennck alapjan
irjuk fel, mennyivel egyenld i +i% +1i% + ... + 12908,

i+i%+1i%+ ... +i%908 =0, mert 2008 oszthaté 4-gyel.

2009 Ao 12010 h

Szamitsuk ki az i és atvanyokat is.

12009 _ (i4)502i —1li=1iés 12010 — (i4>502'2 — 112 = 1.

Adjuk meg az el6z6ek alapjan 1414 i2 4+ i3 4 ... 4+ i2099 4 2010 &rtékét.

141412413 4 ... 4 {2009 4 2010 _ ;.

Megjegyzés: Komplex szamok hatvanyozasa algebrai alakban
Nagyon specialis komplex szamok esetén algebrai alakban is konnyt a
hatvanyozas. Ezek a specidlis esetek a kovetkezok:

e ha az z-tengelyen van a komplex szamunk, azaz valés szam, pl.
(_5 _|_01)10 — 510(: 510 +01) ’

e ha az y-tengelyen van a komplex szamunk, pl.
(_51)10 — 510110 — 51012 — _510 + 01’

e ha z valamelyik ,szogfelezon” helyezkedik el, azaz x és y kozott
csak elOjel eltérés lehet, pl.
(5 — 5i)19 = [(5 — 51)?]°0 = (=501)*° = 50°%i2 = —50°° + 0i.

Amennyiben z méshol helyezkedik el, algebrai alakban csak nagyon kis
kitevéjlii hatvanyt érdemes kiszamolni.
[& Attérés egyik alakbél a masikba

Mintafeladat: Attérés trigonometrikus alakbél algebrai alakba
Irjuk at algebrai alakba a

2< 47T+_ . 47r>
z=2|(cos — +1isin —
3 3

komplex szamot.
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Megoldas:

Induljunk ki a megadott trigonometrikus alakboél és szorozzuk be a zaro-
jelet 2-vel, azaz az adott komplex szam abszolut értékével.

4 4w 47 o A4r
z:2<0083+1sm>:20083+2sm31.

3
Hasznaljuk a cos 4{ = —% és sin %” = —? értékeket és irjuk fel a kért

algebrai alakot.
4 4
2cos§ +251n§i — —1—/3i.

Mintafeladat: Attérés algebrai alakbél trigonometrikus alakba
Legyen z = —/3 +i. Irjuk fel a trigonometrikus alakot.
Megoldas:

Szamitsuk ki z abszolut értékét.

|2l =Vat+yP=V3+1=2

Adjuk meg a cos @ és sin @ értékeket.

x \/3 . Y 1
cos) = —=———, sinf===—.
T 2 ro 2

Nézziik meg, hanyadik negyedben van z.

Mivel a féargumentuméanak koszinusza negativ, szinusza pedig pozitiv,
ezért a komplex szam a masodik negyedben van.

Irjuk fel ennek megfeleléen a féargumentumot.

Ha a cos @ és sin 6 értékeknek csak az abszolut értékeit figyeljiik és komp-

lex szamunk az els6 negyedben lenne, argumentuma % lenne. Ennek
mdsodik negyedbeli megfelejéje a 0 =7 — & = %’r féargumentum.

[rjuk fel a trigonometrikus alakot.

2< 57r+, . 57r)
z=2(cos— +isin— |.
6 6
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[} Szorzas trigonometrikus és exponencialis alakban

Definicié: Szorzas trigonometrikus és exponencialis alakban
Legyen z; = ri(cos 0 +isinty) és zo = ra(cos b +isinbs), ahol 1,72 > 0 {Fde:szorz.trig.exp}
és 01,0, € [0,27). Ekkor trigonometrikus alakban a szorzas a kovetke-
70:
2129 = 1T113[cos(fy + Oy) + isin(6y + 60s)].
A szorzas a definiciojabol kifolydlag nyujtva forgatast jelent a sikban.
Ha tekintjilk a z; = 7el% és 2, = rye'®? exponencialis alakokat, ahol
ahol 1,79 > 0 és 01,0, € [0,27), akkor a szorzas a kévetkezo:

2129 = rroel(1702)

(Exponencialis alakban kénnyebben megjegyezhet6 a szorzas miivelete.)

[} Osztas trigonometrikus és exponencialis alakban

Definici6: Osztas trigonometrikus és exponencialis alakban
Legyen 2z = ri(costh +isinb) és zo = ry(costh + isinby), ahol 71 > (Fde:oszt.trig.exp}
0,72 > 0 és 61,05 € [0,27). Ekkor trigonometrikus alakban az osztas a
kovetkezo: -
— = —[cos(fy — 62) + isin(6, — 65)].

29 T

Ha tekintjikk a 2 = r1e® és 2z, = 1€ exponencialis alakokat, ahol
r1 > 0,79 >0 és 01,0, € [0,27), akkor az osztas a kévetkezo:

21 1 g —
2 1i(01=62)

%) )
Megjegyzések:

e Barmilyen miveletrdl is legyen sz6, a végén tigyeljiink arra, hogy
az eredményben mindig 6 € [0, 27) legyen.

e Osszeadashoz, kivonashoz érdemes &ttérni algebrai alakba, (trigo-
nometrikus vagy exponencialis alakban nem érdemes Osszeadassal
vagy kivonéssal prébélkozni).

[ Hatvanyozas trigonometrikus és exponencialis alakban

Tétel: Moivre képlete nemnegativ hatvanykitevokre
{Fte:Moivre.kepl}

(cos@ +isinf)" = cos(nd) + isin(nd), ahol n € {0,1,2,...}.

Bizonyitas:

Teljes indukciéval bizonyitunk n-re. A képlet igaz (trividlis) n = O-ra,
igy feltessziik, hogy n = k-ra igaz. Hasznalva az indukcios feltevést, az
Osszeg sinusz- és koszinusz képletével belatjuk, hogy n = k + 1-re is igaz:

(cosf +isin )" = (cos 6 + isin 0)*(cos @ +isin ) =
= [cos(k) + isin(kf)](cosh + isinf) =
= cos(kf) cos O — sin(k6) sin 0 4 i[cos(k0) sin 0 + sin(kf) cos 0] =
= cos[(k + 1)8] + isin[(k + 1)0].
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Tétel: Hatvanyozas trigonometrikus és exponencialis alakban
Tetsz6leges n € {0,1,2,3,...} és tetszbleges {Fte:hatv.trig.exp}

z=r(cosf +isinf), r>0és6e]0,2r)
esetén a z szdm n-edik hatvanya
2" = r"[cos(nf) + isin(nd)].
Ha pedig z = rel’ exponencialis alakunk van, akkor
n _ . .n_i(nf)

Z =Te .

(Exponencialis alakban konnyebben megjegyezhetd a hatvanyozas miive-
lete.) A végén figyeljink arra, hogy 6 € [0, 27) legyen.

Bizonyitas:
A Moivre képletbdl azonnal kévetkezik a tétel.

E Komplex szam n-edik gyokei.

Definicié: komplex szam n-edik gyokei
A z € C komplex szam n-edik gydkei (n € 1,2,3,...) azok a w € C  {Fge:kompl.n.gyokok}
komplex szamok, melyekre w™ = z. Speciélis eset: /0 = 0.

Tétel: komplex szam n-edik gyokeinek képlete
Ha z = r(cosf +isinf) # 0 (vagy z = e, r > 0, 0 € [0,27)), akkor 2 {Fte:kompl.n.gy.kepl}
komplex n-edik gyokeit a kovetkezd képlet adja meg:

0+ 2kr . _n9+2k7r

%ZW(COS—FISI ),aholk:O,l,...,n—l.
n

n

A képletbdl latszik, hogy egy tetszbleges nem nulla komplex szam n-
edik gyokei szabdlyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon, melynek
kozéppontja az origo.

Bizonyitas:
A képlet helyességrol azonnal meggyozédhetiink, mert a jobboldalt n-edik
hatvanyra emelve, és a sin és cos fliggvények periodicitasat haszndlva az

rlcos(0 + 2km) +isin(0 + 2km)] = r(cosf + isinf) = z

eredményhez jutunk.

E Az algebra alaptétele

Tétel: Az algebra alaptétele
A komplex szdmok korében minden n-ed foka (n € {1,2,3,...}), {Fte:alg.alaptetele}

2" 4 ap 12" faz+ag=0, (a;€C,a, #0)

algebrai egyenletnek van komplex gyoke.
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Bizonyitas:

A tétel bizonyitasa nem egyszerii, komplex analizis tankényvekben meg-
talalhato, vagy akar 1d. (https://hu.wikipedia.org/wiki/Az_algebra_
alapt’C3%A9tele#Bizony.C3.ADt.C3.Alsa)

Megjegyzés:
Az algebra alaptételébél kovetkezik, hogy C-ben minden n-ed foku (n €
{1,2,3,...}),

2" 4+ ap 12"t az+ag=0, (a;€C,a, #0)

algebrai egyenletnek n komplex gyotke van (multiplicitdssal szdmolva, te-
hét m-szeres gyokot m gyokként tekintiink).

Példa: A masodfoki egyenlet C-beli megoldéképlete

Az az? + bz + ¢ = 0 méasodfokt egyenlet megoldoképletét ugyantigy ve- {Fpe :masodfoku}
zetjiik le, mint a valos szamhalmazban, csak valoés négyzetgyok helyett

komplex négyzetgyokoket kell tekintentink, igy

—b+Vb? — 4dac

2a

212 =

ami eleve két szamot jelent a komplex szamok halmazaban.

[& C-beli feladatok geometriai interpretacidja

Mintafeladat:
Milyen z komplex szamokra lesz

a) Imz?% = 2;
b) Re2 <1
Megoldas:
a)
A z =z + yi algebrai alakot hasznalva, frjuk fel a 22 hatvanyt.

22 =22 4+ 2xyi — y? = 2% — y? + 2zyi, igy Im2? = 2ay.

Mit jelent az Imz? = 2 egyenlet?

1

Imz? = 2 & xy = 1, ami azt jelenti, hogy a megolddshalmaz az y = -

hiperbola.
Ide jon az y = % hiperbola abraja, HPB-01-03.png abra
b)

Szamoljuk ki algebrai alakban el6szor a %—t.

Ez csak z # 0 esetben lehetséges és

4 4 Mr—y) 4 4y

= = — 1.
2z x4yl 22+y? 2?4y? 2?4 y?
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Adjuk meg a % valds részét.

4 _ 4
Re = m2fy2 .
Oldjuk meg a Re% < 1 egyenlettel ekvivalens x24fy2 < 1 egyenletet és

adjuk meg a megoldashalmazt a komplex szamsikban.

4
s —dr+y >0
S@—-22—4+9y° >0

& (z -2 +y° > 2%
ami nem mas, mint a (2,0) kozépponti, 2 sugart kor és kiilseje, kivéve

belole az origot.
Ide jon a (2,0) kdzéppontd, 2 sugard kor és kiilseje KKS-01-04.png abrija

Mintafeladat: Egyenletek megoldasa C-ben
Oldjuk meg a z* — 23+ 2z —1 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.
A megoldéasokat algebrai alakban kérjiik.

Megoldas:
Gondoljuk meg, hany komplex megoldast varunk?

Az algebra alaptétele miatt tudjuk, hogy (multiplicitassal szamolva) négy
komplex gyokiink lesz.

Keressiik meg el8szor a valés gyokoket, ha vannak. Hasznéljuk a 23 +1 =
(2 +1)(2? — z + 1) képletet.

p(x) = Bz =1+ (= 1) = (= ) +1) = (s = (= + 1) = 2+ 1),
tehat 2 = —1 és 2o = 1 valés gyokok. A maésik két gyok a 22 —2+1=0
komplex megoldasai.

Hasznaljuk a masodfoki egyenlet C-beli megolddképletét és adjuk meg
az egyenlet Osszes megoldasat C-ben.

A masik két gyokot a 22 — z + 1 = 0 masodfokii egyenlet megolddsabol

kapjuk:
1+v-3 1 V3

- — - 4i¥?
%3 2 9~y

mert C-ben /=3 = +iy/3. Tehat a megoldédsok: 2 = —1, 25 = 1,
1, V3

234 = 3 +i—:.

2 2
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Mintafeladat:
Adjuk meg a z = —8 + 8/3i komplex negyedik gyokeit.

Megoldas:

[rjuk 4t z-t trigonometrikus alakba.

| S

T 1
r=/x?24+y?> =16, és cosez;:—ﬁ, sinﬁz%:

Tehat z = 16 (COS £ 4+ isin %”)

Mit jelentenek a komplex negyedik gyokok (azaz a komplex n-edik gyokok
n = 4 esetén) geometriai szemmel?

A komplex negyedik gyokok egy origd kozépponti, négyzet csicsai lesz-
nek.

A negyedik gyokok képletével szamitsuk ki a négy megoldast trigonomet-
rikus alakban.

2 T2k 2 42k
V2= \/16 COb+1sin;) —2<cos347r+isin347r>7

ahol £ =0,1, 2,3, azaz

2< + 7T)
= cosf isin
6
2
—2<cos—|—1sm>,
3
T
2<cos—|—1sm),
6
5t . . 5w
w3—2<0053+1sm3>.

Az utébbi két komplex negyedik gyokot megkaphattuk volna tgy is, hogy
az elozéek féargumentumahoz hozzaadunk 7-t, hiszen a négyzet atloi
merolegesek egymaésra.

A Komplex szamok lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:
Mennyivel egyenlo a
=1 +i"+8+1°

komplex szam valds része? Hat a képzetes része? (Csak szamokat lehet
az eredményhez beirni.)

Vialasz: A z komplex szam valds része 0 .

Valasz: A z komplex szam képzetes része 0 .
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Megoldas:
Mind a valds-, mind pedig a képzetes része z-nek 0, mert

=0 Hi+ P+ =1 +i+i?+i) =1 +i-1-i)=i"-0=0.

Tesztkérdés:
Valasszuk ki az alabbi allitasok kozil az Euler formulét!

oe™—1=0.
o ¢ = cosf +isind, ahol § € R.

0 21+ 29 =21 + 2.

o

2z = |z|%

Megoldas:
Az els6 képlet hibas, kivonas helyett osszeadassal lenne helyes.

A harmadik és negyedik képlet (bar mindkett6 helyes) nem az Euler
formula, a harmadik a komplex konjugalt tulajdonsagainak tételébol van,
mig a negyedik a komplex szam és konjugéltjanak szorzatat leird képlet.
[gy a vélaszok koziil a masodik az Euler formula.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Egy z € C szam konjugaltjat megkaphatjuk, ha tikrozzik z-t az
x-tengelyre.

[ Tetszoleges komplex egyiitthatés egyenletre igaz, hogy amennyiben
egy z € C\ R szdm gyoke az egyenletnek, akkor a z ellentettje is
gyok lesz.

X Végtelen sok olyan komplex szam van, mely egyenl6 a konjugaltjaval.

[0 Tudunk példat mondani olyan komplex szamra, melynek konjugalt-
javal val6 szorzata nem valds szam.

Megoldas:
Tetszoleges z = a + bi komplex szam konjugiltja Z = a — bi, azaz a 2
szam x-tengelyre vonatkozo tiikorképe, igy az elso allitas igaz.

A masodik allitas hamis, pl. a

(z—1—i)(z+1—3i)=0

egyenlet gyokei z; = 1 +1i és 2, = —1 + /3i, melyek nem egymas ellen-
tettjei.
Minden olyan komplex szdam, melynek képzetes része 0 (azaz minden
valés szam) egyenld a konjugéltjaval, ezért a harmadik allitas is igaz.
Mivel a komplex szam és konjugaltjanak szorzataval kapcsolatos tétel
szerint 2z = |2]? € [0,00), a negyedik &llitds hamis. Tehat az els6 és a
harmadik allitas igaz.
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Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Tetszéleges z € C esetén (2 +7Z)(z — Z) a képzetes tengelyen helyez-
kedik el.

X Egy nemnulla komplex szamnak hat komplex hatodik gyoke van,
melyek a sikban egy origd kozéppontu szabalyos hatszog csticsaiban
taldlhatok.

[0 Moivre képlete a komplex szamok osztasaval kapcsolatos.

O Az i komplex szam tetszéleges paros hatvanya (—1)-gyel egyenld.

Megoldas:
Tetszoleges z € C esetén

(z4+2)(z—2)=(r+iy+z—iy)(z+iy — o +1iy) = 22 - 2iy = 4zyi,

igy az elso allitas igaz.

A maésodik allitas szintén igaz, a nem nulla komplex szam n-edik
gyokeinek képlete miatt.

A harmadik allitas hamis, mert Moivre képlete a hatvanyozasrél szol.

A negyedik allitds is hamis, hiszen pl. i* = 1 # —1. Tehét az els6 és
a masodik allitas igaz.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

O Az algebra alaptételének koszonhetéen R-ben minden n-ed foki (n €

{1,2,3,...}),
2"+ ap 12"t az+ag=0, (a; €R,a, #0)

algebrai egyenletnek n valés gyoke van (multiplicitdssal szamolva).

0 Komplex szam és ellentettjének szorzata mindig nemnegativ valds
Szam.

X Az algebra alaptételének készonhetéen C-ben minden n-ed foki (n €

{1,2,3,...}),
2"+ ap_ 12"+t aiz4+ag=0, (a; €C,a,#0)

algebrai egyenletnek n komplex gyoke van (multiplicitassal szamol-
va).

X Ha egy komplex szam a harmadik negyedben van, akkor féargumen-

tuma a (7, %) intervallumban van.
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