5.4.1. Simulékor, gorbiilet
[} Gorbék érintkezése. A simulékor fogalma

Definicié: n-ed rendben valé érintkezés

Legyen az f és g fiiggvény az xo € int Dy pontban (n + 1)-szer differen-  {r4qe:n. edr.erintk}
cialhatd. Azt mondjuk, hogy az f és g (vagy grafikonjaik) n-ed rendben

érintkeznek x(-ban, ha

Megjegyzések: {Fme:leg.n.edr.er’}

e Két gorbe nulladrendbeli érintkezése xp-ban azt jelenti, hogy a két
gorbe metszi egymast xg-ban, akdrcsak a kévetkezd abran 1évo fligg-
vények (gorbék):

Ide jon a NUL-05-18.png abra

e Az elsorendbeli érintkezés xqo-ban azt jelenti, hogy a két gérbének
xo-ban kozos érintdje van, vagy masképp mondva, a két gorbe érinti
egymast ro-ban, akarcsak az alabbi két dbra esetében:

Ide jon a ELR-05-19.png abra
Ide jon a ELS-05-20.png abra

e Amennyiben az xy-ban n-szer differencidlhatd f és g figgvények
esetében az

F™ (@) = g™ (o)
feltételek teljesiilnek, azt mondjuk, hogy [ és ¢ legalabb n-ed
rendben érintkeznek z,-ban.

e Ha az zp-ban n-szer differencidlhaté f és g fliggvények legalabb
n-ed rendben érintkeznek, akkor minden k£ < n nemnegativ egész
szamra igaz, hogy az f és g fiiggvények legalabb k-ad rendben is
érintkeznek.

Definicié: Simulékor, gorbiileti kor
Legyen az f fliggvény az xo € int Dy pontban legalabb 2-szer differen-  (gge:simulo.kor}
cidlhaté fuggvény. A k(z) kor az f fiiggvény z(-beli simuldkdre (vagy
gorbiileti kore), ha k(z) és f(x) az xo-ban legalabb masodrendben érint-
keznek, azaz
k(zo) = f(zo),
K (o) = f'(20),
k' (z0) = f" (o).
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Példa:
Az aldbbi 4bran az

f:(0,00) =R, f(x)=Inz,

figgvény xo = 1 helyen (azaz grafikonjdnak (1,0) pontjaban) vett simu-
16kore lathato.
Ide jon a simuldkor, SIM-05-21.png abraja
El Adott pontbeli simulékor egyenlete

Tétel: xo-beli simul6kor egyenlete

Legyen az f fliggvény az x¢ € int Dy pontban legaldbb 2-szer differen- (rie:x0.simulo.kor}
cidlhat6 fuggvény és tegytik fel, hogy f”(z¢) # 0. Ekkor f-nek x¢-ban

pontosan egy simuldkore van, melynek egyenlete

(x =)+ (y —v)* =1,
ahol a kor C(u,v) kozéppontjanak koordinatai:

1+ [f'(zo)]”
f//(xo)

a kor sugara (azaz a gorbiileti sugar) pedig

P
)l

1+ [f'(z0)]?

(o) és v = f(xg) + Pl

U= Iog —

Bizonyitas:
Az egyértelmiiséget a kovetkezSképpen latjuk be: amennyiben egy k()
kor legalabb mésodrendben érintkezik az f fliiggvény grafikonjaval, felir-
hatjuk, hogy

k(o) = f (o),

K (x0) = f'(w0),
K" (z0) = f"(x0).

Legyen egy ilyen simulokor implicit egyenlete:
(z —u)® + (k(z) —v)* =17,

ahol C'(u,v) a kér kozéppontja, r pedig a sugara. Ekkor az xq-beli leg-
alabb nulladrendbeli érintkezés miatt felirhatjuk az els6 osszefliggést u, v
és r kozott:

(0 — u)® + (f(20) — v)* = 1°.
Implicit fiiggvény derivaldsaval (utdna meg 2-vel torténé osztassal kap-
juk, hogy

(x —u) + (k(z) — v)K'(z) = 0,
ahonnan az xg-beli legalabb elsorendbeli érintkezés miatt felirhatjuk a
masodik Osszefiiggést u, v és r kozott:

xo — u+ (f(xo) —v) f'(x0) = 0.
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Kiszamoljuk az implicit fiiggvény méasodrendii derivaltjat is:
L [ (2)]2 + (k(z) — 0K (2) = 0,

ahonnan az zg-beli legalabb masodrendbeli érintkezés miatt felirhatjuk
a harmadik Osszefiiggést u, v és r kozott:

L+ [f'(@o)]* + (f(w0) — v).f"(x0) = 0.

Mivelhogy f”(z¢) # 0, e hdrom 6sszefiiggésbol konnyen kiszamolhatok
az egyértelmii u, v és r > 0 értékek, éspedig:

1L+ [f'(z0)]?

e ﬂm>'fm>
L [P
v= f(xg) + Frleg)

[Pl
[f"(zo)|

tehat az unicitassal készen vagyunk. Az egzisztencia a fenti képletek
megadéasaval mar konnyen koévetkezik, csak azt kell beldtnunk, hogy a
fenti u,v és r értékekkel felirt kor legalabb masodrendben simul az f
fliggvényhez. Ezt az olvaséra bizzuk.

Megjegyzés: xq-beli gorbiilet
Legyen f az g € int Dy pontban legalabb 2-szer differencialhaté fiigg-  {Fpe:x0.gorbulet?}
vény. A

fl/(xo)

{1+ [f"(20)]2}2

értéket az [ fiiggvény zo-beli gorbiiletének nevezziik. Az f fliggvény
xo-beli gorbiilete xg-ban az f érinto egyenestol vald eltérését méri, emi-
att barmely egyenes gorbiilete 0. Amennyiben az f fiiggvény xo-beli
masodrendii derivaltja nem 0, akkor ebben a pontban az f figgvény g
gorbiletének és simuldkore r sugaranak kapcsolatat az

g:

képlet adja.

[& Simulokor és gorbiilet szamitasa

Mintafeladat: Fiiggvények érintkezése
Hanyadrendben érintkeznek az xq = 0 helyen az {Fmi:fvk.erintk}

fR—=R, f(r)=3z"

és
4

g:R—=R, gx)=1—¢"
fliggvények?

263



Megoldas:

Szamitsuk ki az f(0) és g(0) értékeket és hasonlitsuk 6ssze ket.

f(0) =0 =g(0).

Vegyiik észre, hogy f és g akarhanyszor differencialhaték az o = 0 helyen.
Szamitsuk ki az f'(0) és ¢'(0) értékeket és hasonlitsuk Gssze Sket.

= e 4 40P = —16x3e4"""4, igy

f'(x) =927 és g'(w)
f'(0) =0=g'(0).

Szamitsuk ki az f”(0) és ¢”(0) értékeket és hasonlitsuk Ossze Sket.

F'(x) = 18z és ¢"(x) = —16(322* +23e*" 4-42%) = —4822c*" —25625¢%",
fgy f"(0) = 0=g"(0).

Szamitsuk ki az f”'(0) és ¢"”'(0) értékeket és hasonlitsuk Ossze Sket.

A harmadrendii derivaltak a kovetkezék: f”(x) = 18 és
g"(x) = —48(2xe™" + 22" . 162°) — 256(62°c*" + 20e*" . 162°) =
= —96ze*" — 23042%e"" — 409627,

igy f"(0) = 18 # 0 = ¢”(0), ezért az n-ed rendben val6 érintkezés

« /ey

leszkednek.

Mintafeladat: Simuldkor felirasa
Legyen {Fmi:simulo.kor}

fi[-2,00) = R, f(z)=vaz3+8.
a) Irja fel az zyp = 1 pontban f simulékorének egyenletét.

b) Mekkora a gorbiilet ebben a pontban?

Megoldas:
a)
Vegyiik észre, hogy az f fliggvény legaldbb kétszer (tulajdonképpen akar-

hanyszor) differencidlhat6 az xy = 1 helyen. Irjuk fel a simul6kdr egyen-
letét az o = 1 pontban.

f simulékore xy = 1-ben:
(x =)’ + (y —v)* =17,
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ahol a kor C(u,v) kézéppontjanak koordinatéi:

I[P
J(1)

a kor sugara (azaz a gorbiileti sugar) pedig

_lropy
o

L+ /()P
fray

~1 Cf(1) ésv = f(1)+

Szamitsuk ki az f'(x) és f”(x) derivaltakat.

32
(1) = ————, 65
fz) 2v/ a3 + 8

2
F(z) = 3 23:@_ - 2\/3;? —
x° + 8

3 dw(x®+8) — 32*

2 2 a3 + 8(x3 4 8)
3 ot + 32z

4 /23 +8(a3 + 8)

(\]

Szamitsuk ki az f(1), f'(1) és f"(1) értékeket.

F1)=3,f(1) = ; b (1) = E

Adjuk meg a simulokor kozéppontjanak koordinatait.

1+(%)2 107

u=1——p3" ==, 6
o2 22
14+1 48
U:3+ 24—ﬁ

‘% 22

Irja fel az zo = 1 pontban f simulékérének egyenletét.

(x_;)ﬂ(@,_ﬁ):(lgf)?
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b)
Adjuk meg a gorbiilet értékét az xy = 1 helyen.

A gorbilet értéke a kért pontban
f"(1) 2

3

T[T 15VE

9

5.4.2. Fiiggvények lokalis kozelitése
[J Linearis kbzelités
Definicio: Linearis kozelités
Legyen f differencidlhaté figgvény az x¢ € int Dy pontban. Az {Fde:linearis.koz}

L(z) = f(xo) + f'(w0)(x — x0)

linedris kozelit figgvényt (azaz az (zo, f(x¢)) pontbeli érint6 egyenest
leiré fiiggvényt) az [ fiiggvény xo-beli linearizaciéjanak nevezzik, az

f(z) = L(x)

kozelitést pedig az f fiiggvény z( helyhez tartozé (vagy xo kézépponti)

ese s

Megjegyzés:

A linearis kozelités hasznos, amikor egyes nehezebben kezelhetd fliggvé-
nyeket bizonyos intervallumon elsofoku fliggvényekkel , helyettesitiink”,
ezaltal bonyolult formulak helyett jéval egyszertibbekkel szamolunk, kis
hibat megengedve. Minden differencialhaté fliggvényre igaz, hogy egy
adott xy pontbeli érintd egyenes az xg egy kis kornyezetében jol kozeliti
a figgvényértéket. Minél jobban tavolodunk xy-tél, annal inkdbb ve-
szitink a pontossagbdl. Hibanak nevezziik a valodi és a kozelité érték
kozotti eltérést.

[& Egy linearis kozelités feladat

Mintafeladat: A linearis kozelités alkalmazasa
Adjunk lineéris kozelitést az In(1,01) értékre. {Fmi:linearis.koz}

Megoldas:

Irjuk fel az f : (0,00) — R, f(x) = Inz figgvény zop = 1 helyhez
tartozo lineéris kozelitését.

[ differencidlhaté a (0, 00) intervallumon és f'(z) = 1. Igy a kért linearis
kozelito fliggvény:

L(z) = f(1)+ f'(1)(x — 1), azaz
Lz)=0+1-(x—1),
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ami nem mas, mint L(x) = x—1, azaz felirhatjuk, hogy az xq = 1 helyhez
tartozo linearis kozelités
flx)~x—1.

Ezen linedris kozelités segitségével approximaljuk (kozelitsiik) az In(1,01)
értéket.

In(1,01) ~ 1,01 — 1 = 0,01.

[ A Taylor polinom fogalma

Definicié: Taylor polinom, Maclaurin polinom
Legyen f az xo € int Dy hely egy k(zo) kornyezetében n-szer differenci-
alhaté figgvény. A

' (@o) J" (o)

T o () = f($0)+T(37—$0)+T($—$0)2+. .

{Fde:Taylor.polinom}

f(n) ()

n!

(x—x0)"

polinomot az f fiiggvény z, helyhez tartoz6 n-ed foka Taylor poli-
nomjanak nevezziikk. Az xy = 0 helyhez tartozé polinomot Maclaurin
polinomnak is nevezziik.

Példa:
Az alabbi abran az
flx)=¢€" zeR

figgvényt és az o = 0 helyhez tartozé elsé és masodfoku Maclaurin
polinomjait lathatjuk, azaz a

2

Tl’o(.'I?) =14xésa TQ,O('T) :1+$+%

polinomokat.
Ide jon a Taylor polinomok TAY-05-22.png abraja
B Kozelités Taylor polinommal

Tétel: Taylor polinommal valé kozelités; Lagrange-féle maradéktag

Legyen f az g € int Dy hely egy k(zo) kornyezetében n-szer differenci-  (Fte:Taylor.pol.L}
alhato figgvény.

1) Ekkor a T, ;,(z) polinom az egyetlen n-ed fokd polinom, mely az f
fiiggvényt xo-ban legalabb n-ed rendben érinti. A Taylor polinom-
mal torténd kozelités formulajat

f(x) = Thuo(7) + Ro(2)

alakba irhatjuk, ahol az
Ry(z) = f(z) — T 00 ()

maradéktag nem mas, mint a kozelités hibaja.
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2)

Tovéabb4, ha f a k(xy) kornyezetben (n + 1)-szer differencidlhato,
akkor minden = € k(zy) esetén van olyan & az g és x kozott, melyre
fennall, hogy a Taylor polinommal torténd kozelités hibaja

fD(E)

(n+1)! .

Rn(l’) = f(l') - Tn,azo(x) - (IL' — X

Az igy megadott R,(x)-et a Taylor formula Lagrange-féle mara-
déktagjanak nevezziik.

Bizonyitas:

1)

Koénnyt belatni, hogy a T, ,,(z) Taylor polinom f(z)-et xo-ban n-
ed rendben érinti, hiszen egymds utan n-szer derivalva a (k(zo)
kornyezeten értelmezett) T, ,,(x) Taylor polinomfiiggvényt, majd
x helyére zo-t helyettesitve, kapjuk, hogy

Tn@o (:L“O) - f(xO)a

T 20 (o) = f' (o),
T,;/@U(ZL‘()) = f”(xo)a

T (20) = [ (o).

n,ro
Az unicitast (tehat azt, hogy mas, ilyen tulajdonsaggal rendelkez6
n-ed foki polinom nem létezik) indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel,
hogy létezik a T}, ., (z) n-ed foki Taylor polinomtél kiilénb6z6 n-ed
foku

p(2) = agtar(z—x0)tag(z—x0)*+. . Hap(x—x0)"+. . Aan(z—20)"

polinom, mely szintén legaldbb n-ed rendben érintkezik az f fligg-
vénnyel az xg-ban. Deriviljuk k-szor egymés utédn p(x)-et, majd
helyettesitsiink x helyére xo-t. Kapjuk, hogy

Vi e {0,1,2,....,n} p®(xy) = klay,

ahonnan . .
_p®(o) _ fO(o)

k! ko
tehat p(z) = T), 4, (), ami ellentmondas.

Qg

A Lagrange-féle maradéktaghoz rogzitstink tetszoleges x € k(xg) \
{zo} elemet. Legyen pl. = > (. (Amennyiben a forditott egyen-
16tlenség all fent, hasonlbéan jarhatunk el.) Bevezetjiik a kovetkezo
segédfiiggvényt

g:lwo,x] = R, g(u) = f(u) = Ty (u) — K(u—x0)"",

ahol a K € R konstans értékét ugy valasztjuk meg, hogy g(x) = 0.
Bebizonyitjuk, hogy van olyan £ € (zg, x), melyre

_ M)
ECES
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Mivel g(z) = g(z) = 0, a g fuggvény pedig folytonos az [z, z] in-
tervallumon és differencidlhaté az (zg, «) intervallumon, Rolle tétele
miatt van olyan & € (zg,x), melyre ¢’'(&) = 0, De ¢'(x¢) = ¢'(&1).
Réadasul a ¢’ fuggvény folytonos az [z, ;]| intervallumon, differen-
cialhaté az (z, &) intervallumon, igy Rolle tételét alkalmazhatjuk
a ¢ fuggvényre is, tehat létezik olyan &, melyre xg < & < & < x
és ¢"(&2) = 0. Mivel ¢"(xg) = ¢"(&) = 0, és ¢"-re is teljestilnek a
Rolle tétel feltételei, folytathatjuk az eljarast. Az n-edik lépés utan
azt kapjuk, hogy létezik olyan &,, melyre

To <& <& <...<& <& <wés g™ (&) =0.

Ekkor g™ (z¢) = g™ (&,) = 0, igy egy utolsé Rolle tétel alkalmazés
miatt van olyan & € (z¢,z), hogy g1 (¢) = 0. Mivel

9 (w) = £ (w) = K (n+ 1),

ezért
0= g D(e) = SHI(E) — K(n+ 1)L,
ahonnan
I ARRI3)
 (n+1)!

Tehat minden = € k(xg) esetén van olyan & az zg és z kézott,
melyre fennall, hogy a Taylor polinommal tortén6 kozelités hibaja

_ U

me_(n+nﬂx_%wﬂ‘

Megjegyzés:

A Taylor polinommal valé kozelités tétele az n = 0 esetben a Lagrange-
féle kozépértéktétel formuldjat adja. Minél nagyobb az n, annél jobb a
kozelités.

El Nevezetes Maclaurin polinomok

Tétel: Nevezetes Maclaurin polinomok
Néhany nevezetes Maclaurin polinom:

1.

2.

Cml+I 4T T T e R

n!’
z2n+1

3 5 7
shmz%+%+%+ﬁ—!+...+—(2n+l)!, reR;

x2n

dw%1+§+%+%+§+nﬁﬁm,xeK

=rltrt+a?+ad+at+a®+ a4+ a2, ze(-1,1);

. 3 5 7 n 2n+1 .
sinz~ i -5+ 5 —HF+...+(=1) o T ER;

m2 JI4 JIG x8 xQn
In(l+a)ms—2 o ety (et g e (—1,1);
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x2n+l

8. arthrmao+Z +Z +2 424 20 g (-1,1)

Bizonyitas:
Mindegyik képlet bizonyithato a Taylor polinom képletével, ezért most
csak az els6 harom képletet bizonyitjuk.

1. Az f(x) =¢", z € R figgvény esetén f(0) = 1. Az (") = e",
(e®)" =e", ..., (e*)™ = e® derivaltakat hasznalva kapjuk, hogy f'(0) =
f"(0) = ... = f™(0) = 1, igy a Taylor polinom képlete miatt

x x2 x at "

A 2. és 3. képletek bizonyitasahoz felhasznaljuk az 1. képletet, va-
lamint az e~® Maclaurin polinomjat (ami szintén az 1. képlet (—x)-re
felirva), és a szinusz hiperbolikusz és a a koszinusz hiperbolikusz fliggvé-

« sz

PR z? 2t 2t "
N TR TR TRV TR
N r x2 3 gt an
M TR R TP TRE

majd az elsé sorbdl kivonva a méasodikat, majd 2-vel elosztva kapjuk a 2.
képletet, mig a két sort Osszeadva és 2-vel elosztva kapjuk a 3. képletet.
A t6bbi képlet bizonyitasat az olvaséra bizzuk.

5.4.3. Tayor polinomos alkalmazasok

[& Az n-ed fokii Taylor polinom felirasa

Mintafeladat: Kozelités Taylor polinommal

Irja fel az {Fmi:Taylor.koz}
f:(0,00) >R, f(z)=Inz

figgvény xy = 1-beli harmadfoki Taylor polinomjat és ennek segitségével

kozelitse az In(1,02) értéket.

Megoldas:

Irjuk fel az f figgvény zo = 1-beli harmadfokd Taylor polinomjénak
képletét.

f,<1) (iL‘— 1)2+ f//;)('l) (iC— 1)3

1!

S
2!

Ts1(x) = f(1) +

(x—1)+

Szamitsuk ki az f(1), f'(1), f"(1) és az f"(1) értékeket, majd helyette-
sitsitk be 6ket a polinom képletébe.
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=5 Fa)=2

Az f figgvény xo = 1-beli harmadfoka Taylor polinomja:

Tyr(z) = 0+ (x— 1) — ;@ 12 g ;@ )

Helyettesitsiink most x helyére (1,02)-t, igy megkapjuk az In(1, 02) érté-
kének kozelitését.

1 1
f(1,02) = In(1,02) ~ 0,02 — 5(0, 02)? + g(0, 02)* = 0,019802667,

amibdl az els6 hét tizedesjegy pontos. (Ez ut6bbi allitdst most nem kérte
a feladat, igy nem igazoljuk.)

& A Lagrange-féle maradéktag hasznalata

Mintafeladat: Kozelités elore megadott pontossaggal
Hatdrozzuk meg az %2 értéket négy tizedesjegyii pontossaggal. {Fmi:Taylor.koz}

Megoldas:
Mivel —0.2 kozel van a 0-hoz, irjuk fel az
flx)=¢€" z€eR
fuggvény xy = 0 helyhez tartozé Taylor polinomjat (azaz Maclaurin po-

linomjat).

e’ =T,o(x) + Rp(x),

ahol az e* figgvény xy = 0 helyhez tartozé Taylor polinomja

11, 1 1
Tn,o(ZE):1+ﬂ$+§$2+§$3+---+aﬂf-

Hasznalva a Lagrange-féle maradéktagot, keressiik meg, hogy az e fligg-
vény hanyadfoki Maclaurin polinomjaba kell behelyettesiteniink x helyé-
re (—0,2)-t az e7%? értékének (legaldbb) négy tizedesjegyli pontossaga-
hoz. A legkisebb jé fokszamot adjuk meg.
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A Lagrange-féle maradéktag

f(n+1) (g) n+1

Rn(z) = CEE

valamely x és 0 kozotti € értékkel. Ennek a maradéktagnak a becslésével
kapunk valaszt arra, hanyadfoki Maclaurin polinomba kell behelyettesi-
teniink. A Lagrange-féle maradéktag —0, 2 helyen vett abszolut értéke:

Fr(E)
(n+1)!
Mivel négy tizedesjegyii pontossaggal kérjiik az értékét, a Lagrange-féle

maradéktag —0,2 helyen vett abszolit értékére a kovetkezot koveteljitk
meg;:

|R,.(—0,2)| = (—0,2)"|, valamely ¢ € (—0,2;0) esetén.

et - [(=0,2)""

(n+1)!
Mivel € € (—0,2;0) és az e” exponencidlis fliggvény szigortian monoton
novekvo, majoralva a maradéktagot, a kovetkezo egyenlotlenség legkisebb
n € N megoldasat keressiik:

<0,5-107%

| Rn(=0,2)] =

(O, 2)n+1

[CESy) <0,5-107%
n !

Ez n = 4 esetén mar teljesiil, igy a négy tizedesjegyli pontossdghoz ele-
gendd a negyedfokit Maclaurin polinomba helyettesiteni:

1 _ 1 1 1 1
m e2 = e 072 ~ ]_ + i(—07 2) + §<_0, 2)2 —|— §<_0, 2)3 + E<_07 2)4 —
1 1 1
+(=0,2) + 5 - 0,04 + £(=0,008) + o - 0,0016

=0, 818730666667,

ahonnan az els6 négy tizedesjegy pontossaga garantalt. Megjegyezziik,
hogy az els6 nyolc pontos tizedesjeggyel az eredmény 0,81873075 lenne.

Az
e§ . (O7 2)n+1

(n+1)!
egyenlotlenség nem lenne elegendo a négy tizedesjegyt pontossaghoz. Ek-
kor elegendd lenne a harmadfokt Maclaurin polinomba val6 helyettesités,

ami a 0,8186 kozelitést eredményezné. Itt mar a negyedik tizedesjegy nem
lenne pontos.

|R.(—0,2)| = <107

[& Triikkés Taylor polinomos feladatok

Mintafeladat: Nevezetes Maclaurin sorok hasznalata

[rjuk fel az {Fmi:Maclaurin.haszn}
f:(0,00) >R, f(z)=In4dx

fuggvény zy = i helyen vett harmadfokd Taylor polinomjat.
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Megoldas:

Vegytik észre, hogy

flz)=In(1+42—-1)=1In <1—|—4<:B— i))

és vezessik be az u 1=z — 411 jelolést, majd fogalmazzuk at a feladatot az
1j valtozé segitségével.

f(z) =Indx =In(1 + 4u) =: g(u),

igy az f figgvény zo = }1 helyen vett harmadfokta Taylor polinomjanak
felirasa megegyezik a
1
g(u) :=In(1 +4u), u> ~2
figgvény ug = 0 helyen vett harmadfokd Maclaurin polinomjanak felira-
saval.

Trjuk fel a g(u) harmadfokd Maclaurin polinomjat hasznalva a nevezetes
Maclaurin polinomok tételének 7. képletét.

Az { {
In(l+4+u) ~u— §u2 + éug

képletbe u helyére 4u-t helyettesitve

1 1 64
In(1+4u) ~ 4u — 5(4u)2 + §(4u)3 = Ay — Su? + §u3.

Helyettesitsiink most u helyére (z— i)—ct, felirva a kért Taylor polinomot.

1 1\2 64 1\?
ndz~d(z—-)—8(z—>) +—(z2—-) .
He (x 4) 8<x 4>+3<$ 4>
A Gorbék érintkezése. Polinomidlis kozelités lecke elméleti
tesztfeladatai:

Tesztkérdés:

_6__
Szorozzuk be NGE mal az {GEP-001}

N

f:[0,00) =R, f(z)=2x

fiiggvény xy = 1 abszcisszaju pontjaban vett simulékorének sugarat. Mi
lesz az eredmény? (Csak szdmot lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: A kért eredmény = 13 .
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Megoldas:

. 1 B . . 1 .
Mivel f'(z) = 5355 = %, azaz f'(1) =3 és f"(x) =2 -5 272 = ﬁ,
tehat f”(1) = 32, felirhatjuk, hogy az zo = 1 (abszcisszaji) pontban vett
simulékor sugara

L {1+ (1% {H (3)1 13V13
o rmr 3 T 6

amit ha \/%—mal beszorzunk, akkor az eredmény 13.

Tesztkérdés:

Valasszuk ki az alabbi feladatok koziil azt, amelyik az zy helyhez tartozé
n-ed fokt Taylor polinommal valé kozelités Lagrange-féle maradéktagja-
nak képlete.

(n+1)
o Ryx) = Dol - ag*!
o R,(x)= %x(}, bizonyos x és x kozotti & értékre.
o 1R,(x)= f<(::1))('£) (x — )", bizonyos x és xy kozotti € értékre.
o R,(x)= f((n%;)(m — x)" ™!, bizonyos z és xy kozotti & értékre.
Megoldas:

A Taylor polinommal valé kozelités Lagrange-féle maradéktagjanak kép-
leténél tanultak miatt az egyetlen jo valasz:

(n+1) . , i
R.(z) = f(nj:l)(!f) (x — o)™, bizonyos x és xy kozotti € értékre.

Ebbol azonnal kovetkezik, hogy a tobbi valasz nem jo.

Tesztkérdés:
Legyen az f figgvény az xo € int Dy pontban legaldbb 2-szer differenci-
alhato figgvény. Valasszuk ki az f fiiggvény esetében az igaz allitasokat!

X Az f figgvény xg-beli simulékérének sugara

R RN A CRE
)l

X Az f fliggvény xg-beli simulékorének kozéppontjat a kovetkezd kép-
letekkel szamoljuk ki:

1+ [f/(0)]?
f//(',L.U)

L+ [f ()

: f/(fff0> és v = f(TO) + f//(mO)

U= =Ty —

O Az f figgvény xg-beli simulékorének kozéppontjat a kovetkezd kép-
letekkel szamoljuk ki:

L+ [f'(zo)]”

1+ [f'(xo)]?
f//(xo) :

: f/<l'0) és v = f(xO) - f,,(xo)

U = To +
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O Az f figgvény xg-beli simulékorének kozéppontjat a kovetkezd kép-
letekkel szamoljuk ki:

1= [f(wo)]”

1= [f'(20))?
f”(l’O) :

(o) és v = f(x0) + (o)

u = To+
Megoldas:
Az xy-beli simulékor egyenletének tétele miatt azonnal kovetkezik, hogy
csak a kovetkezo két allitas igaz:
Allitas: Az f fliggvény xg-beli simulékorének sugara
{1+ [ @)
r= P :
| f"(20)]
Allitds: Az f fiiggvény zo-beli simulékorének kozéppontjat a kovet-
kezo képletekkel szamoljuk ki:
L+ [f'(@o)]* 0 v 1+ [f"(20))?
A simulokor egyenletének tételébol az is azonnal kovetkezik, hogy a
tobbi allitas hamis.

U = o

Tesztkérdés:
Viélasszuk ki az igaz képleteket!

n

Metml 4L pol oy ot

n!

~ x? x4 0 28 n_z"
chosx~1—§+1—a+§—~-+(_1) 2n)!"
: ~ 23 x® z’ z?ntl
D31nx~ﬁ+§+y+ﬁ+--'+m‘
IXIsluwl!—l—g,+5I+71+~~-+(2n+1)!'
Megoldas:

A Nevezetes Maclaurin polinomok tételébol azonnal kovetkezik, hogy
csak a kovetkezo képletek igazak:
. 2 3 4 n
1+ L+ 5 +5+ 5+ 5
2 4 6 8 2n
cosx%1—%+%—%+%—...+(—1)”én)! és
Jj2n+1

X .1’3 $5 $7
she ~ §+ 5+ 5+ 5+ G
a tobbi képlet pedig hamis.

Tesztkérdés:
Viélasszuk ki az igaz képleteket!
X rlto+a?+ad+at+a5+a8+ . +am

. 3 25 =7 n x2ntl
Oshom -G+ -7+ +D"Gom

2 3 4 n
r ~ T X X X T

Oe Nﬁ‘f‘g‘f‘g"‘j—f—...—l—m.
I2n

I2 CU4 IG Is
U Chm%i""ﬂ""ﬁ*‘ﬁ"’"'"’"(zn)!'

Megoldas:
A Nevezetes Maclaurin polinomok tételébol azonnal kovetkezik, hogy
csak egy képlet igaz:

=rltr+a?+ad+at+ab+ab+ .+,

a tobbi pedig hamis.
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