Integral

Kétvaltozos fiiggvények integralja
Megjegyzés Kétviltozos fiigguények integrdljdt kettds integrdlnak is nevezzik.

Két dimenzidéban téglanak olyan téglalapokat neveziink, melyek oldalai tengelyparhuza-
mosak. Ilyenen az integralt az egyvaltozos esethez teljesen hasonléan értelmezziik.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a < b és ¢ < d, illetve f : ) — R korlatos, ahol
I=[abCR J=[c,d CRé&Q=1IxJCR.
Néhany tovdabbe definicio.

e Osztépontok: (zx,y;), ahol k =0,1,... pilletve I =0,1,...,q dgy, hogy a = 2 <
T <---<xp=billetvec=yo <y <--- <y, =d.

o [ = [xp_1,x] illetve J, = [y,_1, yi]jelolésekkel a k,l-edik résztégla I), x J; mértéke
(teriilete) Ag = (zx — 2p—1) (Y —yi—1) > 0, ahol k=1,....,p, I =1,...,q.

o [ xJ egy felosztasa F' = {xg, x1,...,2p} X {yo, 1, ..., Y,} az osztépontok halmaza.
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o Alsé kozelit6 osszeg, vagy alsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

P q
SF = sz“Akl’ ahol myy = inf{ f(z,y) : x € I,y € Ji}.

k=1 l=1

e Felsé kozelité Osszeg, vagy fels6 osszeg (I felosztdshoz tartozik)

p

q
Sp =YY Muly, ahol My = sup{f(z,y) : @ € I,y € Ji}.

k=1 I=1

Az egyviéltozos esethez hasonld tételeket is kimondhatunk. Ezek bizonyitdsa meg-
egyezik az ottaniakkal.
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e 1 CF, = sp <sp, <S5k < Sp.

Fy és F; tetszoleges felosztasok esetén sp, < Sp,.

dh = sup{sr} € R és IH = inf{Sp} € R. Ezeket rendre alsé illetve felsé Darboux-
integralnak nevezziik.

e h<H.

Definicié Legyen f: Q = I x J — R korldtos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f Riemann-
integrdalhato QQ-n, ha h = H. Ezt a kézds értéket az f fiigguény Q-n adott Riemann-integralj

dnak (réviden integrdljdnak) nevezzik és
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illetve
/f vagy /f(x,y)dd(%y) vagy //f vagy / f(z,y)dd(z,y)
Q Q Q Q
modon jeldlyiik.
Most is igaz a kovetkezo.

Tétel Ha f: Q) =1 x J— R folytonos, akkor Riemann-integrdlhato QQ-n.
Az integral kiszamolasa. Kettds integral kétszeres integralla alakitasa.

Tétel (Fubini-tétel téglan) Legyen f: Q = I xJ — R korldtos, ahol I = [a, b]és J = [c,
d)! Ha f Riemann-integralhato QQ-n, és mmdenx € lesetén azy— f(x,y)

Riemann-integralhaté J-n, akkor g(x /f x,y)dy is Riemann-integralhaté I-n, és

é/fa/bg(a:)dx
ff5- ] (] rene)

Megjegyzés Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljesiil, igy ekkor igaz a tételdllitdsa,
sot ekkor forditott sorrendben is igaz, azaz ekkor

//f / /fxydy d:r—/d /bf<x,y>dx dy.

y=c

Tehdat ekkor

Ha az y — f(x,y) Riemann-integralhato J-n nem teljesil minden x-re, akkor helyette
az also vagy a felso integrdllal szamolhatunk, vagyis ekkor
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J[i= ]| [tena|a= [ | [rendy |
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r=a

lletve L
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//f:/d /bf:cydx dy=[ | [ faae |
Q y=c \rv=a v=a

y=c



f Riemann-integrdlhatésaga Q-n ilyenkor is feltétel, de ebbdl kovetkezik példdul g(x) =
d

/f($, y)dy Riemann-integrdlhatosaga I-n.

y=c

Példa Legyen I =1[0,1], J =[1,2] és T = I x J! Hatdrozzuk meg az

JIESCY)

T

integralt, ha létezik!

Megoldas:

e

x
Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato a Fubini-
tétel.

1 2 1

9 2
// Bwe™"d(x,y) = / /3966“/ dy | dz = —3/62:’5 —e dr = s3-2ete 222+ ¢
T

0o \1 0
Példa Legyen I =[1,2], J =1[1,3] és T = I x J! Hatdrozzuk meg az

[ weos2ayita.y)

T

integrdlt, ha létezik!



Megoldas: Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato

a Fubini-tétel.
2 3

//ycos 2xyd(z,y) :/ /ycos 2xydy | dx
T 1 \1

Ez y szerint parcialis integral, probdaljuk meg a mdsik sorrendet.

3 /2 3
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// y cos 2xyd(x,y) = / /ycos 2eyde | dy = / {5 sin Qxy] =
=1
T 1 \1 1

1 [cos? 4y7°
/sin4y—sin2ydy =3 [COSQ y COZ y}
1

1
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B 2cos6 —cos12 + cos4d — 2cos 2

8
Kovetkezmény Hag: I — R, h:J— R folytonos, és f: Q =1 x J— R dgy, hogy f(x,

y) = g(x)h(y), akkor
o

Bizonyitds. Legyen I = [a,b] és J = [c,d]. Ekkor

] - /b /d g(x)h(y) dy | dz = /b 9() /d hy)dy | do = /b g(z) do /d h(y) dy.
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Az els6 egyenloség a Fubini-tétel miatt igaz.
A masodik azért mert g(z) nem fiigg y-t6l, azaz konstans szorzé, igy kiemelhetd az

integralbdl.
d

Az utolsé pedig azért, mert / h(y)dy nem fiigg x-tél, azaz konstans szorzd, igy

kiemelhet6 az integralbol. ’ O]

A kovetkezékben hasznéljuk a d7T" jelolést a d(x,y) helyett, ami a teriileti integralra
utal.

Példa Legyen T'= [0, 1] x [—2, 0]/ Hatdrozzuk meg az

/ / 2yt AT

integrdlt, ha létezik!



Megoldas: Mivel T tégla, és az integrandus folytonos, ezér intdgralhato T-n, és

alkalmazhaté Fubini-tétele. S6t, mivel az integrandus (a{e>®) y692>, ezért

1 0 ) 1 0
2 2 3! e3® e’
// rye®™ TV dT = /Q;e3”‘" dx/yey dy = x—} —/—dx —| =
3,7 ) 3 >
T 0 22 0 -2

Most definidljuk az integralt tetszoleges korlatos halmazon.

Definicié Legyen T C R? korldtos halmaz, és f: T — R korldtos fiigguény. Ekkor léteznek
1, J C R kompakt intervallumok, hogy T C I x J. Terjessziik ki f-et,

azaz legyen
x,y), ha(x,y) €T,
oo, y) = fz,y) (z,y)
0, ha (x,y) ¢ T!

Ha g integrdlhato I x J-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhato T'-n, és a most definialt

integrdl értéke a g integrdlja lesz.
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Megjegyzés Kinnyen ellenérizhetd, hogy az integrdl (és az integralhatdsdg) nem fiigg I és
J wvdlasztdsdtol.

Definicié A T C R? tartomdnyt normdltartomdnynak nevezziik, a kivetkezd két esetben.

e 1 tengelyre vonatkoztatott normaltartomany

I = [a,b] C R kompakt intervallum, c,d : I — R folytonos figgvények gy, hogy
c(x) < d(x) minden x € I esetén és

T={(z,y) eR*:x € I,c(x) <y<d)}

e y tengelyre vonatkoztatott normdltartomany

J = [e,d] C R kompakt intervallum, a,b : J — R folytonos figguények gy, hogy
a(y) < b(y) minden y € J esetén és

T={(z,y) eR*:y € Jaly) <z <by)}



()
0« b 0

(a) z tengelyre vonatkoztatott (b) y tengelyre vonatkoztatott
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3.9. dbra. normaltartomany

Megjegyzés A gyakorlatban akkor alkalmazhatok a kovetkezokben kimondott té-telek, ha
a definicioban szerepld a, b, ¢ és d fligguények eléqg 'szépek’.

Most is igaz a kévetkezo.

Tétel HaT C R? normdltartomdny f: T — R folytonos, akkor Riemann-integrdlhatd T -n.
Normaéltartomanyon vett integralra is kimondhaté Fubini-tétele.

Tétel (Fubini-tétel normaltartomanyon) A definicid jeloléseivel:

1. Ha f integrdlhato a T x tengelyre vonatkoztatott normadaltartomadnyon, akkor

//f=/b 7) f(z,y)dy | dz,
T x —c(x)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden x € [a,b] esetén.

2. Ha f integrdlhato a T y tengelyre vonatkoztatott normdltartomanyon, akkor

//fz/d b/(y) f(z,y)dz | dy,
T y=c \z=a(y)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden y € [c,d] esetén.
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