4.3. Explicittol eltéro alakban megadott fiiggvények de-
rivaltja
E lecke befejezése utan a hallgato:

e derivélni tud barmilyen (derivdlhat6) paraméteresen megadott figg-
vényt,

e derivélni tud barmilyen (derivalhat6) polarkoordindtédkkal megadott
fliggvényt,

e logaritmikus derivaltat tud szamolni,

e tetszoleges (derivalhatd) implicit fiiggvényt is derivalni tud.

4.3.1. Paraméteres alakban megadott gorbék érinto egyenesei
E Attérés a paraméteres alakrdl explicit alakra

Tétel: Paraméteres alakbol expicit alakba val6 attérés
Ha egy g sikgorbe paraméteres alakja {Fte:parambol.explbe}

{x = x(t)
y=y(t), te(t,ta),

ahol az z(t) és y(t) folytonos leképezések és az z(t) szigortian monoton
(vagy invertdlhato) fiiggvény a (¢, ty) intervallumon, akkor egy g gorbe
paraméteres egyenletrendszerérdl attérhetiink a gérbe y = f(z) expli-
cit alaki egyenletére, tehat nem akarmilyen sikgorbérdl van szo, hanem
létezik olyan f fiiggvény, melynek az el6bbi gérbe a grafikonja.

Bizonyitas:
A feltétel és a szigortian monoton, folytonos fliggvény inverzének tételébdl
kovetkezik, hogy az x(t) fliggvénynek létezik

t=t(z), x€(a,b)

inverze, mely ugyanolyan szigori monotonitassal rendelkezik. Ezt behe-
lyettesitve a paraméteres egyenletrendszer méasodik egyenletébe kapjuk,

hogy
y=vy(t(x)), z¢€(a,b),

amit bizonyitani kellett.

[J Az asztrois paraméteres és explicit alakja

Definicié: Asztrois
Az asztrois olyan sikgorbe, amit egy rogzitett R sugart koron belil, {Fde:asztrois.def}
csuszas nélkil legordiild, 4-szer kisebb r sugart, C' kozéppontt kor egy
rogzitett P pontja ir le. (Az ilyen, kéron belil gordilé mésik kor megha-
tarozott kertileti pontja altal leirt gorbéket hipocikloisoknak nevezziik.)
Az egyszeriiség kedvéért az asztroisnal legyen a nagy kor origd centru-
m, és indulaskor a kis kor P pontja, melynek palyajat figyeljiik, egyezzen
meg a nagy kor Q(0, R) koordinataju pontjaval.
Ide jon az asztrois abraja, ASZ-04-06.png abra
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Példa: Asztrois paraméteres és explicit alakja
Amennyiben ¢ = QOC<, bonyolult szdmitasokkal levezethetd, hogy az  {Fpe:asztrois}
asztrois paraméteres egyenletrendszere

r = Rcos® o
y = Rsin® ¢,

ahol ¢ € [0, 2m).

Ha ebbdl szeretnénk megkapni az explicit alakot, kifejezziik cos ¢-t, vala-
mint sin -t és behelyettesitjiik a kapott kifejezéseket a sin? ¢ = 1—cos? ¢

azonossagba:
y\3 T\ 3
=) =1—(—= -R, R
(%) (7) vet-rA

majd atszorzunk R%-nal, igy az asztrois explicit alakja 2 fiiggvény:

(y=)fi2(z) =+ (R% — x%)% . € [—R,R].

Ide jon az asztrois animéacidja - a WIKI-n https://hu.wikipedia.org/
wiki/Asztroid/ az asztroisnal az utolsé animacid

[& Gorbék paraméteres alakban valé megadasa

Mintafeladat: A ciklois

Legyen egy r sugart kor kertiletének egy rogzitett P pontja pontosan az  {Fpi:ciklois}
O origbéban ugy, hogy az x-tengely alulrél érinti a kort (tehat a kor ko-

zéppontja C(0,7). Az x tengelyen cstiszasmentesen (eldre, hatra) gordiilé

kériink P pontja cikloist ir le. Irjuk fel a ciklois paraméteres egyenlet-

rendszerét.

Megoldas:

Rajzoljuk fel, mi torténik, ha a kor cstszasmentesen elgurul pl. pozitiv
iranyba tgy, hogy az x-tengellyel valé érintkezési pontjat A-val jeloljiik
és a kor kozéppontjat pedig B-vel, ahol a B pont koordinatai (OA, ).

Ide jon a ciklois abraja, CIK-04-07.png abra
A cstiszasmentesség miatt az OA szakasz hossza ugyanakkora, mint
a PA korivé, azaz rt, ahol t = ABP<.

Legyen ez a t sz0g a paraméter. Irjuk fel a ciklois paraméteres egyenlet-
rendszerét:

A cikloist leir6 P(x,y) pont koordinatai a kovetkezok: Legyen a P pont
x-tengelyre valé meréleges vetiilete () és a BA egyenesre valé vetiilete R.

r=0Q=0A—-QA=rt—rsint =r(t —sint)

és
y=PQ=BA—BR=r—rcost=r(l—cost),
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igy a ciklois elsO ivének paraméteres egyenletrendszere:

x =r(t—sint)
y =r(1— cost),
ahol t € [0,27]. Ha pedig t € R, a teljes gorbe paraméteres egyenlet-
rendszerét kapjuk meg.
Ide jon a ciklois animacidja - hasonlét a WIKI-n lathatunk, https://hu.
wikipedia.org/wiki/Ciklois

Derivalas paraméteres alakban megadott fiiggvény esetén

Tétel: Paraméteresen megadott fiiggvény derivaltja
Legyen egy g gorbe paraméteres egyenletrendszere

{x = (1)

y:y(t)7 te [t17t2]7

ahol az x(t) szigorian monoton (vagy invertdlhatd) fuggvény a [t, o]
intervallumon. Jeldljikk & (ty) = %2(to) -val, valamint g(to) = SL(to)-val
az x(t) és y(t) figgvények t szerinti derivaltjait a t = ¢ helyen (az ¢/
tovabbra is x szerinti derivéaltat jelent). Ha z(t) és y(t) differencialhaté
fuggvények a ty € (t1,12) pontban gy, hogy @(ty) # 0, akkor az y(t(z))
figgvény differencialhaté az xg = x(tg) helyen és derivaltja a kovetkezo:

dy y(to)
y'(z0) = @(xo) = i:(tz)'
Altaldnosan a képletet szoktuk még
dy _ gyt
/ = — =
@) =3 = 20

alakban is irni, ha x(¢),y(¢) differencidlhaték és ©(t) # 0 a (1, t2) inter-
vallumon, valamint ugyanitt x(¢) szigortian monoton (vagy invertélhaté)
fiiggvény.

Bizonyitas:

A paraméteres alakbol explicit alakba vald attérés feltételei teljestilnek,
igy valoban 1étezik az y(z) explicit alak, aminek a derivaltjat, azaz y'(z)-
et ki akarjuk szamitani. A lancszabaly, valamint az inverz fliggvény
derivalasi képlete miatt felirhatjuk, hogy

y'(z0) = @(l’o) = iﬁ(to)ii(xo) = 4(to) -~ 1 _ y(to)_
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[& Paraméteres alakban megadott gorbe érintdé egyenese

Mintafeladat: Ciklois adott pontbeli érinté egyenese

Irjuk fel az {Fmi:cikl.erinto}
r=1—-sint
y=1—cost, te]0,2n],

ciklois v ¢ = & paraméterti pontjdhoz tartozé érint6 egyenesének egyen-
letét.

Megoldas:

Vegyiik észre, milyen sugaru (az x-tengelyen, cstszasmentesen) gordiils
kor rogzitett P pontjanak utvonala irja le a ciklois ivet.

r = 1 sugaru az x-tengelyen gordiild kor.

Az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznalva, szamitsuk ki
a t = % paraméterti cikloisbeli ponthoz tartozo érintd egyenes irdnytan-
gensét.

Hasznalhatjuk a paraméteresen megadott fiiggvény derivaltjanak tételét
pl. a (0, §) intervallumban (ami -ot tartalmazza), mert az x(t) fiiggvény
itt invertalhaté, igy a t € (0, ) paraméter értékii pontokra felirhatjuk,
hogy
dy  y(t) sin t
Jw) = L= T -

v i(t) 1—cost’
azaz A t = ¢ paraméterti cikloisbeli ponthoz tartozo6 érintd egyenes irdny-
tangense:

,( (w)) sin = 3 1
y T | — g = = = .
6 l—cos®E 1-¥3 2-./3

2

[rjuk fel az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznalva a kért
érint6 egyenes egyenletét.

Mivel az érint§ egyenes egyenlete az y = f(z) explicit alaki fliggvény
grafikonjahoz az zy pontban

y — f(xo) = f'(xo)(x — x0),

és
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valamint

f<x(g>):1—cosg:1_\f_2—\/§7

a kért érinto egyenes egyenlete

2- V3 1

Y= _2—v§<x_6 2
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4.3.2. Polarkoordinatakkal megadott gorbék érint6é egyenesei
El Attérés a polarkoordinatas alakrdl paraméteres alakra

Tétel: Polarkoordinatas alakbé6l paraméteres alakba valé attérés
Ha egy g sikgorbe polarkoordinatas alakja {Fte:polbol.parbe}

r =r(#), ahol § € ©, valamely © C R esetén

(altaldban © = [0, 0] intervallum), ahol r = /2?2 4+ y?> > 0 a vezér-
sugar (origdtdl valo tavolsag) és € € © a polarszog, akkor a sikgorbe
paraméteres alakja a kovetkezd (6 a paraméter):

x =r(f)cosf
y=r(f)sind, 60c0O.

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik a polarkoordinatas alak definiciojabol.

El Derivalas polarkoordinatas alakban megadott fiiggvény esetén

Tétel: Polarkoordinatakkal megadott fiiggvény derivaltja
Legyen egy g gorbe polarkoordinatas egyenlete {Fte:pol.der}

r =7(0), ahol 0 € [0;,05],

ahol 6,0y € R, 6, < 605, és legyen tovabba az x(0) = r() cos 6 fiiggvény
szigoruan novekvd, vagy invertdlhaté a [0y, 6;] intervallumon. Ha x(6)
és y(0) differencialhat6 fiiggvények a 0y € (01,6,) pontban ugy, hogy
(0y) # 0, akkor az y(0(z)) figgvény differencidlhaté az zop = x(6p)
helyen és derivaltja a kovetkezo:

7(60p) sin 6y + r(6y) cos Oy
(o) cos Bp — 7(6p) sin By

y'(z0) =

(Mivel 0 akar paraméterként is tekinthetd, igy a #-val val6 derivédlast is -
akarcsak a paraméter szerinti derivalasnal - az % (6p), illetve §(6y) jeloli.)
Altalanosan a képletet szoktuk még

() = 7(6) sin @ + r(0) cos 0
vz = 7(0) cos§ — r(0)sind
alakban is irni, ha x(0),y(0) differencialhaték és #(6) # 0 a (0y, 02) inter-

vallumon, valamint ugyanitt z(#) szigorian monoton (vagy invertélhaté)
fiiggvény.

Bizonyitas:

A polarkoordinatéas alakbol paraméteres alakba vald attérés tételét, a pa-
raméteresen megadott fiiggvény derivaltjat, valamint a szorzatfiiggvény
derivalasi képletét hasznalva, felirhatjuk, hogy

() [r(0)sind]'(6y)  7(0)sinby + () cos by

- Lwo)
dz " T #(6))  [r(0)cosO(6y) () cosby — (o) sin by

y'(z0) =
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[& Polarkoordinatas alakban megadott gorbe érintdé egyenese

Mintafeladat: Kor adott pontjaban hazott érinté egyenese
Irjuk fel az o {Fmi:kor.erinto}
r=2Rcosf, 0¢€ ]

22
kor 6 = % paraméterii pontjihoz tartozo6 érinté egyenesének egyenletét.

Megoldas:

Készitstink abrat és nézziik meg, hol helyezkedik el a feladatban megadott
kor.

Az r > 0 miatt a 0 € {—g, g} esetén teszlink meg egy teljes kort.

A kor dbrdja (két fliggvényrol van szo):
Ide jon a kor abraja, KOR-04-08.png abra

Hasznaljuk a polarkoordindtakkal megadott fiiggvény derivalasi tételét
ha 6 € [O,g és szamitsuk ki az érintd egyenes iranytangensét a félkor
¢ = % pontjaban.

Mivel ]
r <73T) = QRCosg = 27“5 =R

és 7(0) = —2Rsin 6, tehat
r (g) = —2Rsing = —QR\Qg = —RV3,

a ¢ = % félkorbeli ponthoz tartozo érintd egyenes irdnytangense:

y <x (W)) _ T(%) sing—kr(g) cos 3 _
3 r(g) cos%—r(%) sin §
V3
=5

[rjuk fel az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznélva a kért
érinto egyenes egyenletét.

Mivel az érinté egyenes egyenlete az y = f(x) explicit alaka fiiggvény
grafikonjahoz az zy pontban

y — f(z0) = f'(z0)(x — x0),
o(5)=r(5)e(5) =5
(= (5)=r(5)n(5) =75

a kért érinto egyenes egyenlete

és

valamint
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