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11. GYAKORLAT.

Autondm rendszerek 1V.

Ismertnek tételezziik fel a Hamilton-rendszereket és tulajdonsagaikat, valamint a periodikus
megoldasokkal kapcsolatos allitasokat. Osszefoglalva:

Definicié: Az x = f,(x,v) y = f,(x,y) rendszer Hamilton!-rendszer, ha létezik H: Df >R

(f = (f1 f2) kétszer differencialhato figgvény, amelyre f1(x,y) = 9,H(x, ) és f, (x,_y) —
—01H(x,y).

Megjegyzés: A fenti tulajdonsagh H fliggvény létezésének feltétele, hogy divf (x,y) = 0. Nem
elfajult esetben az egyensulyi pont csak nyereg vagy centrum lehet. Ha det(H7 (x0,¥0)) <0 az
(x0,¥o) egyensulyi pont nyeregpont, ha det (H" (xq,y,)) > 0, akkor az (x,, y,) centrum.

Megjegyzés: Tekintsiik egy altalanos x(t) = f (x(t)) autondm rendszert. Legyen T: R™ - R"
az a tiikrozés, amely a palyakat dnmagukba képezi. Ekkor egy p € R™ tetszdleges pontbol
indul6 palya pozitiv értekekhez tartozo részét a T leképezés a T(p) pontbol indul6 palya negativ
értékekhez tartozo részére képezi, igy x(—t, T(p)) = T(x(t,p)) minden t esetén.

I. Az x = fi(x,y),y = fo(x,y) rendszer palyai a fiiggdleges tengelyre szimmetrikusak, ha
|f1(_x;3’) = fl(x'y) és _fZ(_x'y) = fZ(x'y)'|

Ekkor a rendszer invarians a (t, x) - (—t,—x) transzformaciora. Ha (x(t), y(t)) megoldas,
akkor az (—x(—t), y(—t)) is megoldas.

Il. Az x = fi(x,y) y = f>(x,y) rendszer palyai a vizszintes tengelyre szimmetrikusak, ha

1, —y) = i) és fr,(6—y) = HL(xy)]

Ekkor a rendszer invarians a (t,y) - (—t, —y) transzformacioéra. Ha (x(t), y(t)) megoldas,
akkor az (x(—t), — y(—t)) is megoldas.

Hamilton-rendszerek, periodikus megoldasok

1. feladat: Vizsgaljuk az alabbi Hamilton rendszerek egyensulyi helyzeteinek a tipusat!
X=y
y = —2x3

Megoldas: A rendszernek megadhatd az elsd integralja: V(x,y) = % y? + %x“ . Konnyen
ellendrizhetd, hogy a V fiiggvény a palyagorbék mentén allandé. Igy a fazissikon a palyagorbék

1 W. R. Hamilton (1805-1865) angol matematikus
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egyenlete: %yz + %x‘* =C. Az egyetlen egyensulyi helyzet, az origd stabilis, de nem
aszimptotikusan stabilis. Van zart palyagorbe, s6t minden megoldas periodikus. m

2. feladat: Vizsgaljuk az alabbi Hamilton rendszert!

X = 2xy

y=x*-y?
Megoldas: Lathato, hogy az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. Eszrevehetd, hogy a
differencialegyenlet-rendszer Hamilton-tipusu, ugyanis d; (2xy) + 9, (x% — y?) = 0, igy létezik
a rendszer Hamilton-fliggvénye (elsd integralja): H(x,y) = xy? — §x3. fgy a rendszer
palyagorbéi a xy? — §x3 = C alaka goérbék. Megmutathatd, hogy a fenti H fiiggvénynek az
origbban nem lehet szélséértékhelye, ezért a rendszer az origbban instabilis. A palyak
aszimptotdiazx =0ésazy = + %x egyenesek. m

3. feladat: Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa, de nincs
hatarciklusa!

X=-y+xy

y=x+1(? = y?)
Megoldas: Mivel 8, f;(x,y) + 9,f,(x,y) =y —y = 0, ezért a rendszer Hamilton-tipust. Igy
tudunk hozza konstrualni elsd integralt. A primitiv fliggvényt kiszdmitva kapjuk a rendszer
Hamilton-fiiggvényét: H(x,y) = (—y? + xy? — x? — §x3)%. A rendszer egyensulyi helyzetei:
P,(0,0), P,(—2,0), P3(1,v/3) és P,(1, —V3). Hamilton rendszerek esetén az egyensulyi helyzetek
tipusat a det (H''(x, y)) el6jele hatarozza meg. Mivel

17 _ —2—2x zy — A _ 2 2
det (H"(x,y)) = det( 2y o4 Zx) =4 — 4x% — 4y°,

fgy a P, pont centrum, mig a P,, P; és P, pontok nyeregpontok. A fentiek alapjan a
—y2 + xy? — x2 —§x3 =C
gorbék a palyak a fazistérben. Mivel H(x,y) = —y? + xy? — x? — %x3 fiiggvény a (0,0) pont

(kis) kornyezetében konvex, ezért ezen kornyezetben minden megoldas periodikus.
Megmutathato, hogy egyik sem lehet hatarciklus. m (Abra)
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4. feladat: Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek létezik nem trivialis periodikus
megoldasa! x=y-—y3
y=-x-y°

Megoldas: A rendszer nem Hamilton-rendszer és nem adhaté meg konstruktiv médon elsé
integralja sem. Polarkoordinatakra attérve sem jutunk célra. Vizsgaljuk meg, hogy van-e a

—_— 2 z
rendszernek centruma! A linearizalt rendszer matrixa: f'(x,y) = ( _2 1 _23;’ ) IgyaPp,és
P; pontban nyeregpont van. Ezen pontok kornyezetében biztosan nem lehet periodikus palya.
A P, (0,0)-pontban a rendszernek kritikus pontja van. Ha van periodikus megoldésa, akkor ez
csak e pont kornyezetében lehet. Vizsgaljuk meg az origd kornyezetében a megoldasokat! A
palyak az x-tengelyre szimmetrikusak, ugyanis teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések:
filx, =) = —fi(x,y) és fo(x,—y) = fo(x,¥). Igy e tengelyrol idében eldre és hatra inditott
megoldasok szimmetrikusan haladnak. Eszerint az origdt zart palyak veszik kortil, tehat ez
centrum. m ( Abra)
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5. feladat: Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa!
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Megoldas: A rendszernek megadhatdé az elsé integralja: V(x,y) = % yb + %x“ . Konnyen
ellendrizhetd, hogy a V fiiggvény a palyagorbék mentén allando. Igy a fazissikon a palyagorbék
egyenlete: %yG + ix“ = C. Van zart palyagorbe, s6t minden megoldas periodikus.m

6. feladat: VVan-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszernek?
x = xcos(x? +y?) —y
y = ycos(x? +y?) +x

Megoldas: Megmutathato, hogy a rendszer egyetlen egyensulyi helyzete az origo.

Vezessiik be az alabbi polarkoordinata-rendszert: x(t) = r(t)cos ¢(t) és y(t) = r(t)sin ¢(t).

F=rcosr? és ¢g=1.7=00 r= E+kn k € N. A hatarciklusok: r = E+kn k e N.Hak

péros, akkor ez stabilis, ha k paratlan, akkor instabilis hatarciklus. Igy végtelen sok periodikus
megoldasa van a rendszernek. (Abra) m
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