Megjegyzés Folytonos fiigguényre alkalmazhato a Fubini-tétel.

Példa Legyen T={(z,y) € R*: 0 < x, 2?2 < y < 2 — z}! Hatdrozzuk meg az

// 2zy dT
T

integralt, ha létezik!

Megoldas:

T x tengelyre vonatkoztatott normdltartomany, és az integrandus folytonos, igy az
integrdl létezik, és alkalmazhaté Fubini-tétele. Mivel az x* és 2 — x gorbék metszete
x = 1-nél van, ha x > 0, ezért
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Példa Legyen T azy = 2 mdny! /x és azy = 2x* gérbék dltal hatdrolt korldtos tarto-

1. frjuk fel mindkét tipusi normdltartomanyként T-t!



Hatarozzuk meg az

//x+2ydT

T

integralt, ha létezik!

Megoldas: 1. A gérbék metszeteihez a 2/x = 22% egyenletet kell megoldani.
Ennek megolddsai az x = 0 és az x = 1, amikhez rendre azy = 0 és az y = 2
tartozik, vagyis a két metszéspont a (0,0) és az (1,2).

x tengelyre vonatkoztatott normdltartomany:

T:{(az,y)€R2:0§x§1,2x2§y§2\/5};

y tengelyre vonatkoztatott normadltartomdny:

2
T:{(w,y)€R2:0§y§2,yZ§x§\/7}.

N




T normaltartomadny, és az integrandus folytonos, igy az integral létezik, és alkal-
mazhato Fubini-tétele.
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Példa Legyen T az A= (0,0), a B = (5,0), a C = (4,6) és a D = (3,6) pontokdltal

meghatdrozott trapéz!

1. frjuk fel mindkét tipusi normadltartomanyként T-t! Alakitsuk kétféleképpen kétsze-

res integralld az
/ / SV AT
T

2. Hatarozzuk meg az integrdlt, ha létezik!

kettds integrdlt!

Megoldas: 1. x tengelyre vonatkoztatott normdltartomdnyként: T normaltarto-
many, €s az integrandus folytonos, igy az integrdl létezik, és alkalmazhato Fubini-

tétele.
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y tengelyre vonatkoztatott normaltartomanyként: T normdltartomdny, és az integ-
randus folytonos, igy az integrdl létezik, és alkalmazhato Fubini-tétele.

6 5—y/6
// SV AT = / / ST dz dy
T y=02=y/2

2. Most az utdbbival érdemes szamolns.
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Igaz a kovetkezo.
Tétel Ha f: Q=11 x - - - x I, — R folytonos, akkor Riemann-integralhato QQ-n.

Az integral kiszamolasa. Tobbes integral tobbszoros integralld alakitésa.

Tétel (Fubini-tétel téglan) Legyen f: Q=1 x - - - x I, — ]R korldtos fiigg-vény. Ha f
Riemann-integralhats Q-n, és minden (xy, . .., x,_1) € I X - >< I, i ese-

tén az x, — f(x) Riemann-integrdlhato I,-n, akkor g(x / f(z)dx, is Riemann-

an

integralhato I, X -+ X I, _1-n, és

/f = / g(x)d(xy,. .., Tpo1).

Q (:L'l ,,,,, (Enfl)GIlX”-XIn,l

Megjegyzés Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljesiil, igy ekkor igaz a tételdllitdsa.
Sot ekkorn — 1-szer alkalmazhatjuk a Fubini-tételt, igy kapjuk, hogy

- [ ] ) i)

r1=a1

Példa Legyen V = [0,1]® az egységkocka! Hatdrozzuk meg az

///m+y+zd(x,y,z)

Megoldas: Mivel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato a
Fubini-tétel.

integrdlt, ha létezik!
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Az n dimenziés normaltartomanyt rekurzidval definialjuk.
Definicié 71 C R egydimenzios normdltartomdny, ha kompakt intervallum.

T, C R"n-dimenzios normdltartomdny, ha

T.={xeR": (x1,...,2, 1) €Ty 1 a(xy, ..., x5 1) <, <b(x1,...,2,1)}
valamely T,,_; C R ' n — 1 dimenzids normdltartomdny, és a, b : T,_; — R folyto-nos
figgvények esetén, melyekre minden (xq, . . ., Tp_1) € Ty esetén a(zy, . . ., Tp_q1) <
b(l’l, ey :cn,l).

Most is igaz a kovetkezo.

Tétel HaT C R? normdltartomdny f: T — R folytonos, akkor Riemann-integrdlhats T -n.
Normaéltartomanyon vett integralra is kimondhaté Fubini-tétele.

Tétel (Fubini-tétel normaltartomanyon) A definicid jeldléseivel: Ha f in-tegrdlhato
a'T,, normdltartomdnyon, akkor

bn(xly"'7xn—l)

J fla)dz = / / Fa)da, | d(zr,. .., 20),
n TY-1 \an(z1,4Tn-1)

feltéve, hogy a belsd integral is létezik.



Megjegyzés Folytonos fiigguényre alkalmazhato a Fubini-tétel akdrn — 1-szer

18. Bkkor a kovetkezd képletet kaphatjuk, ahol T C R™ normdltartomdny, f: T — R
folytonos fligguény.

b1 ba(z1) br(T1,esTn—1)
jfzj / J flz)dz, | ... .dz, | da.
T1Fa01 T2= 2(.7?1) $7L:an( ,-..,xnfl)

Most is fontos az integralas sorrendje. Valamely integral hatarai csak a téle kijjebbi
integralok valtozéitdl fiigghetnek.

A kovetkezo példékban hasznaljuk a dVjelolést a d(x, y, z) helyett, ami a térfogati
integrédlra utal.

Példa Legyen V= {(x,y,2) e R3:0 <z, y, z ésx + y + 2 < 1}/ Hatdrozzuk

meg az

[

v

integrdlt, ha letezik!

Megoldas:

Miwvel az integrandus folytonos, ezért az integrdl létezik, és alkalmazhato a
Fubini-tétel.



1 l—-x / 1—x—y
[[fzvrar=| /(/ ) ay) e
Vv 0 0
1 [/1-z g 1—a—y 1 /1 . )
— (/ {mz+yz+z—} dy dx:/ /——(x+y) dy | dz =
2 20 2
0 0

A Jordan-mérték és a Riemann-integral tulajdonsagai
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Definicié A T'C R" korlatos halmaz. Ha a konstans 1 fiigguény integrdalhato T -n, akkor a T
halmazt Jordan-mérhetonek nevezzik, az integral értékét a T Jordan-mértékének hivjuk,
és J (T')-vel jelolyiik.

Megjegyzés Rdividen

ha létezik.

Megjegyzés Konnyii megmutatni, hogy minden tégla Jordan-mérhetd, és Jordan-mértéke

az eqy csucsbol indulo n €l hosszdnak szorzata. fgy példaul eqy szakasz 2 dimen-zios Jordan-
meértéke 0.

Az alszakasz elején felsorolt definiciokban szerepld Iy, résztégla mértékét Ag-val jelol-
tik. Ez éppen J(Ig).

Kicsit nehezebben, de szintén beldthato, hogy minden normdltartomdny is Jordan-
mérhetd.

Megjegyzés A kétdimenzios Jordan-mérték a teriilet dltalanositasa. Ha példdul

f i la,b] = R* folytonos, akkor azy =0, x =a, x =b ésy = f(x) dltal hatarolt korldtos
sikidom Jordan-mértéke

fz b

J:/b/)ldydx:/b[y]g(m) dx:/f(m)dx.
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