Tétel (A Riemann-integral linearis funkciondl) Ha T'C R" korldtos és

fig + T — R Riemann-integralhato T-n, akkor f + g is Riemann-integralhato T'-n,

" q/(f+g)=/f+g/g-

Ha még o € R, akkor af is Riemann-integralhato T-n, €s

J@n=alr

Tétel (A Riemann-integral a tartomdany szerint additiv) Legyen Ty, To C R™ korl
dtos gy, hogy int(Ty) Nint(Tz) = 0! Ha f Riemann-integrdlhatd Ti-en és To-n,

akkor Ty U'Ty-n s az, €s
T T

TiUT

Kovetkezmény (A Jordan-mérték additiv) Legyen T1, T, C R™ Jordan-mér-hetd gy,
hogy int(Ty) Nint(Ty) = 0! Ekkor Ty U Ty is Jordan-mérhetd, és

J(MUTy) =J(T))+ J(Ts).

Az integral-transzformécio segitségével a Jordan-mérték eltolas-invarianciajat is be-
lathatjuk.

Tétel HaT'C R" korldtos és f: T — R integrdlhatd T -n, akkor | f| is integral-hatd T -n, és

!fs/uw

Integral-transzformacié

Az egyvaltozés fiiggvényeknél tanult helyettesitéses integralt szeretnénk altalanositani.
Emlékeztetaiil.

Tétel (Helyettesitéses integral) Legyena <b, g€ C* wrr € F € Coan)-

FEkkor
g(b) b

f@Nwz/ﬂﬂmd@&~

g(a) a



Az els6 fontos valtozés, hogy a tobbvaltozds esetre kiterjeszthetd alaknal nincs irdnyitva
az integralasi tartomany.

Ha ¢ szigorian monoton novo, akkor ez semmilyen valtozast nem jelent, mert ekkor
g(a) < g(b), azaz ekkor g(|a,b]) = [g(a), g(b)]. Ha viszont szigortian monoton csékkend,
akkor g(a) > ¢(b), azaz ekkor g([a,b]) = [g(b),g(a)]. Viszont ekkor ¢'(t) < 0, ezért

altaldnosan a formula
/ f(z)dz = / f(g (t)| dt

9([a,b]) [a.b]
alakba irhat6 szigorian monoton, azaz kolcsénosen egyértelmii g esetén.

n-véltozés esetben [a,b] helyett irhatunk A C R™ kompakt halmazt (ilyen példdul

egy normaltartomany), és ekkor g : A — R" kolesonosen egyértelmii, folytonosan deri-
valhato transzformécio. Ekkor g derivaltja a Jacobi-matrix, a képletbe pedig a Jacobi-

determinans abszolut értékét irjuk.

Tétel (Integril-transzformacié) Legyen E C R" nyilt halmaz, g : E — R" folytonosan
derivalhato, kolcsonos eqyértelmi leképezés, melynek Jacobi- determindnsa

sehol sem nulla! Ha A C E kompakt és f : g(a) — R folytonos, akkor a kovetkezd
integralok léteznek és egyenloek.

/ f(z)dz = / Fg(t)) |det g/(2)] dt.
g(A) A

A Jordan-mérték eltolas-invarians.
Kovetkezmény Ha T C R" Jordan-mérhetd és c € R™ tetszdleges, akkorT + c is Jordan-
mérheto, és

J(T +c)=JIJ(T).

6 Utmutatas: A g(z) = x + c eltolds Jacobi-mdtriza az egységmdtriz, igy Jacobi-
determinansa 1.

Megjegyzés A Tételben elég f Riemann-integralhatésaga g(A)-n a folytonossdg helyett.

Példa Hatdrozzuk meg az xy = 1 és xy = 2 hiperboldk, és azy = x és y = 2w
egyenesek dltal hatarolt H korldtos tartomany teriletét.

T:/L

H

Megoldas: A teriilet



Mindkét tengely szerinti normadaltartomanyként sok szamoldssal jarna az integrdlas. Ugyan-
18 az integrdlt két kozos belsé pont nélkili normdltartomdnyon vett integrdl dsszegeként
szamolhatndnk ki.

V22/x 1 V2
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T://1dydx+//1dydx—/2w——dx+/——xdx:
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—(1-Inl)- (%-m?) +(2mv2-1) - <21n1—%> :1%2.

Oldjuk meg a feladatot masképp is. Alkalmazzuk az integral-transzformdciot. Legye-

nek az uj vdaltozok u(zx,y) = zy és v(x,y) = =.
x
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Ekkor g(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) = (\/E, Vuv), a Jacobi-determindns
= v
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Ekkor
2 2

Tz/ld(x,y): 1d(:1:,y):/21 //idudv_

H g(A A

2
1 S| 1 1
— _ = — = 1 =—-—In2——-Inl==-1n2.
/[%ulev / dv = [ nv]1 5 n 5 n 5 n
1

A feladat megoldédsa kozben nem ellenoriztiik az integral-transzformacio feltételeit,
de teljesiilnek. Az aldabbiakban harom gyakori transzforméaciot vizsgalunk.

Mv

Polartranszformacio

Tegyiik fel, hogy a T" C R? korldtos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € R*
olyan, hogy 2% + y*> < R? ha (z,y) € T, és legyenek az 1j valtozék r és ¢ gy, hogy
r =rcosp ésy=rsing, ahol r € [0, R| és ¢ € [0,27], azaz A = [0, R] x [0, 27] és

g(r,p) = (‘;E: 3) - (Zﬁfﬁg) '

Ekkor a Jacobi-determinans
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det g'(r, ) =

‘ =rcos’p+rsin®p=r.
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Polarkoordinatdk

Megjegyzés A tétel feltételei nem teljesilnek. Nevezetesen g(r, p) = (r cos @, 1 sin ) nem
kolcsondsen egyértelmi, ugyanis g(x, 0) = g(x, 2), illetve g(0, ¢) = (0, 0) min-den p-re. De a
[0, R] x {0} kétdimenzids Jordan-mértéke 0, igy ez nem okoz gondot.

(Valgjdban az integrdal-transzformdcicban, ha A Jordan-mérhetd, akkor elég feltenni a
kélesondsen egyértelmiséget A belsején.)



Példa Legyen T= {(z,y) e R*: 2 <0, 2°+ y* < 9}/
/cos(x2 + %) dT =?
T

Megoldas: T most normadltartomdny, de az integrandus problémdas, ezért alkalmaz-zunk
poldrtranszformdciot.
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/cos(x2 +y*)dT = / / cos? - rdpdr = / [cosr? -7 - 90]?@7;/5/2 dr =
T 7’:0(,0:77/2 0
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sin o7 T
:/cosr2r7rdr: [ } = —sin9.
0
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Példa LegyenT= {(z,y) e R*: 0 <y, 1 <22+ ¢? <4}/
1
———dT =7
/ (22 + 2)?
T

Megoldas: T most normadltartomdny, de az integrandus problémds, ezért alkalmaz-
zunk polartranszformdciot.
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_ <y, 1 <z2?+y? <4}/
Példa Legyen T={(z,y) € R*: 0 < gy lsatty <4}

T
Vv
/ 4y dT =?
T

Megoldas: Alkalmazzunk poldrtranszformdciot.
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=42 cos psin® ¢ dp = 42 i 4 = —.
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Példa Legyen T= {(z,y) e R*: 0 <y < x, 2>+ 3> — 20 <0}/

/Q—I—ydT:?

T

Megoldas: Alkalmazzunk poldrtranszformdciot.
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