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12. GYAKORLAT.

AutonOm rendszerek V.

1. feladat: Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek az azonosan nulla megoldasa stabilis,
de minden mas megoldasa instabilis!

x=-y(x*+y?)

y=x(x*+y?)
Megoldas: Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. Vezessiik be az aldbbi polarkoordinata-
rendszert: x(t) = r(t)cos @(t) ¢és y(t) = r(t)sin ¢(t) . Ezt behelyettesitve a rendszerbe,
=0 é ¢ =r2. Igya palyak origo kozépponta kordk (mert 7 = 0), amelyeken a megoldas
kiilonboz6 szogsebességgel halad, ugyanis a ¢ most nem allando. Két kozeli pont koziil a
kiils6 elhagyja a belsdt. Az origon kiviil egy megoldas sem stabilis. Az origd stabilis. m

2. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
® =—2sine—=.
l m

(Az ingamozgas surlodé kozegben: O a kitérés szdge, m a test tomege, [ az inga hossza és k a
sebességgel aranyos surlddasi erd)

Megoldas: Tekintsiik a rendszerrel ekvivalens x =y rendszert.
9. _k
y=—7sinx——y

A rendszer egyensulyi helyzetei: (nm, 0) pontok. k = 0 esetén a linearizalt rendszer matrixa az
origoban kritikus. Mechanikai alkalmazasokban a test teljes energidja sokszor hasznalhato
Ljapunov-fiiggvényként. Az m tomegi test helyzeti energiaja, azaz az a munka, amit a legalso
pozicid6 magassagabdl a 6 = x sz0ghoz tartoz6 magassagba emelés¢hez sziikséges: mgl(1 —
cos x). A test kinetikus energidja: %mlz(Q’)2 = %mlzyz. Ennek megfelel6en legyen

V(x,y) = mgl(1 —cosx) + %mlzy2 az U = {(x,y): |x| < n} kdrnyezetben.

Ekkor v(0,0) =0 és V(x,y) > 0, (x,y) € U, valamint

%V(E(t) = V(x,y) = mglysinx + mi%y (— %sinx — %y) = —kl?y?, azaz V(x,y) < 0.

fgy az origo stabilis egyensulyi helyzet. Jeldlje S ={(x,y)€ U:V(xy)=0}. Ekkor
S ={(x,y) € U:y = 0}. Az S nem tartalmaz teljes palyat az x(¢t) = 0 trivialis megoldason kiviil.
Tegyiik fel, hogy 1étezik S-ben nem trivialis teljes palya. Ekkor y = 0 miatta y = — %sinx # 0,
ugyanis (x,y) € U. igy a palyak lemennek S-rél, azaz az x(t) = 0 megoldason kiviil nincs més
teljes palya S-ben. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. Elemi
modszerekkel belathato, hogy a (£m, 0) pont instabilis egyensulyi helyzet. A linearizalt rendszer
matrixa az ezen egyensulyi pontokban ekkor nem kritikus, ezért Ljapunov direkt modszer
nélkiil is megoldhat6 a feladat. m
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3. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x = x3+ 2xy?
y=y*
Megoldas: Legyen x(t) = r(t)cos ¢(t) és y(t) = r(t)sin ¢(t). Ezt behelyettesitve a

. s r ’ . XX+
differencialegyenlet-rendszerbe, hasznalva az 7 = ==

és @ = —xy = —r?sin @cos ¢. A rendszer egyetlen

Xy—-yx

atirasi
x2+y2

és a ¢ =
(x2+y2)2

x2+y2
egyensulyi helyzete az orig6. Mivel 7 > 0, ezért az egyensulyi helyzet instabilis, ugyanis a
palyak tavolodnak az origotol. Az elsd és a harmadik negyedben a palyak negativ, mig a
masodik és a negyedik negyedben pozitiv koriiljarastiak. m (dbra)
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4. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x=y
y = x* —x?
Megoldas: A rendszer egyensulyi helyzetei: P;(0,0), P,(1,0) és P;(—1,0). Hamilton-rendszer.

A linearizalt rendszer matrixa f'(x,y) = (4x30— 2y é) lgy f'(Py) = (8 é) f'(Py) = ((2) (1))

és f'(P;) = (_(2) (1)) A P, pontban a rendszernek nyeregpontja van. A P, és a P; pontok kritikus

pontok. A rendszernek az elsé integralja: V(x,y):%yz—%x5+§x3. A Vfiggvény a
palyagorbék mentén allandd. A V fliggvény, mint kétvaltozos fliggvény a P; egy (Kis)
kornyezetében konvex, ugyanis itt V''(x,y) pozitiv definit, igy ebben a kornyezetben a
V(x,y) = C zart palyagorbék megkeriilik a P; pontot. gy létezik a P;-at megkeriil zart palya,
azaz a P; stabilis, de nem aszimptotikusan stabil egyensulyi helyzet. A P; nem stabilis
egyensulyi pont. A V(x,y) az origobban nyeregpontja van m (abra)
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x=y—x3

5. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!

y =2

Megoldais: Keressiik a Ljapunov-fiiggvényt V(x,y) = ax* + by? alakban!

Behelyettesitéssel latszik, hogy a —1 =3 ¢és f —1 = 1 valasztas esetén (L;V) (x,y)

kifejezésében az x3y alakl tagok kiesnek és a = 1 és b = 2 vélasztassal a Ljapunov-
fiiggvény: V(x,y) = x* + 2y2. Ellenérizhetd, hogy ez esetben: (LsV) (x,y) = —4x° < 0. fgy az
orig6 stabilis egyensulyi helyzet. Az x(t) = 0 megoldason kiviil nincs a rendszernek olyan
teljes t - x(t) palyaja az origd kdrnyezetében, amely mentén a t — V(x(t)) allando.
Ugyanis, ha egy palya mentén a V allando6 lenne, akkor itt a %V(g(t)) = (LsV) (x,y)=0

lenne, azaz x = 0 lenne. Ez esetben x = y # 0, azaz a palyak lemennek az X = 0 egyenesrél.
gy Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd globalisan aszimptotikusan stabilis egyenstlyi
helyzet. (Megmutathatd, hogy a linearizalas médszere most nem miikodik, ugyanis a
linearizalt rendszer matrixa az egyensulyi pontban kritikus.) m

6. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert! (Lotka-Volterra-féle populaciodinamikai modell)
X=x—-xy
y=xy-—y
Megoldas: A rendszer egyensulyi helyzetei: P;(0,0), P,(1,1). A linearizalt rendszer matrixa
/ _(1=y  =x\ i oampy— (1 0y apy— (0 1Y .
f'x,y) = ( y Y — 1)- Igy f'(P) = (0 _1), f'(p) = (1 0). Kovetkezbleg a P,
pontban nyeregpontja van a rendszernek, viszont a P, pontban linearizdldassal nem donthetd el
az egyensulyi helyzet jelleg, ugyanis ekkor a linearizalt rendszer matrixa kritikus.

Keressiink a rendszerhez elsd integralt! A fazissikon palyagdrbék differencidlegyenlete:

i — Xy-y
y (x) = x-xy

fgy x —In|x| = Inly| — y + C. Igy legyen V(x,y) = x — In|x| + y — In|y|.

Ekkor (LsV)(x,y) = 0, azaz a V fiiggvény a palyagorbék mentén allandé. Ezek alapjén a
palyagorbe egyenlete: x — In|x| + y — In|y| = C. Tekintsiik a V(x,y) = x —Inx + y — Iny

3
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kétvaltozos fliggvényt a pozitiv siknegyedben. A V fliggvény konvex (ugyanis a V'’ (x, y)
pozitiv definit), ezért a palyagorbék itt zart gérbék. A palyagorbék megkeriilik a P, pontot,
ugyanis a V fiiggvénynek a P,-ben abszolut minimuma van. Igy a rendszernek a P,-ben
stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis az egyensilyi helyzete. Igy megmutattuk azt is, hogy
létezik periodikus megoldasa is. A palyagorbék irdnyitasa egyszertien szdmolhato. A pozitiv
siknegyedben pozitiv koriiljarasi iranytak stb.

Az x-tengely instabilis, az y-tengely stabilis altér. Megmutathato, hogy az elsé negyedbdl induld
palyak nem hagyjak el az els6 negyedet, ugyanis pl. tetszéleges € > 0 esetén a (0, ¢)-bdl induld
megoldas (x(t),y(t)) = (0, ce ™), azaz az y-tengely pozitiv részér6l nem mennek le a
megoldasok. Megmutathat6, hogy az x-tengely is hasonld tulajdonagu. gy autonom rendszer
1évén a megoldasok nem metszhetik ezeket a tengelyeket. m (abra)
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7. feladat: (???) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
¥=—x—ax® (a>0)
Megoldas: A differencialegyenletnek az origd az egyetlen egyensulyi helyzete.
Az atviteli elv alapjan a rendszer ekvivalens az alabbi rendszerrel:
x=y
y = —x(1+ ax?)

A linearizalt rendszer matrixa f'(x,y) = (_ 1 —03ax2 (1)), igy f'(0,0) = (_(1) é) MmAtrix

kritikus. A rendszernek létezik elsd integralja: V(x,y) = %yz + %xz + %x‘* .V fuggvény a
palyagdrbék mentén allando. A V fliggvény, mint kétvaltozos fliggvény konvex és igy a
V(x,y) = C origdt megkeriil6 zart gorbe. Az origo stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis
egyensulyi pont. A palyagdrbék negativ irdnyitastiak. m
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8. feladat: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!

i=x (1= +y) -3 (- 2=)

x2+y2

y=y(A-yx2+yH+i(1-—=—=)

x2+y2

5

.

Megoldas: Szokas szerint vezessiik be az alabbi polarkoordinata-rendszert:
x(t) = r(t)cos p(t) és y(t) =r(t)sin @(t) .

Ezt behelyettesitve a differencidlegyenlet-rendszerbe: 7 =r(1 —r?) és ¢ =

2

1-Ccos @

Lathato, hogy a rendszer két egyensulyi helyzete a (0,0) és az (1,0) pont. Mivel a r = 1 kor
belsejében 7 > 0 és a kiilsejében + < 0, ezért a palydk az 1 sugart, origd kozépponta
korvonalhoz kozelitenek az 6ramutatd jarasaval ellenkezd iranyban, mert a ¢ = 0. Egyenldség
csak ¢ = 0-ra van. A ¢ = 0 félegyenesr6l nem mennek le a megoldasok. A fentiek alapjan itt
x >1 esetén balra, x <1 esetén jobbra haladnak. Igy az (1,0) pont hatarértéke a pont
kornyezetébol induldé minden (nem nulla) megoldasnak, azaz az (1,0) egyensulyi helyzet
lokdlisan attraktiv. Ez a pont nem lehet Ljapunov-stabilis. (Kozelb6l induld megoldas nem

marad kozeli) A (0,0) egyensulyi helyzet instabilis. m (abra)
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