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Végiil mutatunk egy példat arra, hogy bizonyos esetekben improprius integral esetén
is alkalmazhato a polartranszformacio. Ez a példa fontos a valdszinliségszamitasban.

Ujra megjegyezziik, hogy tobbes integral esetén az improprius integral alkalmazhatdsagat
csak gy tudjuk eldonteni, ha ismerjiik a Lebesgue-integralt.

Példa Mutassuk meg, hogy

/e‘m2 dxr = g!

0

Megoldas: Az e primitiv fiiggvénye sajnos nem elemi fiigguény, igy nem tu-
oo

dunk ezzel szamolni. Mivel x > 1 esetén e < e és /e_m dx konnyen ldthatoan
1

konvergens, ezért a feladatban szerepld improrius integral is az. Jeloljik értékét I-vel.

Ekkor - - o -
I’ = /exz dav/ez”2 dy = //e‘”zey2 dy dz.
0 0

0 0
Alkalmazzuk most Fubini-tételét forditva, azaz kétszeres integralt alakitsunk kettds integ-
rdalla! Ehhez jelolje T az elsd siknegyedet!

]2 = // e~ @) qr
T



Most alkalmazzuk a poldrtranszformdciot!

oo /2 0 2
122//6_T2ng0d7”= /e_TQTdr:g[—eZ ] :%

r=0 ¢=0 0

%
2

NN

Mivel tudjuk, hogy I > 0, ezért I =
Megjegyzés Az e eqyik primitiv fiigguényének konstansszorosdt szokds Gauss-féle
hibafiigguénynek nevezni.

2 xr
erf(z) = ﬁ/e_t2 dt
0

Az eldz0 példa szerint

Ilggo erf(z) = 1.

Henger koordinatak

Tegyiik fel, hogy a T' C R? korldtos halmazon szeretnénk integrélni. Legyen R € R¥ és
21,2 € R olyan, hogy 22+ y? < R? és 21 < 2z < 29, ha (z,y,2) € T, és legyenek az 1j
véltozdk r, ¢ és z gy, hogy x = rcosp, y =rsiny és z = z, ahol r € [0, R], ¢ € [0, 27]
és z € [z1, 29|, azaz A = [0, R] x [0, 27] X [21, 22] és

I(Ta@ﬂ«’) rcos
g(r7 12 Z) - y(7°> 2 Z) — ?"Singp
Z<T7 P, Z) VA
Ekkor a Jacobi-determinans
/ / / . .
, | T x) jeosp rsing O
detg'(r,p,2) = |y, Y, y.|=|sinp rcosp 0=
Z. Z, 2z, 0 0 1

=1-(rcos®p+rsin®p)+0+0=r.

Tulajdonképpen a Fubini-tétel alkalmazdsaval, az integralt egy z szerinti, és egy (x,y)
szerinti integralbdl rakjuk ossze, majd utébbit polarkoordintatazzuk. .

Példa Legyen V= {(z,y,2) e R3: 1 <22+ ¢?<4,0< 2 <8 — a2 — y*}/

/V//xQdV =7



Hengerkoordinatak

257



Megoldas:

2w 8—r2 2

2 2
///ﬂdV-// / r coszwrdzdwdr—// 3 cos? <pz o dgodr—
v 1 0 0 10

2 2r 2
1 9 in?2 2
://(8r3—r5)—+ cos8 Sodgodr:/ (87“3—7"5)£+ et dr =
2 274 |,
10 1

2
6 2
= /(87“3 —r)rdr = {(27’4 - T—) W} = ﬁﬁ
6 1 2
1

Példa Legyen V={(z,y,2) e R*: 2 <2?+ < R 1 <z <e}!

/V// e

Megoldas:
R 27 e R 27 e
;dV = ! rdzdedr = -3 ded
(x2+y rdedpdr = [r 2]71 pdr =
1% V2 0 1 V2 0 1
R R ,2 R
/ e—1)r 27: dr = /27r(e —1r2dr = |:27T(6 - 1) } =
@70 -9
r=v2
V2 V2

Gombi koordinatak

Tegyiik fel, hogy a T' C R? korldtos halmazon szeretnénk integrdlni. Legyen R € R*
olyan, hogy z% + 3> + 2> < R? | ha (z,y,2) € T, és legyenek az 0j véaltozok r, ¢ és ¥
ugy, hogy = = rcospsind, y = rsinpcosv és z = rsind, ahol r € [0, R], ¢ € [0,27] és
v € (0,7, azaz A = [0, R] x [0,27] x [0, 7] és

z(r, 7, ¢) 7 COS  cos U
2(7"7797 o) = y(r,d,¢) | = | rsinpcos?d
z(r, 9, ) 7 sin v

A véltozdk sorrendjét azért cseréltiik fel, hogy a Jacobi-determinans pozitiv legyen. Ez
csak esztétikai kérdés, hiszen nekiink ugyis a Jacobi-determinans abszolit értéke kell. A



Jacobi-determinans

det ¢'(r, 9, ) = |u,

/ /

Ty T, cossind rcospcosty —rsinpsind
Yy Y,| = |[sinpsind rsingcosy  rcospsind | =
zg 2, cos —rsin 0

= cos¥(r? cos? psin ¥ cos ¥ 4 12 sin? @ sin ¥ cos ) —
—(—rsind)(rcos® psin® 9 + rsin® psin® ) + 0 =
¥ ¥

= r?gin¥ cos® ¥ + r? sin ¥ sin® ¥ = r? sin 9.

Gombi koordindtak
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