e ¢érti a véges integralkozelité osszegek hatarértékének a jelentését,

e ismeri a hatarozott integrél (vagy Riemann-integral) fogalmat, geo-
metriai jelentését és fontosabb tulajdonsagait,

e ismeri a folytonos fiiggvények és a monoton fiiggvények Riemann-
integralhatosagaval kapcsolatos tételeket,

e ismeri a folytonos fiiggvény atlagértékének fogalmat.

7.1.1. Riemann-féle integralkozelitd osszeg, also integralkozelité osszeg,
felso integralkozelito Osszeg

[} Korlatos és zart intervallum felosztasa. A felosztas normaja

Definicia: Intervallum felosztasa, osztopontok

Tegytik fel, hogy a és b két kiilonboz6 valés szam 1gy, hogy a < b. (A to- {Fde:int.felosztasa}
vabbiakban ezt tobbnyire nem irjuk ki, magatél értetédonek tekintjiik.)

Osszuk fel az [a,b] (korlatos és zart) intervallumot n darab nem feltét-

lentil egyenld hossztsagu részintervalumra az alabbi kiillonb6z06, novekvo

sorrendben megadott osztopontok segitségével gy, hogy az intervallum

a és b végpontjait is osztopontoknak tekintjiik:

Aa=Tog<T1 <X3<...<Tp_q1<T,=0>0

Az osztépontok 7 = {xg,x1,22,...,2,_1,2,} halmazat az [a,b] inter-
vallum egy felosztasanak nevezziik.
Ide jon a FEL-06-02.png abra a felosztasrdl, i-edik részintervallumrol
Az
(o, 1], [x1, 2a], . -, [Tn-1, 0]

zart intervallumokat pedig a 7 felosztas részintervallumainak nevezziik.
A felosztés i-edik részintervalluma az [z;_;, z;] intervallum.

Megjegyzés:

Vegyiik észre, hogy tetszoleges felosztas részintervallumai nem paronként
diszjunktak, hiszen két egymés melletti [z;_q, x;] és [2;, z;41] részinterval-
lumnak a metszete az egyelemt {z;} halmaz.

Definicié: Felosztas normaja (finomsaga)
Jeloljiik a 7 felosztas tetszoleges [v;_1,x;] részintervallumdnak hosszdt (Fge:felosztas.normaja}
Ax;-vel, azaz

Al'i =T — Tj—1-

A 7 felosztas ||7]|-val jelolt normaja vagy finomsaga nem mads, mint a
leghosszabb részintevallum hossza, azaz

| 7] :=max{Az; |i=1,2,...,n} =max{(z; —x;_1) | i =1,2,...,n}.
Példaul az [a, b] intervallum aldbbi dbran lathato
T = {$07 X1,X2,T3,T4,T5,Tg, .T7}

felosztdsdanak norméja ||7|| = x5 — z4. Ide jon a NOR-06-03.png abra a
felosztas normajarol
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[} A Riemann-féle integralkozelitdo osszeg fogalma

Definicié: Riemann-féle integralkozelito Osszeg, téglanyosszeg
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos fiiggvény. Tekintsiik az [a, b] interval-  (Fge:Riemann.osszeg}
lum egy

T :={x0,T1, T, ..., Ty_1,Tpn}

felosztésat, valamint a felosztds minden egyes [x; 1, x;] részintervalluma-
nak egy tetszéleges kozbiilsé ¢; € [x;_1, z;] pontjat. (Bar a szakirodalom
a ,kozbiilsé” jelzét hasznalja, kissé megtéveszt6 lehet, mert ¢; az [z;_1, x;]
zart intervallum széleit is felveheti.) A

n n

Mo fle) (@ —ximy) =) fle)Az;

i=1 i=1

Osszeget az f fuiggvény 71 felosztashoz és ¢, cs, ..., ¢, kozbiilso érté-
kekhez tartozé Riemann-féle integralkozelito osszegének (vagy tég-
lanydsszegének) nevezziik és o(f,7,¢1,¢a,. .., ¢,)-nel jeloljuk.

[} A Riemann-féle integralkozelito 0sszeg geometriai jelentése

Megjegyzés: Riemann-féle integralkozelitdo osszeg geometriai jelentése

A felosztas és a kozbiilsé pontok valtoztatasaval valtozik a Riemann-féle  {Fne:Riemann.osszeg.geo}
integralkozelité Osszeg is. Az f fluggvény 7 felosztashoz és cq,co, ..., ¢y

kozbiilso értékekhez tartozé Riemann-féle integralkozelito dsszege valdja-

ban az Osszes olyan kis téglalap el6jeles teriiletének Osszegét jelenti, me-

lyek alapja az [z;_1, z;| szakasz, magassaga meg | f(c;)|. El6jeles tertileten

meg azt értjik, hogy amennyiben a téglalap az x-tengely felett helyezke-

dik el, pozitiv elGjellel vessziik a teriiletét az Osszegben, amennyiben meg

a téglalap az z-tengely alatt helyezkedik el, negativ el6jellel tekintjiik az

Osszegben a tertiletét.

Az alabbi animaciéban az

f:00,2] = R, f(x)=¢"

pozitiv fliggvény értelmezési tartomanyat n € N egyenlo részre osztjuk
és a ¢; kozbiils6 értékeket pontosan a részintervallumok felezépontjaiban
vessziik fel, azaz

2 4 2(n—1)
n

71‘2:57"'79371,—1: 7$n:2}7

7:={0=x9,71 = -

valamint

_in,1—|—xi . 2(1;1)"‘% . 20— 1

¢ =
‘ 2 2 n
Ezekre az értékekre a Riemann-féle integralkozelito osszeg

o(f,m,c1,¢0,...,0) = if(cz)(xl — i) =




Ez az animacié a Riemann-féle integralkozelité Osszeg értékének valto-
zasat mutatja, amennyiben valtoztatjuk az n természetes szam értékét.
Minél nagyobb az n értéke, annal inkabb kozelit a Riemann-féle integ-
ralkozelito osszeg az ,, f grafikonja alatti tertilethez”, ami nem mas, mint
az [ grafikonja, az z-tengely, valamint az z = 0 és x = 2 fliggbleges
egyenesek dltal kozrezart tertilet (melynek pontos értéke (e? — 1)).

Ide jon a ANI-06-04.png abran leirt animacio

Mutatunk most egy masik animacioét, melyben a fiiggvény pozitiv és
negativ értékeket is felvesz. A

g:[-1,3] = R, g(z)=2>—4

figgvény értelmezési tartomanyat n € N egyenlo részre osztjuk és a ¢;

kozbiilso értékeket pont a részintervallumok felezopontjaiban vessziik fel.
Tehét tekintjik a [—1, 3] intervallum egy

8 4(n—1)

T = {—1:xo,xl:—1—|—g,x2:—1+g,...,xn71=—1+ -

felosztésat, valamint a felosztds minden egyes [x;_1, z;] részintervalluma-

nak ¢; = —1 + 221 felezépontjat.

n
Ezekre az értékekre a Riemann-6sszeg

n

o(f,T,c1,¢0,...,¢,) = Zf(cz)( ;

i=1

{[H]}

Az animéci6 a Riemann-féle integralkozelitd osszeg értékének véaltozasat
mutatja, amennyiben valtoztatjuk az n természetes szam értékét.

Minél nagyobb az n értéke, annal inkdbb kozelit a Riemann-féle in-
tegralkozelito Osszeg a g grafikonja, az x-tengely, valamint az x = —1 és
x = 3 fiiggoleges egyenesek altal kozrezart eldjeles teriiletek Osszegéhez.
Az eldjeles teriiletek Osszegén a g grafikonjanak és az x-tengelynek a —1
és 2 kozotti (z-tengely alatti) teriiletének negativ eléjellel vett, valamint

a 2 és 3 kozotti teriiletének pozitiv elGjellel vett 6sszegét értjik (melynek
pontos értéke (—?)) Az Osszeg negativ el6jelébdl is latszik, hogy a g

fiiggvény esetén az r = —1 és x = 3 kozott tobb teriiletrésziink” van az
x-tengely alatt, mint folotte.
Ide jon a ANI-06-05.png abran leirt animacié

%—1) =

[ Az alsé és felsd integralkozelitd osszeg fogalma és geometriai jelen-
tése
Definicié: Alsé integralkozelito Oosszeg
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos figgvény. Tekintsiik az [a, b] interval-
lum egy
T = {.%0,1’1, To, ... ,mn,l,xn}
felosztasat. Legyen tovabba m, := inf{f(z) | x € [x;_1,x;]}. Az

n

Sp = Zmz(m, — T 1)

i=1
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Osszeget az az f fiiggvény 7 felosztashoz tartozé also integralkozelito
osszegének nevezzik.

Példa:
Az aldbbi animacid az

f:00,2] = R, f(x)=¢"

fliggvény alsé integralkozelité Osszegeinek valtozasat mutatja meg az n
kiillonb6zo értékeire, amennyiben a fliggvény értelmezési tartomanyat n €
N egyenl6 részre osztjuk. Tehat tekintjik a [0, 2] intervallum egy

2 4 2(n—1

T:={0=20,01 = —,Xo = —, ..., Ty_1 = u,.ﬂ?n =2}

n n n
felosztasat. Hasznéljuk az exponencidlis fiiggvény szigortian monoton no-
vekvé tulajdonsagat, gy az infimum minden kis [x;_1, ;] részintervallum

esetén
2(i — 1)) 2(i-1)
- 7 =

n
Y
n

flwi) = f (

az also kozelité Osszeg pedig

Ebben az animacioban is jol latszik, hogy amennyiben n értékét nével-
jik, azaz a felosztast ,finomitjuk” (ezaltal a felosztas normajat csokkent-
jiik), annal nagyobb lesz az s,, als6 Osszeg, és annal inkdbb kozeledik az
értéke az f grafikonja alatti teriilethez (melynek pontos értéke (e? —1)).

Ide jon a ALS-06-06.png abran leirt animacid

Definicié: Fels6 integralkozelito osszeg
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos figgvény. Tekintsiik az [a, b] interval-
lum egy

T :={x0,T1, T2y, Ty_1,Tp}

felosztésat. Legyen tovabba M, := sup{f(z) | x € [x;_1,z;]}. Az
Sn = ZM’L(:C’L — ZL'Z‘,1>
i=1

Osszeget az az f fliggvény 7 felosztashoz tartozé felso integralkozelito
Oosszegének nevezzik.

Példa:

Az aldbbi animéaci6 az
Fi02 SR, f)=e
fiiggvény felso integralkozelité Osszegeinek valtozasat mutatja meg az n

kiilonb6zo értékeire, amennyiben a fliggvény értelmezési tartomanyat n €
N egyenl6 részre osztjuk. Tehat tekintjik a [0, 2] intervallum egy

2 4 2(n —1
= {Ozx()’xl:77372:77"'7377171:L7xn:2}
n n n
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felosztasat, hasznaljuk az exponencidlis fliggvény szigortian monoton no-
vekvé tulajdonsagat, igy az szuprémum minden kis [z;_1, ;] részinterval-
lum esetén

fla =1 () =,

a fels6 kozelito osszeg pedig

Jol lathat¢ itt is, hogy amennyiben n értékét noveljilk, azaz a felosz-
tast ,finomitjuk” (ezdltal a felosztds normajat csokkentjik), annél kisebb
lesz az \S,, fels6 Osszeg, és anndl inkabb kozeledik az értéke az f grafikonja
alatti tertilethez (melynek pontos értéke (e? — 1)).

Ide jon a FEL-06-07.png abran leirt animacid

Megjegyzés:

« sz

f korlatos valés értékii fliggvény, mert ekkor az
{f(x) |2 € [wi, 2]} CR

halmaznak a Dedekind-féle folytonossagi axiéma R-ben torténd teljesii-
lése miatt létezik infimuma és szuprémuma is.

Kovetkezmény: Az integralkozelitd 0sszegek egyenlotlensége
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos fliggvény. Tekintsiik az [a, b] interval-
lum egy tetsz6leges (nem feltétleniil egyenld részekre torténd)
7= {0, 71, T2, ..., Tp_1,Tn}
felosztasat. Ekkor barmely ¢y, co, . .., ¢, kozbiilsé pontok és barmely n €
N esetén igaz, hogy
Sp < o(f,1,c1,C9,...,¢,) < S

Bizonyitas:
A fenti egyenlotlenségek azonnal kévetkeznek a hiarom integralkozelito

c sz

Példa:

Az alabbi abran piros szinnel jeloltik az
T m
==, =| = R, xr) =cosx
AEL Iy
nemnegativ értéki fliggvény alsod integralkozelitd Osszegét, kékkel pedig
a fels6 integralkozelito Osszegét a |—% 1} értelmezési tartomany n = 4
egyenlo részre torténo felosztasaval. Ebben az esetben:

202
4 \/§7T \/§7r 7r\/§
54::Zmi(xi—xi,l):O—I—ff—l—f*—i-():i,
= 24 24 4

mig

4 V2o 21 w(2+V2)
S4 = ZMz(l’l—l’Zfl):i*‘i‘*"‘*‘i‘i*:i
= 24 4 4 2 4 4

Ide jon a KOZ-06-08.png abra
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[} Az oszcillacios osszeg fogalma

Definicié: Oszcillaciés osszeg
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos fiiggvény. Tekintsitk az [a,b] interval-  frde:o0szcill.ossz}
lum egy
7= {x0,T1, T, ..., Ty_1,Tpn}
(nem feltétlentil egyenld intervallumokra torténd) felosztésat. Legyen to-
vabba s, az f fiiggvény 7 felosztashoz tartozo also integralkozelité Ossze-
ge, S, pedig a felso integralkozelito osszege. Az O,, := S, —s,, kiillonbséget
az fliggvény 7 felosztashoz tartozo oszcillacios 6sszegének nevezzik.

Példa:
Az alabbi abran zold szinnel jeloltik az
T m
==, = R =
f { 5 2} — R, f(z)=coszx

nemnegativ értékll fliggvény oszcillacids Gsszegét a [—g, g} értelmezési

tartomany n = 4 egyenlo részre torténo felosztasaval. Ebben az esetben,

az el6zo példa
™2 (2 +v2)
=——, 85 =—-——7-—
4 4
alsé és felsd integralkozelitd Osszegeit felhasznalva kapjuk, hogy az osz-
cillaciés Osszeg
T(2+V2) w2

ro| 3

Ide jon a OSZ-06-08A.png abra
Ugyanezen fiiggvénynél, a [—g, 5
intervallumra torténé felosztasa esetén, az oszcillaciés Osszegek (O,)nen
sorozata a kovetkezd animécion tekintheté meg.

Op =58, — s, =230, en — 2y e2(k;1), ahol s,, az alsé kozelito
Osszeg, S, a fels6 kozelito Osszeg.

Ide jon a OSZ-06-08B.png abran leirt animacid

} intervallum n egyenlo hosszisagu

7.1.2. A hatarozott integral fogalma
[J A hatarozott integral (vagy Riemann-integral) fogalma

Definicié: Hatarozott integral, Riemann-integral

Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhaté (vagy f- {Fde:hatarozott.int}
nek létezik hatarozott integralja az [a, b| intervallumon), ha van olyan

I € R szam, melyre igaz, hogy barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan

d > 0 szdm, hogy minden 6-nal finomabb 7 felosztés esetén (azaz minden

olyan 7 felosztésra, melyre ||7]| < 0 ) és tetszbleges c1, ca, . . ., ¢, kozbiils6

pontokra kovetkezik, hogy

|U(f,T,Cl,CQ,...,Cn)—I| < €.

Ekkor azt mondjuk, hogy az I szam az f fiiggvény hatarozott integralja
vagy Riemann-integralja az [a, b] intervallumon és erre az

I:/abf(m)da:
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jelolést hasznédljuk. Ezt ugy kell kimondani, hogy ,integrél a-tél b-ig f(x)
dé z”. Azt, hogy az f figgvény Riemann-integralhat6 az [a,b] interval-
lumon, f € R|a, b]-vel jeloljik.

Megjegyzés:
A hatérozott integralt csak korlatos fliggvényekre definialtuk, mert csak

« sz

liink.

Tehat ha egy fliggvény Riemann-integralhaté az [a, b] intervallumon,
akkor korlatos az [a, b] intervallumon.

Az f € Rla,b] (azaz f Riemann-integralhaté az [a,b] intervallumon)
azt jelenti, hogy létezik olyan véges I szém (ez az = [° f(x) dz hatdrozott
integréal), melyre az f fiiggvény [a,b] intervallumhoz tartozé Riemann-
féle integralkozelito Osszegei konvergalnak az I-hez. Latszik az is, hogy
amennyiben az osztopontok egyenl6 tavolsagra vannak egymastol, azaz
minden [zy_1, zx] részintervallum hossza (tehat a felosztds finomséaga is)
(b—a)

=, akkor ezekre az osztopontokra felirhatjuk, hogy

b
1= [ f@)dz = lim o(f,7. 1,00, c0)

Definicié: Egy nemnegativ integralhaté fiiggvény grafikonja alatti teriilet

Az [a, b] intervallumon értelmezett nemnegativ integralhaté fiiggvény gra-  {Fde:hat.int. geom}
fikonja alatti teriilet (tehat az f grafikonja, az z-tengely, valamint az

r = a és v = b fuggbleges egyenesek &ltal kozrezart teriilet) nem mas,

mint

A—/abf(x)dx.

Riemann-integralhat6sag bizonyitasa egyéb osszegekkel

Megjegyzés: A Riemann-integralhatésag mas megkozelitésben
A hatérozott integral fogalmat nem csak a Riemann-féle integralkozelité {Fme:R.int.mas}
Osszeg hatarértékeként tudjuk definidlni. Lehetséges példaul a kovetke-
zOképpen is:
Legyen f : [a,b] — R egy korldtos fiiggvény és p és q két teszdleges

természetes szam. Tekintsiik az [a, b] intervallum két

T = {Z0, T1,Tay ..., Tpo1,Tp )y
valamint

Ty = {0, T1, T2, ..., Tg_1, Ty},
felosztasat (egyik felosztds p € N, masik ¢ € N részre osztja fel az ér-
telmezési tartomanyt). Legyen tovabba m; := inf{f(z) | z € [z;_1, 2]},
i€{l,2,...,p} esetén, valamint

P

Sp = Zml(xz - xi—l)

i=1
az f fuggvény 1 felosztashoz tartozé also integralkozelitd osszege. Amennyi-
ben M; :=sup{f(x) | x € [x;_1,2;]}, 1 € {1,2,...,q} esetén, valamint
q
Sq = ZMZ(ZEZ — ZL‘i_l)
i=1
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az f fliggvény 1 felosztasahoz tartozo felso integralkozelito osszege. Ek-
kor s, < S,. (Az egyenlStlenség bizonyitasat az olvaséra bizzuk.) Ebbol
az is kovetkezik, hogy

sup s, < inf S,.

Ez pedig két esetet von maga utan:

e sup s, < inf S,, ekkor az f nem Riemann-integralhaté fliggvény az
[a, b] intervallumon;

e sups, = inf S, ekkor az f Riemann-integralhato6 fliggvény az [a, b]
intervallumon és

b
/ f(z)dx =sup s, = inf S,.

Ennek belatasat is az olvaséra bizzuk.

Tétel: Riemann-integrahatosagi kritérium alsé és felso integralkozelité osszegekkel

Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény, tovabbé tekintsiik az [a, b] inter-
vallum n egyenlo részre torténd felosztasat. Legyen ezen felosztas mellett
s, az also integralkozelito osszeg, S, pedig a felso integralkozelito osszeg.
Az f fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralhaté az [a, b] inter-
vallumon, ha mind az s,, mind pedig az S,, hatarértéke létezik és véges
és

lim s, = lim §,,.
n—0o0 n—o0

Ekkor azt is felirhatjuk, hogy
b . .
) ) de = Jim s, =l 5.
Bizonyitas:

« /ey

tasabol, az el6z6 megjegyzésbdl, valamint a sorozatok konvergencidjara
megfogalmazott elégséges feltételbol kovetkezik.

{Fte:hat.int.alfel}

Tétel: Oszcillaciés osszegekkel megfogalmazott Riemann-integrahatdsagi kritérium

Legyen f : [a,b] — R korldtos fuggvény, tovabbé tekintsiik az [a, b] inter-
vallum n egyenlo részre torténd felosztasat. Legyen ezen felosztas mellett
O,, az oszcillacios 6sszeg. Az f fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté az [a, b] intervallumon, ha

lim O,, = 0.

n— oo

Bizonyitas:

c s

az alsd és felso integralkozelité oOsszegekkel megfogalmazott Riemann-
integrahatosagi kritériumbol.
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Megjegyzés:

Mig a Riemann-integralhatésdg bizonyitasanal az alsé és felsé integral-
kozelito Osszegekkel megfogalmazott Riemann-integrahatdsagi kritérium
hasznalatakor megkapjuk a hatarozott integral értékét is, az oszcillaciés
osszegekkel megfogalmazott Riemann-integrahatésagi kritérium esetében
a hatarozott integral értéke nem deriil ki, viszont oszcillaciés 6sszegekkel
altalaban egyszeriibb bizonyitani.

Tétel: Oszcillaciés osszegekkel és e-nal megfogalmazott Riemann-integrahatésag

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Ekkor f pontosan akkor
Riemann-integrahat6 az [a, b] intervallumon, ha minden ¢ > 0-hoz léte-
zik az [a, b] intervallumnak olyan felosztasa, melynek oszcillacids Gsszege
kisebb mint ¢.

Bizonyitas:
A tétel bizonyitasa megtalalhato pl. Farkas Miklos Matematika II. jegy-

{Fte:int.epsz.oszcill}

zetében (http://math.bme.hu/jegyzetek/040797 _Farkas_Miklos Matematika_

IT. Kotet.pdf.

Mintafeladat: Egy Riemann-integralhat6 fiiggvény
[gazoljuk az alsé és fels6 integralkozelité osszegekkel, hogy az

[0 =R, f(z) =
fiiggvény Riemann-integralhaté a [0, 1] intervallumon.

Megoldas:

[rjuk fel az s,, alsé integralkozelitd dsszeget, amennyiben n részre osztjuk
fel a [0,1] intervallumot és egyenld tavolsagra vessziik fel az osztépon-
tokat, azaz minden [z;_1,x;] részintervallum hossza (tehat a felosztés

finomséga is) .

Mivel az f fiiggvény szigortian monoton noévekvo fliggvény, az also integ-
ralkozelito Osszeg értéke:

i=1 =1

ElGszor a 31" (i — 1) értékét szamitjuk ki.

n(n—1
0+1+2+34+44+5+...+(n—4)+(n—-3)+(n—-2)+(n—-1) = (2)
ezt akar a (kozéspiskolaban tanult) szamtani sorozatok Osszegképletével,
akar teljes indukcioval, akar az 6sszegbeli elsé és utolsé szam Osszeparo-

sitasaval kapjuk. Tehét

12”: 1) 1n(n—1) n—1
— > (i— = :
n? = 2 2n
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Ugyanezzel a felosztassal szamitsuk ki az S, fels¢ integralkozelité Ossze-
get.

Hasonléan, a fels6 integralkozelité osszeg értéke:

- g1 1 &
Sp=) Mj(xi—21)=) ——=—) i
; (x; — xiq) ;nn nzgl
A YT 1 értéke az elébbi szummahoz hasonléan:
n(n+1)
1+2+3+4+5+...+(n—4)+(n—3)+(n—2)+(n—1)+n:T,

(ezt is akar a (kozéspiskoldban tanult) szamtani sorozatok Osszegkép-
letével, akar teljes indukcidval, akar az Osszegbeli elsé és utolsé szam
Osszeparositasaval kapjuk, akar tgy, hogy az elébbi szummahoz még n-
et hozzdadunk). Tehat

" 1nn+1) n+l
Sn: p— p— .
QZZ 2 om

Indokoljuk, miért Riemann-integralhat6 az f fiiggvény és adjuk meg a
hatarozott integral értékét is.

Az alsé és felso integralkozelito osszeggel megfogalmazott Riemann-integrahatosagi
kritérium értelmében az f integralhatosagahoz be kell latnunk, hogy
lim s, = lim 9,
n—oo n—oo
és amennyiben ez teljestil, akkor ez a kozos hatarérték nem mas, mint a
kért hatarozott integral. Mivel
n—1 1 n—+1

lim s, = lim = — = lim = lim S
n=oo n—oo  92n 2 n—oo  92n n=oo 'V

ezért létezik az f figgvény hatdrozott integrélja a [0, 1] intervallumon és
értéke

1 1
/ flz)de = -.
0 2

Azért nem tudjuk az integralhatésagot azzal az indoklassal elintézni,
hogy az ©x = 0 és x = 1 kozott az f nemnegativ fiiggvény grafikonja
alatti tertilet létezik és %—del egyenld (derékszogii, 1 hosszusagu befo-
g6ji haromszog teriilete), mert a hatérozott integrél és az emlitett teri-
let 0sszekapcsolasat a nemnegativ integralhato fiiggvény grafikonja alatti
teriilet definici6ja - mint ahogy az a nevében is benne van - csak integ-
ralhato fiiggvények esetében teszi lehetové. Tehat itt nem a hatarozott
integral értékének kiszamitasa, hanem annak létezésének igazolasa volt
nehezebb. Azt még megjegyeznénk, hogy feladatban hasznalt alsé és
fels6 integralkozelitd 0sszeggel megfogalmazott Riemann-integrahatésagi
kritérium helyett hasznalhattuk volna az oszcillacids 6sszegekkel megfo-
galmazott Riemann-integrahatésagi kritériumot.
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Mintafeladat: Egy korlatos, de sehol sem Riemann-integralhaté fiiggvény

Igazoljuk, hogy az {Fmi:sehol.sem.R.int.fv}

1, haz eQ

R — R, T) =
/ /(@) {0, haz e R\ Q,
Dirichlet figgvény nem Riemann-integralhat6 a [0, 1] intervallumon, pe-
dig korldtos a [0, 1] intervallumon (s6t, a teljes értelmezési tartomanyan
is).

Ebbdl a példabdl is latszik, hogy egy figgvény korldtossiga az [a, b]
intervallumon nem elegend6 feltétele a fliggvény [a, b] intervallumon vett
Riemann-integralhatosaganak.

Megoldas:

Szamitsuk ki az s, also integralkozelito osszeget, amennyiben n egyenl6
részre osztjuk fel a [0, 1] intervallumot, azaz minden [x;_1,x;] részinter-

vallum hossza (tehat a felosztds finomséga is) .

Mivel mindegyik részintervallumban van irraciondlis pont, melyben 0 (az-
az minimalis a fliggvényérték),

n

i=1 =1

Szamitsuk ki ugyanazon felosztas mellett most az S, fels6 integralkozelito
Osszeget.

Mivel mindegyik részintervallumban van racionélis pont is (példaul a vég-
pontok is azok), melyben 1 (azaz maximalis a fliggvényérték), felirhatjuk,

hogy

n n

i=1 i=1

Mit vesziink észre? Integralhat6-e a Dirichlet figgvény a [0, 1] interval-
lumon?

Mivel két kiillonbozd hatarértéket kaptunk, az alsd és felsé integralko-
zelito Osszeggel megfogalmazott Riemann integralhatésdgi kritérium mi-
att kijelenthetd, hogy a Dirichlet fiiggvény a [0, 1] intervallumon nem
Riemann-integralhato.

Mar az elején érezheto volt, hogy a fliggvény tulsadgosan szeszélyesen,
stirlin valtogatja a 0 és 1 értékeket, azaz tul sok helyen szakad ahhoz,
hogy a grafikon alatti (és az z-tengely folotti), = 0 és © = 1 egyenesek
altal hatarolt részt barmilyen keskeny téglalapok oOsszegével kozeliteni
tudjuk, csak ez nem elegendo6 indoklas.
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El A hatarozott integralra vonatkozo szabalyok

Tétel: A hatarozott integral tulajdonsagai
Legyenek f, g : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvények. A kovetke- frie:hatarozott.int.tul}
z6 tulajdonsagok teljestilnek:

1) [P f(z)de = — [ f(x)dz (integraldsi hatér felcserélése);

2 ( )dz = 0 (integralasi hatarok egyenlésége);

) Ja
3) fPef(z)dz =c [P f(z)dz Ve e R (konstanssal valé szorzés);
4) J.

[ (2) + g(x)]dz = [P f(z)dz + [P g(x) dz (Gsszegfiiggvény hata-
rozott integralja);

5 [¢f(x)da + [P f(x)de = [0 f(x)dz Ve € [a,b] (integraldsi inter-
vallum szerinti additivitas).

Bizonyitas:
Mindegyik tulajdonség azonnal ké')vetkezik a Riemann féle integrélkéze—

4

A 3) és 4) tulajdonsagokbol azonnal kovetkemk a kulonbsegfuggveny
hatarozott integraljara megfogalmazott szabdaly is, azaz

/ab[f(x) —g(z)]dz = /ab f(x)de — /abg(:v) dx

tetszéleges f, g : [a,b] — R Riemann-integralhaté figgvényekre.

Tétel: Minimum-maximum egyenlotlenség

Legyen az f : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény. Tegyiik fel, {Fte:hat.int.minmax}
hogy f-nek van minimélis és maximalis értéke is az [a, b] intervallumon.

Legyenek ezek a szamok m, illetve M. Ekkor

b—a</ 2)dz < M(b— a).

Bizonyitas:

n

m(b—a) = mzn: —T) < Zf ci)(xi—zimq) < Mzn:(xi—a:i,l) = M(b—a),
i=1 =1

mas széval, az [a,b] intervallumon értelmezett f fiiggvény tetszéleges
felosztashoz tartozo tetszéleges Riemann-féle integralkozelité Osszege az
m(b—a) és M (b — a) kozott talalhaté. Ekkor a hatarértékiikre is igaz
ugyanaz az egyenlotlenség.

Tétel: A hatarozott integral monoton tulajdonsaga
Legyenek az f,g : [a,b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvények. Tegylk (rte:hat.int.monoton}
fel, hogy Va € [a,b] esetén f(x) < g(x). Ekkor

/abf(x) de < /abg(x) dz.

Ezt a tulajdonsigot a hatarozott integral monoton tulajdonsaganak is
nevezziik.
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Bizonyitas:

A tétel azonnal kovetkezik a Riemann-féle integralkozelité osszeg defini-
ci6jabol és abbdl a tulajdonsaghol, hogy amennyiben egy sorozat elemei
tagonként kisebbek vagy egyenlék egy masik sorozat elemeinél, akkor a
hatarértékiik kozott is fennall ugyanaz az egyenlotlenség.

Kovetkezmény: Nemnegativ fiiggvény hatarozott integralja
Ha g : [a,b] — R Riemann-integralhaté nemnegativ értékd fiiggvény, (Fro:nemneg.hat.int}
akkor

/abg(x) dz > 0.

Bizonyitas:
Az egyenlotlenség azonnal kovetkezik, ha a hatarozott integral monoton
tulajdonsagardl szolo tételben f helyére a konstans nulla fliggvényt irjuk.

7.1.3. Riemann-integralhatésaggal kapcsolatos tételek

El Monoton fiiggvény Riemann-integralhatésaga

Tétel: Monoton fiiggvény Riemann-integralhatésaga
Ha f : [a,b] — R monoton fiiggvény, akkor Riemann-integralhaté. {Fte:mon.fv.int}

Bizonyitas:
Tekintsiik az [a,b] intervallum n egyenld részre torténd felosztasat. Az
igy felvett, egymastol egyenlo tavolsagra elhelyezkedd

{a =g, 21,29,..., 20 1,2, = b}

osztépontok esetén minden [z;_ 1, x;] részintervallum hossza (tehat a fel-
osztas finomsdga is) b_T“ és minden minden i € {1,2,3,...,n} esetén
ri1 = a+ (i — 1)17_7“ Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény monoton no-
vekvl. (Monoton csokkend f esetén a bizonyitds hasonlé.) gy minden

ie€{1,2,3,...,n} esetén
m; = inf{f(z) |z € [x;_1, 2]} = f(xi1),

mig
M; = sup{f(2) | @ € [0, 2]} = f(s),

Az oszcillacios Osszeg értéke:

On = Sp = 8n :Zn:lf(%)b;a —Zn:lf(xi—l)b;a =
= TS ) — fla)] = L) — Sl

ami 0-hoz tart, amennyiben n — oo. Igy az oszcillaciés Osszegekkel
megfogalmazott Riemann-integrahatosagi kritérium miatt az f fliggvény
Riemann-integralhato.
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Megjegyzés: A monotonitas nem sziikséges a Riemann-integralhatésaghoz

Mig a korlatossag sziikséges (de nem elégséges) feltétele egy filggvény frme:mon.nem.sz}
Riemann-integralhatésdganak, addig a monotonitds egy elégséges (de
nem sziikséges feltétele). Példaul az

f:[-1,1] =R, f(z)=2—2?

fliggvény integralhaté a [—1, 1] intervallumon. (Ennek bizonyitdsat az
olvasora bizzuk.)

E Folytonos fiiggvény Riemann-integralhatésaga

Tétel: Folytonos fiiggvény Riemann-integralhatésaga
Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor Riemann-integralhaté. {Fte:folyt.fv.int}

Bizonyitas:
Tekintsiik az [a,b] intervallum n egyenlé részre torténd felosztasat. Az
igy felvett, egymastol egyenld tavolsagra elhelyezkedo

{a =20, 21,79,..., 20 1,2, = b}

osztépontok esetén minden [z;_1, x;] részintervallum hossza (tehat a fel-
osztés finomsdga is) =% A Weierstass-tétel értelmében minden i €
{1,2,3,...,n} esetén az [ fiiggvény felveszi minimumét és maximumat
az [r;_1,x;| intervallumokon, azaz minden i € {1,2,3,...,n} esetén 1é-

teznek d; € [x;_1, ;] és e; € [x;_1, x;], melyekre

m; = min{ f(x) | € [z;1, 2]} = f(d;),
mig

M; = max{f(z) |z € [z;-1, 2]} = f(es).
Legyen € > 0 tetszélegesen rogzitett szam. Az f folytonos az [a, b] inter-
vallumon, {gy egyenletesen folytonos is ott, ami azt jelenti, hogy +=--hoz
létezik 0 > 0, hogy amennyiben |e; —d;| < 0, akkor |(f(e;)—f(di))| < 3=

Az oszcillacios Osszeg abszolit értékét a haromszog egyenlotlenség

miatt a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

- b— - b—
0] = 180 = sl = |3 F(e) = = 3 f(d) =] =
b—a & b—a
= T EI(fle) = )] < =3 |(F(en) — F(d))] <
b—a ) e :
ST M h—a o

igy az oszcillacios Osszegekkel és e-nal megfogalmazott Riemann-integrahatosag
tétele értelmében az f fliggvény Riemann-integralhato.

Megjegyzés:

Az eléz6 tételnél folosleges [ korlatossagat a tétel feltételei kozé beten-
ni, hiszen redundancia allna fenn, ugyanis korlatos és zart intervallumon
értelmezett folytonos fliggvény a Weierstass-tétel értelmében felveszi ab-
szolit minimumat és maximumat, igy korlatos is.
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Definici6: Szakaszonként folytonos fiiggvény
Az f: la,b] — R szakaszonként folytonos fiiggvény, ha véges szdmi (Fde:szak.folyt.fv}
pont kivételével folytonos az [a, b] intervallumon.
Az alabbi dbran lathaté f : [=5,5] — R, f(z) = [z] fiiggvény egy
szakaszonként folytonos fiiggvény.

Ide jon a SZA-06-09.png abra
Megjegyzés: A folytonossag nem sziikséges a Riemann-integralhatésaghoz

Az [a, 0] intervallumon nem folytonos fiiggvények is lehetnek Riemann- (ppe:folyt.nem.sz}
integralhatok. Példaul a korlatos, szakaszonként folytonos fiiggvények.

Ez utébbi bizonyitdsat az olvaséra bizzuk. Amennyiben viszont az [a, b]

intervallumon értelmezett fliggvények esetén a folytonossagot nem ko-

veteljiik meg, akkor a korlatossdgot mindenképpen sziikséges (csak nem

elégséges) megkovetelni. Amint azt a sehol sem Riemann-integralhaté

fliggvényre adott mintafeladatban is lathattuk, a Dirichlet figgvény [0, 1]

intervallumra valo lesziikitése nem Riemann-integralhaté, pedig korlatos

fiiggvényrol van szo.

[ Folytonos nemnegativ fiiggvény atlagértékének fogalma

Definicié: Folytonos nemnegativ fiiggvény atlagértéke (vagy kozépértéke)

Az [a, b] intervallumon folytonos nemnegativ fiiggvény atlagértéke vagy {Fde:folyt.nn.fv.atlag}
kozépértéke
1 b
fétlag - b CL/a f(l‘) dz.

Megjegyzés: Folytonos nemnegativ fiiggvény atlagértékének geometriai jelentése
A folytonos fiiggvény atlagértékének (kozépértékének) otletét az {Fme:folyt.nn.fv.atlag.g}
L1, T2,...,Tn

szamok atlagértéke szolgaltatta. Csakhogy egy [a,b] intervallumon ér-
telmezett folytonos fliggvény értelmezési tartomanyaban talalhaté 0sszes
pontjara az eddigi atlagérték képlet mar nem alkalmazhato6. Ekkor kézen-
fekvo otlet, hogy tekintjiikk a nemnegativ folytonos fiiggvény grafikonja,
az r-tengely, valamint az x = a és x = b egyenesek altal hatarolt tarto-
many teriiletét, és elosztjuk az [a, b] intervallum hosszaval, azaz (b — a)-
val.

& Egy egyszeriibb folytonos fiiggvény atlagértékének kiszamitasa

Mintafeladat: Linearis fliiggvény atlagértéke
Széamitsuk ki az f: [-2,3] = R, f(z) = z + 3 fuggvény &atlagértékét. {Fmi:lin.fv.atlag}

Megoldas:

Ellenorizziik, hogy nemnegativ folytonos fiiggvényrdl van szé.
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Az f figgvény szigorian monoton névekvo és folytonos (linedris, pozi-
tiv f6egyttthatdoval), legkisebb értéke f(—2) = 1, tehat pozitiv értékii
fiiggvény.

s /2

riai jelentésének hasznalataval adjuk meg a kért atlagértéket.

Nem sziikséges integralni. Elegendd6 az alabbi abran lathatéd derékszo-
gl trapéz teriiletét kiszdmolni és osztani 5-tel (azaz [—2, 3] intervallum
hosszéaval), igy a kért atlagérték

fo _(AB+CD)-AD 1T
atlag — 9 5 2

Ide jon a TRA-06-10.png abra

A Riemann-integrdlhaté fiiggvények lecke elméleti tesztfel-
adatai:

Tesztkérdés:
Szamitsuk ki az

f:00,1] = R, f(x)=38x

fliggvény alsé integralkozelité osszegét, ha az [0,1] intervallumot négy
egyenld részre osztjuk. (Csak szamot lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: A kért eredmény = 3 .

Megoldas:
A [0, 1] intervallum négy egyenld részre osztédsanal az osztépontok zq = 0,
xr = i, Ty = %, r3 = 3 és x4 = 1. Az alsé integralkozelitd osszeg képlete

miatt

4
sq =Y mi(z; — x;_1), ahol m; := inf{f(z) | x € [z;_1, z:]}.
i=1

Mivel az f fiiggvény szigortian monoton névekvo, kapjuk, hogy

14 1 8 16 24

tehat az eredmény 3.

Tesztkérdés:
Legyen f : [a,b] — R egy korlatos figgvény. Tekintstik a [a, b] intervallum

7= {x0,T1, T, ..., Ty_1,Tpn}
felosztasat és a ¢y, co, ..., ¢, kozbiils6 értékeket. Valasszuk ki az f flige-
vény 7 felosztashoz és ¢y, ca, . . ., ¢, kozbiils6 értékekhez tartozé Riemann-

féle integralkozelité osszegét.
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o 3Ly fle) (@i — xima).

o Yy ailf(xi) — f(wio1)).

o ¥ my(z; —x;i_q), ahol m; := inf{f(x) | z € [z;_1, x;].
o X Mi(x; — x;_1), ahol M; :=sup{f(x) | x € [z;_1,z;].

Megoldas:
A Riemann-féle integralkozelito osszeg definiciéja miatt egyediil a kovet-
kez6 valasz helyes: Az f fiiggvény 7 felosztashoz és ¢y, co, . . ., ¢, kOzbiils6

értékekhez tartozé Riemann-féle integralkozelitd osszege Y0 f(c;)(z; —
xi—l)-

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

O Ha egy [a, b] intervallum meglévd osztépontjaihoz hozzévesziink még
10 osztépontot, akkor a felosztas normaja né.

O Ha egy [a, b] intervallum meglévé osztépontjaihoz hozzévesziink még
10 osztopontot, akkor a felosztas norméaja csokken.

O A [0,1] intervallum n egyenld részre vald felosztasakor a felosztas
normaja n.

X A [0,1] intervallum n egyenld részre vald felosztasakor a felosztas
normaja %

Megoldas:
Amennyiben a 10 4j osztopont egyikét sem a leghosszabb részintervallum
belsejében vessziik fel, akkor a felosztas norméaja nem valtozik, tehat az
aldbbi két allitas hamis:

Allitas: Ha egy [a,b] intervallum meglévé osztépontjaihoz hozzave-
sziink még 10 osztopontot, akkor a felosztas normaja né.

Allitas: Ha egy [a,b] intervallum meglévé osztépontjaihoz hozzave-
sziink még 10 osztépontot, akkor a felosztas normdja csokken.

A felosztas norméajanak definiciéja miatt a kovetkezd allitas igaz:

Allitds: A [0,1] intervallum n egyenlé részre valé felosztésakor a fel-
osztds normaja -

Ugyancsak a felosztds normajanak definicidja miatt a fennmarado
allitdas hamis.

Tesztkérdés:
Valasszuk ki az igaz allitasokat!

O Minden f : [a,b] — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhato.
X Minden Riemann-integralhat6 f : [a,b] — R fiiggvény korlatos.
X Minden f : [a,b] — R folytonos fliggvény Riemann-integralhaté.

X Minden f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhaté.
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Megoldas:
A kovetkezd allitds hamis:

Allitas: Minden f : [a,b] — R korlatos fiiggvény Riemann-integralhato.
Példaul az

1, haxz e QnNJ0,1]

f:00,1] = R, f(x):{O’ ha z € (R\ Q)N [0,1],

fliggvényrél bebizonyitottuk, hogy nem integralhaté a [0, 1] intervallu-
mon, pedig korlatos.

Allitds: Minden Riemann-integralhaté f : [a,b] — R fiiggvény korla-
tos. Igaz, hiszen a Riemann-integralhatosaghoz megkéveteltiik a korla-
tossagot.

Allitas: Minden f : [a,b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.
Igaz, mert ez az allitdis nem mas, mint a folytonos fliggvény Riemann-
integralhatosagarol szolo tétel.

Allités: Minden f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhato.
[gaz, mert ez az allitds nem mas, mint a monoton fiiggvény Riemann-
integralhatosagarol szolo tétel.

Tesztkérdés:
Vilasszuk ki az igaz éllitasokat, ha a < b és f,g : [a,b] — R pozitiv tr1r-005}
értékli Riemann-integralhaté fiiggvények:

R [, f(z)dz + f;' f(2) dz = 0.
O J; f(x)dz — J;' f(z)dz = 0.
X [’ g(z)dz > 0.

R [;[f(x) £ g(x)]de = [; f(z)dz +£ [} g(z) do

Megoldas:
Allités: [° f(z) da+ [ f(x)dz = 0. Igaz, mert [ f(z)dz = — [° f(z)dz

Ekkor, mivel a # b, és f pozitiv értéki (tehat nem konstans 0) fiigg-
vény, a kovetkezo allitds hamis:

Allitas: [° f(x)dz — [ f(x)dz = 0.

A hatérozott integral definiciéja miatt a g : [a,b] — R pozitiv értéki
Riemann-integralhato fliggvényre a kovetkezd allitas igaz:

Allités: [?g(z)dz > 0.

A fennmarado allitds nem mas, mint a hatarozott integral tulajdon-
sdgai koziil az Osszeg és kiulonbség integralja, igy az is igaz (nem csak
pozitiv értéki, hanem tetszéleges f, g : [a,b] — R fiiggvényekre).

7.2. Integralfiiggvény. Newton-Leibniz formula

7.3. Parcialis integralas, helyettesités hatarozott integ-
ralokra

E lecke befejezése utan a hallgato:
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e ismeri a parcialis integralas tételét hatarozott integralokra,

e ismeri a valtozocserés helyettesitési szabalyt hatarozott integralok-
ra,

e ¢rti, miért és hogyan modosulnak a hatarok az integrandus maédo-
sulasa utan.

7.3.1. Parcialis integralas hatarozott integralok esetén

[} Korlatos és zart intervallumon differencialhaté fliggvények

Definici6: Korlatos és zart intervallumon differencialhaté fiiggvény

Tegytik fel, hogy az a és b két kiillonbo6z6 valés szam ugy, hogy @ < b. Az {Fde:korl.zart.int.diff}
f i [a,b] — R fiiggvény differencialhaté az [a, b] intervallumon, ha diffe-

rencidlhato az (a, b) intervallumon, = = a-ban jobbrdl differencialhatoé, és

y = b-ben pedig balrdl differencidlhaté. Ekkor a derivalt fiiggvény értel-

mezési tartomanya értelemszertien [a, b]-nek tekintendd, f’ értékének

az a és b végpontokban az f’ (a), illetve az f’ (b) értékeket tekintjiik.

Definicié: Korlatos és zart intervallumon folytonosan differencialhaté fiiggvény

Tegytik fel, hogy az a ¢és b két killénboz6 valds szam tgy, hogy a <b. Az  {Fde:k.z.int.folyt.diff}
f : la,b] — R fliggvény folytonosan differencialhaté az [a,b] interval-

lumon, ha differencidlhaté az [a,b] intervallumon és derivalt fiiggvénye

folytonos ugyanezen a korlatos és zart intervallumon.

Példa:
Az
f:00,1] =R, f(z)=e*"

fiiggvény folytonosan differencialhaté a [0,1] intervallumon és derivalt
fiiggvénye
f 00,1 =R, f(x) = 2e*13

El Parcialis integralas hatarozott integralok esetén

Tétel: Parcialis integralas hatarozott integralokra
Legyenek f,g : [a,b] — R az [a, b] intervallumon folytonosan differenci- {rte:parc.int.hat.int}
alhato fiiggvények. Ekkor

[ 1) @) ds = [Fg@ — [ (o) .

Bizonyitas:
A folytonos fliggvények Riemann-integralhatésaganak tétele miatt a fenti
formula mindkét oldaléan szerepl6 hatarozott integral 1étezik, hiszen mind
az f(x)g'(x), mind pedig az f’'(z)g(x) folytonos (folytonos fiiggvények
szorzata).

Az

[f(@)g(@)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
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képlet mindkét oldalat integralva, az Osszegfiiggvény integralasi képletét
és a Newton-Leibniz formulat hasznalva felirhatjuk, hogy

F@e@l= [ F@a) + [ @),

ahonnan atrendezéssel mar kapjuk a bizonyitandé formulat.

Megjegyzés:

Nem feltétleniil sziitkséges a hatarozott integralokkal vald parcialis in-
tegralasi formulat haszndlnunk egy-egy ilyen tipustu hatarozott integral
esetén, mert hatarozatlan integralokkal is elvégezhetjiik a parcialis integ-
ralast, majd utana hasznalhatjuk a Newton-Leibniz formuldt. Egyben
szeretnénk itt azt is megjegyezni, hogy a hatarozott integralokra vonat-
kozé parcialis integralasi tételt most abban a formaban fogalmaztuk meg,
melyet a feladatokban hasznalni szoktunk, igazdbdl azt is elegendo lenne
feltenniink, hogy f és g az [a,b] intervallumon differencidlhaté fliggvé-
nyek, melyekre [’ és g szorzatfiiggvénye Riemann-integralhaté az [a, D]
intervallumon.

[& Parcialis integralas hatarozott integralokra

Mintafeladat:
Szamitsuk ki az

/elenmdx
1

értéket hatarozott integralokra tanult parcialis integralassal.
Megoldas:

Adjuk meg a megfelel szereposztast.

f,d :[L,e] >R f(z)=1Inz és ¢'(z) = 2%

Mennyivel egyenlé f'(z) és g(z) ebben az esetben?

3

gL =R, f@) =1 és gla) = 5,
Végezziik el a parcidlis integralast hatarozott integralokkal.

A parcialis integralas képletébe behelyettesitve kapjuk, hogy

3\ '/ 3 e 3

e e e 1

/ x21nxdx:/ T lnzdx = z—lnx —/ z——dx:
1 1 3 3 1 1 3 x

3 [x?’r e? 3 1_2e3+1
5= .

9

1

_ ¢ =S S
3 N 9
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7.3.2. Valtozdcserés helyettesitési szabaly hatarozott integralokra

El A hatarok médosulasa az integrandus mddosulasa utan

Tétel: Valtozécserés helyettesitési szabaly hatarozott integralokra

Legyen g : [a,b] — R invertdlhat6 és folytonosan differencidlhaté fiigg-  {Fte:helyett.sz.hat.int}
vény az [a, b] intervallumon. Legyen tovabba f a g fiiggvény értékkészle-

tén (azaz R,-n) folytonos fiiggvény. Ekkor

b g(b)
[ g @ai = [ ) d
Bizonyitas:
Az, hogy a fenti formulaban mindkét oldalon létezik a hatarozott integral,
azonnal kovetkezik a folytonos fliggvények Riemann-integralhatésaganak
tételébdl, hiszen az f fliggvény is és az (f o g)g’ fuggvény is folytonos.
Mivel

S F(g(1)) = Flo(0)d (1) = Fla(0)d/ (1)

felirhatjuk, hogy

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzés:

Ilyen tipusi hatarozott integral esetén altalaban egyszertibb kiszamitani
el6bb a hatarozatlan integralt, majd alkalmazni a Newton-Leibniz for-
mulat, de a tételt mindenképpen ismerntink kell, hogy értsiik a hatarok
modosulasat az integrandus fiiggvény modosulasa utan.

A tételt is fogalmazhattuk volna gy is, hogy a g fliggvény esetében
invertdlhatésag helyett szigorti monotonitést kovetelink meg (akkor g
természetesen invertalhaté is). Hatdrozott integralokra vonatkozo valto-
zocserés szabaly hasznalatakor altalaban ez utobbi verziét hasznéljuk.

[& Valtozocserés helyettesités hatarozott integralokra

Mintafeladat:
Szamitsuk ki az

3
/ V9 — z?2dx
-3
értéket hatarozott integralokra tanult valtozdcserés helyettesitéssel.

Megoldas:

[Va? — x?dx tipust integralrél van sz6. Milyen helyettesité fliggvény
szitkséges ilyenkor?
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A feladatban a = 3, igy az x = 3sint =: g(t), t€ [—g, ﬂ helyettesitd
fiiggvénnyel dolgozunk. Tovabba felirhatjuk, hogy
dg(t) dw

! = — = — =
g(t) = i o 3cost.

Lassuk be, hogy alkalmazhatjuk a valtozdcserés helyettesitési szabalyt
erre a hatarozott integralra.

A fenti g helyettesito fiiggvény folytonosan differencialhatd a [—g, ﬂ
intervallumon és ugyanitt szigorian monoton névekvé. Aza = —3,b= 3
értékekkel dolgozunk, igy g(—=75) = =3 és g(5) = 3. Az Ry = [-3,3]

intervallumon az
f:[_gv?)]_)Ra f({[‘)zvg—{]fz

fiiggvény folytonos, tehat a tétel minden feltétele teljestl.

Hasznaljuk a valtozdcserés helyettesitési szabalyt. Szamitsuk ki az igy
kapott hatdrozott integralt a cos®t fiiggvényre felirhato

1+ cos 2t
2

linearizacios képlettel, a Newton-Leibniz formulat hasznélva.

cos’t =

3 3
/ \/9—x2dx:/ \/9 —9sin®t - 3costdt =
—3 _3

:9/§ cos’tdt =
-3

Amennyiben nem kérte volna a feladat, hogy hatarozott integralokra

tanult valtozécserés helyettesitéssel dolgozzunk, egyszeriibb lett volna a

geometriai interpretaciot hasznalni: a kért hatarozott integral nem mas,

mint az origd kozéppont, 3 sugart felso koriv és az x-tengely altal bezart
91

felkorlap tertilete, azaz <.

A Parcialis integrdlas, helyettesités hatdrozott integrdlokra
lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:
Széamitsuk ki az

értékét hatarozott integralokra vonatkozo parcidlis integralassal. (Csak
szamot lehet az eredményhez beirni.)
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Valasz: A kért eredmény = 2 .

Megoldas:
Parcidlis integralassal felirhatjuk, hogy

e2 1 1 e2
/ n(ez) dr = 2’ In(ex) dr =
1

e? e )
1 e 1
= — [rIn(ez)]| —?/1 x-a-edx:
11,

tehat az eredmény 2.

Tesztkérdés:
Valasszuk ki, mit jelent az, hogy az f : [a,b] — R fliggvény folytonosan
differencialhat6 az [a, b] intervallumon.

o Az f fuggvény folytonos és differencialhaté az [a, b] intervallumon.
o Az f fuggvény differencialhaté az [a, b] intervallumon.

o Az f fuggvény differencidlhat6é az (a,b) intervallumon, x = a-ban
jobbrol differencidlhato, y = b-ben pedig balrdl differencialhato.

e Az f fuggvény differencidlhat6 az (a,b) intervallumon, z = a-ban
jobbrol differencialhato, y = b-ben pedig balrél differencidlhato,
és az [ fiiggvény |a, b] intervallumon értelmezett derivalt fliggvénye
folytonos ugyanezen a korlatos és zart [a, b] intervallumon.

Megoldas:

A korlatos és zart intervallumon folytonosan differencialhaté fliggvény
definici6ja szerint egyediil a kovetkez6 az [a, b] intervallumon folytonosan
differencialhato fiiggvény definicidja:

Valasz: Az f fiiggvény differencidlhat6 az (a, b) intervallumon, = = a-
ban jobbrdl differencialhato, y = b-ben pedig balrdl differencialhaté, és az
f fuggvény [a,b] intervallumon értelmezett derivalt fiiggvénye folytonos
ugyanezen a korlatos és zéart [a, b] intervallumon.

Igy a tobbi valasz hibés.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

O A hatarozott integralokra vonatkozé parcialis integralas tételében
elég azt feltenni az f : [a,b] — R és g : [a,b] — R fiiggvényekrdl,
hogy folytonosak.

O A hatarozott integralokra vonatkozé parcidlis integralas tételében
elég feltenni, hogy az f : [a, b] — R fliggvény folytonos, g : [a,b] — R
pedig differencialhato.

360

{PHI-002}

{PHI-003}



[0 A hatarozott integralokra vonatkozé parcidlis integralas tételében
elég feltenni, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény differencidlhaté, g :
[a,b] — R pedig folytonos.

X A hatarozott integralokra vonatkozé parcialis integralas tételében
elég feltenni, hogy az f,¢g : [a,b] — R fiiggvények folytonosan diffe-
rencidlhaték az [a, b] intervallumon.

Megoldas:
A hatarozott integralokra megfogalmazott parcialis integralas tétele mi-
att a felsoroltak koziil egyediil az aldbbi allités igaz:

Allitds: A hatdrozott integralokra vonatkozé parcidlis integralds té-
telében elég feltenni, hogy az f,g : [a,b] — R fiiggvények folytonosan
differencialhatok az [a, b] intervallumon.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

[0 Hatarozott integralokra megfogalmazott valtozocserés helyettesitési
szabaly esetén az integrandus modosulasaval altalaban nem valtoz-
nak a hatarok.

X Hatarozott integralokra megfogalmazott valtozocserés helyettesitési
szabaly esetén az integrandus modosulasaval altalaban valtoznak a
hatarok is.

X Legyen ¢ : [a,b] — R invertdlhat6 és folytonosan differencialhaté
figgvény az [a,b] intervallumon. Legyen tovabba f a g fiiggvény
értékkészletén (azaz R,-n) folytonos figgvény. Ekkor

b , 9(b)
|| rag @i = [ ) ar
a g(a
O Legyen g : [a,b] — R invertalhat6 és folytonosan differencialhaté
figgvény az [a,b] intervallumon. Legyen tovdbba f a g fliggvény
értékkészletén (azaz R,-n) folytonos figgvény. Ekkor

b

[ stangwa= [ swyar

(a) a

Megoldas:
A kovetkezo allitas igaz, mert a hatarozott integralokra vonatkozé valto-
zocserés helyettesitési szabaly pontosan ezt allitja:

Allitds: Legyen g : [a,b] — R invertdlhat6 és folytonosan differenci-
alhato figgvény az [a,b] intervallumon. Legyen tovabba f a g fliggvény
értékkészletén (azaz R,-n) folytonos fiiggvény. Ekkor

[ 1emgwar= " jyar

g(a)

Emiatt aztan a kovetkezo allitas is igaz:

Hatarozott integralokra megfogalmazott valtozocserés helyettesitési
szabaly esetén az integrandus médosulasaval altalaban valtoznak a hata-
rok is.

A maésik két allitas szintén a hatdrozott integralokra vonatkozd val-
tozdcserés helyettesitési szabaly miatt hamis.
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Tesztkérdés:
Valasszuk ki az igaz allitasokat.

X

A hatarozott integralokra megfogalmazott valtozdcserés helyettesité-
si szabalyban a ¢ fiiggvény invertalhatosaga helyett kérhetjiik, hogy
g legyen szigorian monoton fiiggvény.

A hatarozott integralokra megfogalmazott valtozocserés helyettesité-
si szabalyban a g fliggvény invertalhatésaga helyett kérhetjiik, hogy
g legyen folytonos fiiggvény.

A hatéarozott integralokra megfogalmazott valtozdcserés helyettesité-
si szabalyban a ¢ fiiggvény invertalhatosaga helyett kérhetjiik, hogy
g legyen folytonosan differencialhaté fiiggvény.

A hatarozott integralokra megfogalmazott valtozocserés helyettesité-
si szabalyban a g fiiggvény invertalhatésaga helyett kérhetjiik, hogy
g legyen monoton fiiggvény.

Megoldas:

Allitds: A hatérozott integralokra megfogalmazott valtozdcserés helyet-
tesitési szabdlyban a g fiiggvény invertalhatésaga helyett kérhetjiik, hogy
g legyen szigoriian monoton fiiggvény.

[gaz, mert a hatarozott integralokra vonatkozd valtozdcserés helyet-
tesitési szabalyban a ¢ fliggvény szigorii monotonitasaval biztositottuk g
invertalhatosagat.

A tobbi allitds hamis, mert sem a g folytonossidga, sem a folytono-
san differencialhato tulajdonsiga, sem pedig a monotonitas nem elegendo
ahhoz, hogy a hatarozott integralokra megfogalmazott valtozdcserés he-
lyettesitési szabalyban 1évé képlet igaz legyen.

8.

Az integralszamitas alkalmazasai

8.1. Teriilet, térfogat, felszin, silypont szamitas

8.2. Bevezetés a mértékelméletbe*

8.3. Szétvalaszthaté elsorendii kozonséges differencial-
egyenletek, integralgorbék abrazolasa

8.4. Linearis elsorendii kozonséges differencialegyenletek

9.

Numerikus sorok és fiiggvénysorok

9.1.

Numerikus sorok abszolut- és feltételes konvergen-
ciaja

E lecke befejezése utan a hallgato:
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