1. Eloadas
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Korabban a vektorokat irdanyitott szakaszokként definialtuk, és lattuk, hogy az 1, 7, k vektorok
bevezetésével egy kétdimenzids (sik)vektor és egy valds szampar, valamint egy hdromdimenziés
(tér)vektor és egy valés szamhéarmas kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd, ezért
példdul az (xq, z9, x3) szdmhdrmast vektornak is tekinthetjiik.

Az aldbbiakban bevezetjik a vektor fogalmanak egy altalanositasat. Ehhez nem geometriai
meggondolasokon, hanem algebrai definiciékon keresztil jutunk el. Legyen n egy rogzitett pozitiv
egész szam és jeloljiilk R"-nel R-nek onmagaval vett n-szeres Descartes-szorzatat. Az R™ ele-
mei tehat rendezett szam n-esek, amelyeket az x = (z1,22,...,2Z,), ¥ = (Y1,Y2,- -, Yn)
szimbélumokkal jeloljiik. Utalva ezek geometriai hatterére, az R” elemeit vektoroknak, az
X1, To, ..., T, szamokat az x vektor koordinatainak vagy komponenseinek szokas nevezni.
Az z,y € R" szdm n-eseket akkor tekintjiik egyenlének, ha a megfelel6 komponenseik egyenl6ek:
1 =Y, T2=Y2, ...y, Tpn = Yn.

Megjegyzés. R" helyett a komplex szam n-esek C" halmazat is tekinthetnénk. A soron
kovetkezo fogalmak és eredmények erre a halmazra is minden nehézség nélkiil atvihetok.

A rendezett szam n-esek linearis tere

|Miiveletek értelmezése R"-en |

Az x = (x1,...,2,),y = (Y1,-..,Yn) € R" vektorok Gsszegét, valamint az x vektor és a A

valds szam szorzatat igy értelmezziik:

4y = (T1+ Yy, T2+ Yo, Tn + Yn), A xi= (Ary, AT, ..o, ATy).

(A szorzas jelét el szokds hagyni. Ezt a miiveletet igy fogjuk jelélni: .,.) Vildgos, hogy minden
z,y € R" esetén z +y € R" (szavakban: R" zart az Gsszeaddsra nézve), minden A € R,z € R”
esetén \-x € R" (szavakban: R" zart a szdimmal valé szorzésra nézve). Igen egyszeriien igazolhato,
hogy ezek a miiveletek rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokal.

TETEL. (1) Az R" elemei kozott értelmezett osszeaddsra a kovetkezok teljesiilnek:

(i) kommutativ: z+y=y+2z (z,y € R");

(ii) asszociativ: (z +y)+z2=2+ (y+2) (2,52 € R");

(iii) a0:=(0,0,...,0) elemre a kdovetkezo teljesiil: x +0 =2z (z € R")
(0 az R"-tér nulleleme);

(iv) minden z € R™ vektor esetén a —z € R" vektorra z + (—z) = 0 teljesiil. (—z az z
vektor ellentettje).

(2) A R™ halmazban bevezetett szadmmal valé szorzas miivelete az alabbi tulaj-
donsagokkal rendelkezik:
(i) l-z=z (z€R");
(ii) (Aw)z = A(pz) (A€R, z€R");
(i) A +pz=Az+pz (\peR, zeR");
(iv) Mz+y)=dz+Iy (AeR, z,y €R").

DEFINICIO. Az (R",+,.,) struktirat a rendezett szam n-esek linedris terének (vagy
vektorterének) nevezziik, és gyakran csak az R" szimb6lummal jeldljik.

Megjegyzés. Az x = (x1,29,...,T,) szam n-est gyakran sorvektornak is nevezziik, és ekkor
az x = [r1,%a,...,T,] jelolést is hasznédljuk. Az z € R"™ komponenseit megadhatjuk oszlopba
T1
rendezve is: x = | ! |, ilyenkor oszlopvektorrol beszéliink.

Tn



Az oszlopvektorok és a sorvektorok halmazéaban analég médon értelmezhetjik az GSMQS‘I: éSG2
a szammal vald szorzas miuveletét. A rendezett szam n-esek, az oszlopvektorok és a sorvektorok
halmaza kozott olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést lehet létesiteni, ami ,megtartja a
miiveleteket”, ezért e harom struktira kozott nem tesziink kiilonbséget.

Linearisan fiiggetlen és 0sszefiigg6 vektorok. Bazis

Korabban mar lattuk sik- és térbeli vektorok korében a kollinedris- és a komplanaris vektorok
jelentoségét. Most ezek altalanositasat adjuk meg.

Sziikségiink lesz a kovetkezd elnevezésekre: az zq,7s,...,z,, € R™ vektorok linearis kom-
binacidjanak nevezziik a o

ATy + Aoy + -+ AT

alaki R™-beli vektorokat, ahol \q,...,\,, tetszoleges valés szamok. Trivialis linearis kom-
binacionak nevezzilk a \y = --- = \,,, = 0 egyiitthatékkal képzett linearis kombinaciét. Vilagos,
hogy a trividlis linearis kombinaci6é az R™-tér nulleleme.

DEFINICIO. (a) Az x1,2y,...,2m € R vektorok linearisan Osszefiiggék, ha van olyan
Ay A2,y A € Ry amelyre [A| 4 [Ao] + -+ |An| > 0 és
)\1£1+>\2£2+"'+>\m$_m297
azaz az Ty, Ty, ..., Ty vektoroknak van olyan nem trivialis linearis kombindcidja, ami a 0 vektort
allitja elo.
(b) Az x1,2y,...,2m € R"™ vektorok linearisan fiiggetlenek, ha nem linedrisan
Osszefiiggdk, azaz

AT+ Xy + - AT =0 = A =A==\, =0,

azaz a 0 vektort az xy,x,, ..., x,, vektoroknak csak a trividlis linearis kombinécidja allitja elo.

Ezek a fogalmak valéban a kollinearitas és komplanaritas altaldnositasai. Gondoljuk meg a
kovetkezbket: az a,b € R? sikbeli vektorok

kollinearisak — ha linedrisan sszefiiggdk,

nem kollinedrisak = ha linearisan fiiggetlenek;

az a, b, c € R? térbeli vektorok
komplanarisak — ha linearisan 6sszefliggdk,

nem komplanarisak — ha linearisan fiiggetlenek.

Igen fontos kérdés a kovetkezd: hogyan lehet eldonteni az R"-ben megadott vektorokrdl
azt, hogy azok linearisan fiiggetlenek-e vagy linearisan osszefiiggdk? A definicié alapjan
ez azon mulik, hogy a vektorok milyen linearis kombinécidja éallitja el a 0 vektort. A vektorok
trividlis linearis kombinacidja nyilvan a 0 vektort adja. A vektorok akkor linearisan fiiggetlenek,
ha mas linearis kombinacié nem &llitja el6 a 0 vektort; az ellenkez6 esetben a vektorok linearisan
osszefliggok.

Tegyiik fel, hogy adottak az

L1k
L2k
=1 . | €R” (k=1,2,...,m)
LTnk
vektorok. Azt kell megvizsgalni, hogy milyen A\, Ao, ..., A, valds szamokra all fenn a

AMT1+ Aoy + -+ Az, =0
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egyenloség. Ezt koordinatdkkal felirva azt kapjuk, hogy

T11 L1, M1+ AT 0
Myt Az, =AM | L F A | | = : = :
Tni Tnm Alxnl + -+ Amxnm 0
Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a koordinatai megegyeznek, ezért a Ay, ..., A\, ismeretlenekre

a kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

)\11"11 —+ )\2[E12 + -+ )\mfﬂlm = O,
A1Ta1 + AT + -+ + A\ Tam = 0,

Alxnl + )\2xn2 + -+ )\mxnm =0.

Ha ennek az egyenletrendszernek csak a trividlis (azaz a A\ = Ay = -+ = A\, = 0) megoldasa
van, akkor az z,,...,z,, vektorok linedrisan fiiggetlenek, az ellenkez6 esetben pedig linedrisan
osszefiiggdk.

Az elmondottakat a kovetkezo példan illusztraljuk.

1. Példa. Dontsiik el, hogy a kovetkezd R3-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek-e vagy nem:
2 0 2 1 0 2

(a) z; := |0, zy:= |3, z3:= |1]; (b) zy := 2], zy:=|1|, z3:= |4].
3 1 0 3 0 6

A kovetkez6 allitdsban Osszegytijtjilk a linearisan fiiggetlen, illetve linearisan Osszefiiggd vektor-
rendszer néhany alapveto tulajdonsagat.

TETEL. (1) Az zy, 24, ...,x,, € R" vektorok akkor és csak akkor linedrisan dsszefiggdk, ha

legaldbb az eqyik kozilik kifejezhetd a tobbi linedris kombindciojdval.

(2) Ha az ,,Z,,...,x,, € R" vektorok kozil az eqyik a O vektor, akkor a vektorrendszer
linedrisan 0sszefiiggo.

(3) Linedrisan dsszefiiggd vektorokhoz az R"-tér barmelyik vektordt hozzdvéve linedrisan
osszefiiggo vektorrendszert kapunk.

(4) Ha az 21,24, . ..,x,, € R" vektorok linedrisan figgetlenek, akkor az {x,,zy,...,2,,}
halmaz bdarmely nemiires részhalmaza is linedrisan figgetlen.

Az R"-térben van n elembdl all6 linearisan fliggetlen vektorrendszer.

TETEL. (a) Az R" térben az

1 0 0 0
0 1 0 0
Ql = 0 ) QQ - O ) §3 = 1 ) ) Qn - 0

e}
[«
)
—_

vektorok linearisan fliggetlenek.

(b) Minden z € R"™ (oszlop)vektor egyértelmiien irhat6 fel az e, e,,...,e, vektorok
linedris kombindcidjaként.

Az R"-térben més olyan vektorrendszerek is megadhatdk, amelyekre teljestilnek az el6z6 tétel
allitasai. Ezt R3-ban illusztraljuk.
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Matrixok

A tovébbiakban m és n mindig pozitiv egész szamot jelol.

m X n-es matrix

ay; a2 - A o Qip
Qg1 Qg2 - A2 - d2p
A= [Gik] =
Qi1 Q2 Qi ottt Qg
| Om1 Am2 Amk - Gmp

a;, valés vagy komplex szdmok (az A matrix elemei); i : sorindex; k : oszlopindex.
[a;1, Gi2, - . ., @] © & matrix i-edik sorvektora;
Qg1

Qa2
: a matrix k-adik oszlopvektora.

Qkn

: az m X n-es valés elemii matrixok halmaza.
: az m X n-es komplex elem{ matrixok halmaza.

DEFINICIO. Az A = [ag] € C™" és a B = [by] € CP9 métrixok egyenléek, ha
(i) azonos tipustak, azaz m = p és n = q,
(i) az egyenld indexti elemeik megegyeznek, azaz

@i, = i, (i=1,2,...,m; k=1,2,...,n).

| Specidlis matrixok

Zérusmatrix:

0 0 0
00 ... 0
0:={. . | e Cmxm
0 0 . 0
Sorvektor: az 1 x n-es matrix:
[a,as, ..., a,) € CH™.
Oszlopvektor: az m x 1-es matrix:
a1
az c (mel
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Kvadratikus (négyzetes) matrix: a sorainak és az oszlopainak a szama egyenlo:

apnn aiz ... Qin
Qg1 G2 ... @
A= .21 ?2 2n e Ccvn (n-edrendii matrix).
An1 Ap2 ... Qpp
foatlo
n-edrendii egységmatrix:
100 ... 0
010 0
E =10 01 0
000 ... 1

A Kronecker-szimbdélumot igy definialjuk:

1, hai=k
Ok, := .
0, hai#k.

Ezzel a jeloléssel az n-edrendli egységmatrixot igy is frhatjuk: E, = [d;] € C™*™.

n-edrendili diagondlis matrix: a féatlon kiviili elemek mind nullak:

a1 0 0 0
0 a9292 0 0
0 0 asz ... 0
0 0 0 ... amm

n-edrendii alséharomszog-matrix: a f6atls feletti elemek mind nulldk:

a1 0 0 Ce 0
21 29 0 Ce 0
a3y gz dAszsz ... 0
Ap1 Gp2 Ap3 ... dpp

n-edrendii fels8hiromszég-matrix: a f64tl6 alatti elemek mind nulldk:

a11 a2 @13 ... Qin
0 92 @23 ... Q3n
0 0 ass ... Qsp

0 0 0 ... amm



Mat G2

| Miiveletek métrixokkal |

Transzponalas:

DEFINICIO. Az m x n-es

a1; Q12 Az ... dip
Q21 Q22 A23 ... dgp

A:= |G asgp as ... ag | € C™"
Am1 Qm2 Am3 ... Amnp

matrix transzponaltjanak nevezziik a sorok és az oszlopok felcserélésével kapott matrixot:

a1 Q91 G317 ... Qi
Q12 Q22 A32 ... Q2

Al = | Q13 Q23 A3z ... Qp3| c C™™,
A1y, A9y Q35 .- Qmn

Az m X n-es matrix transzponaltja tehat egy n x m-es matrix. Ha példaul
1 2

A= e R¥2, akkor A = [1 06 4] e R¥4,

0 7
6 3 27 3 5
4 5

DEFINICIO. Az n-edrendii A = [a;;] € C™" matrix szimmetrikus, ha
A=A
antiszimmetrikus (vagy ferdén szimmetrikus), ha
A=A

Y

Y

Nyilvanvald, hogy egy A = [a;x] n-edrendi métrix pontosan akkor szimmetrikus, ha az elemei
a féatlora szimmetrikusak, azaz a;, = ai (i,k = 1,2,...,n); illetve pontosan akkor anti-
szimmetrikus, ha a foatléra szimmetrikus elemek egymas ellentettjei, azaz a;; = —ag; (i,k =
1,2,...,n). Specidlisan: a;; = —a;;-bol kovetkezik, hogy a; =0 (i = 1,2,...,n), tehit antiszim-
metrikus matrix féatlgjaban minden elem 0.

Két matrix 6sszege (csak azonos tipust matrixok esetén értelmezziik).

DEFINICIO. Az m x n-es A = [air], B = [bix] € C™*™ métixok 6sszegét igy definidljuk:

ayp +bnn ap+bie ais+bis ... ap, + b,

a1 +bo1  age +bay a3 +bes ... ag, +bay

A+Bi= e Cmxn,

Am1 + bml Am2 + bm2 Am3 + bm3 coo Amnp + bmn
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Matrix szamszorosa.

DEFINICIO. Ha A = [a;,] € C™*" és A € C, akkor
)\CLH /\CL12 )\CL13 e )\aln
A = >\C.l21 /\a‘22 )\6?23 )\G'Qn c Cmxn
)\aml )\&mg )\amg e )\amn

Két matrix szorzata (csak akkor értelmezziik, ha az elsé tényezd oszlopainak a szdama
egyenlé a masodik tényezé sorainak a szamaval).

DEFINICIO. Az m x n-es A = [a;] € C™*™ és az n X p-s B = [bjx] € C"*P matrixok szorzatanak
nevezziik és A - B-vel jeloljiik azt az m X p-s C = [¢;] matrixot, amelynek ¢y, eleme

Cik := Qitbig + @igbor 4 - - - + Qinbpi = Z a;ibik
=1
(i=1,2,....m; k=1,2,...,p).

A C szorzatmatrix i-edik soraban és k-adik oszlopaban all6 elemet tehat ugy kapjuk meg, hogy
az A matrix i-edik soranak és a B matrix k-adik oszlopanak megfelel6 elemeit Osszeszorozzuk és
a szorzatokat Osszeadjuk, vagyis a C' szorzatmatrix c;; eleme az A matrix i-edik sorvektoranak és
a B matrix k-adik oszlopvektoranak a skaldris szorzata. (Ezért szokds azt is mondani, hogy két
matrix szorzatat sor-oszlopszorzassal definidaljuk.)

Szorozzuk Ossze példaként az

1 3
. 2 0 4x2 4 _ 4 0 1 2x3
A= 11 e R**“, és a E—{O 1 O]ER
0 2
matrixokat. Ezek A - B szorzata képezheto:
1 3
2 0 4 0 -1
A-B=|_1 [o ~1 0}:
0 2
1-443-0 1-0+3-(-1) 1-(-1)+3-0 4 -3 -1
| 2-440-0 2-04+0-(-1) 2-(-)+0-0 | |8 0 -2
(=1)-441-0 (=1)-0+1-(=1) (=1)-(=1)+1-0]  |-4 -1 1
0-442-0 0-0+2-(—1) 0-(-1)4+2-0 0 -2 0

A fenti két métrix esetén a B - A szorzat nem képezhet6, mert B oszlopainak a szdma kiilonbozik
A sorainak a szamatol.

Vilagos, hogy az A € C™*™ és a B € CP*? matrixokra az A- B és az B - A szorzat akkor és csak
akkor képezheto, ha m = q és n = p. Ebben az esetben

sz0. Jegyezzilk meg jol, hogy a matrixszorzas nem kommutativ:
A-B#B-A
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Ezt mutatja a kovetkezo példa:

01 . 1 14 100 £ 11 . 0 1] (0 2
0 1] (0 0] |0 O 0 0 (0 1| [0 O]
Bizonyos A és B matrixok esetén persze eléfordulhat, hogy teljesiil az A - B = B - A egyenlOség.

[lyen specidlis eset példaul az, amikor az egyik tényezo a zérusmatrix vagy az egységmatrix. Ekkor
érvényesek az alabbi azonossagok:

A.

1o
I

A=0 (A40eC™™),

0-4
E, A=A (AE,eC").

1

DEFINICIO. Az n-edrendfi A, B € C"™" métrixok felcserélhet8k (egyméssal kommutéalnak),
ha

A-B=B-A

Megjegyzés. Matrixok szorzatanak a kiszamitdsa a Falk-séma segitségével.

| A métrixmiiveletek tulajdonsigai

(1) A C™ ™ halmazban bevezetett 6sszeadds miivelete
(i) kommutativ: A+ B=B+ A (A4,B € C™™");
(ii) asszociativ: (A+B)+C=A+ (B+C) (A,B,C € C"™*"),
(i) a 0 zérusmatrixra a kovetkezo teljesiil: A+0=A (A e C™™)
(a zérusméatrix a C™*"-tér nulleleme);
(iv) minden A € C™" métrix esetén a —A € C™*" matrixra A 4+ (—A) = 0 teljesiil.
(—A az A métrix ellentettje).

(2) A C™*™ halmazban bevezetett szammal valé szorzas miivelete az alabbi tulajdonsigokkal
rendelkezik:
() 1-A=A (AeCmm)
(i) (w)A=A(ud) (\eC, AeCm
(i) A +mwA=MA+pA (A\peC, AcCm™);
(iv) MA+B)=AA+) (A\e€C, A BeCm™),
(3) A matrixok kozott értelmezett szorzas
(i) nem kommutativ;

(ii) asszociativ: (A-B)-C=A-(B-C) (AeC™" B e C"P C e CP*9).
(iii) disgtributiv: A- (B+C)=A-B+A-C) (AeC™" B,C € C"*?)
(A+B)-C=A-C+B-C) (A, BeC™", CecCP).

(4) A transzponalt matrix tulajdonsdgai:
() (4)'=4 (aecCmn)
(i) (A+B)=A+B" (A BeC™m).
(111) (A E)l — El 'A, (A c men’ﬁ c (Cn><p)_
Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy a matrixok kozott értelmezett Osszeadds és szammal vald

szorzas miuvelete ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az R"-beli vektorok kozott
értelmezett Osszeadas és a szammal vald szorzas mivelete.
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Négyzetes matrix determinansa

Ebben a fejezetben végig matrixon komplex elemt métrixot, szamon pedig komplex szamot
fogunk érteni.

Most minden négyzetes matrixhoz alkalmas médon hozzarendeliink egy szamot, amit a matrix
determinansanak fogunk nevezni. A definiciét rekurzidval adjuk meg. Ez azt jelenti, hogy
el6szor 2 x 2-es (azaz mésodrendil) métrix determindnsat értelmezziik. Utdna megmondjuk azt,
hogy ha tetszoleges (n—1)-edrendii matrix determinansét mar ismerjiik, akkor hogyan értelmezziik
tetszoleges n-edrendt matrix determinansat.

Sziikségiink lesz a kovetkezo definicidra: az A = [a;] € C™*"™ matrix (ahol m,n > 2 egész szadm)
a;. eleméhez tartoz6 minormatrixan azt az (m — 1) x (n — 1)-es, A,.-vel jelolt matrixot értjiik,
amelyet A-bdl ugy kapunk, hogy elhagyjuk annak i-edik sorat és k-adik oszlopat. Ha példaul

15076
13 2143 ot
Ad=1_750 21|
5 631 7
akkor
3 14 3 1576
A= 1|-7 0 2 1| eR¥  A,=[3 2 4 3| eRY
5 317 7521

A determinans definicigja (rekurziéval)

DEFINICIO. (1) A mésodrendii
{an G12] c C2%2
a1 Q22

matrix determinansat igy értelmezzik:

a11 Q12
Q21 A22

det A :=

= Q11022 — A210A12.

(2) Tegyiik fel, hogy tetszéleges (n — 1)-edrend(i matrix determindnsat mar értelmeztiik. Ekkor az
n-edrendit A = [a;,] € C™" matrix determindnsat az ,elsé sor szerinti kifejtéssel” igy definialjuk:
an a2 ... Qip n
det A:=| : : D= Z(_1)1+ka1k det Ay,
ap1 QAp2 .. Qnpp k=1

ahol A, az A matrix ay; eleméhez tartozé (n — 1)-edrendi minormatrix.

fgy tetszoleges rendlit matrix determinansat értelmeztiik. Példaul:

3 47
det | —1

2 9 29
6 8 4

8 4

-1 9
6 4

o PR

6 8

3.(2:4-8-9)—4-((=1)-4—6-9)+7-((—1)-8—6-2) = —100.
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Megjegyzés. Harmadrendii (és csak harmadrendil) métrix determindnsat a kovetkezo modon
(Sarrus-szabdly) is kiszdmolhatjuk:

11 Q12 Aa13 11 Q12 Aaiz| aix Qa2
det |aa1 a9 a9 = |Q21 Q22 Q23 A21 Q22 ) =
a3; Aazz ass a3; Aazz 33| A31 a32

= (11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (31022013 — (32023011 — G33021012-

(Igazoljuk ezt az allitast!)

’A determinans elemi tulajdonsagai

Egy nagyobb rendii matrix determinansanak a kiszamolasa a definicié alapjan elég koriilményes.
Gondoljuk meg példaul azt, hogy egy negyedrendii matrix esetén 4 harmadrendii (azaz 12 masod-
rend(i) matrix determinansat kell meghatérozni. Most felsorolunk olyan allitasokat, amelyek sok
esetben megkonnyitik matrix determinansanak a kiszamitasat.

Ha egy mdtriz egyik sordnak (vagy oszlopdanak) minden elemét a A szammal megszorozzuk,
akkor a determindnsa \-val szorzodik.

Példéul:

3-2 3-1 2 1
det{1 4]—3det{1 4].

(K6z06s tényez6 egy sorbdl (vagy oszlopbdl) kiemelhetd.)

Ha eqy A matriz egy sordnak (vagy oszlopanak) minden eleme 0, akkor det A = 0.

aiq a2 . A1n a1 Qa2 ... Qaip ay; a2 ... Qaip
det bil + ¢t big +Co ... bzn + Cin | = det bil big . bzn + det Ci1 Cia ... Cip
L Gn1 An2 c. Qpn LOn1 Gp2 ... Opp | Gn1 Qp2 - .. Opp

Alsohdromszog-, illetve fels6hdromszég-mdtrix determindnsa a féatloban levé elemek szorzata:

a1 0 N 0 ai; a1 ... Qip
21 A9 ... 0 0 A929 ... Q9p

det | | ] ) =det | . ] | = aa0s. .. any,.
Apl Ap2 - -. Qpn 0 0 ... am

Ha egy matrizban két sort (vagy oszlopot) felcseréliink, akkor a determindnsa (—1)-szeresére
valtozik.

Ha egy A matrizban két sor (vagy oszlop) megegyezik, akkor a det A = 0.

Ha eqy matriz eqyik sordhoz (vagy oszlopdhoz) hozzaadjuk egy mdsik sor (vagy oszlop) \-
szorosat, akkor a két mdtrix determindnsa megegyezik.



Mat G2

Egy mdtrix determindnsa tetszoleges sor szerinti kifejtéssel is meghatdrozhato, azaz tetszolegesen
rogzitett 1 = 1,2,...,n index esetén

_au a2 ... aln_
n
det |a;1 aip ... apm| = (—1)i+ka,~k det 4;;,
k=1
| Gn1 Ap2 ... Qpp
ahol A, (k=1,2,...,n) az A mdtriz a;, eleméhez tartozé minormdtriz.

Egy matriz determindnsa tetszoleges oszlop szerinti kifejtéssel is meghatdrozhato, azaz tet-
szolegesen rogzitett k = 1,2,...,n index esetén

_an N 5T &171-
: : : n
det a1 .. Qi ... Qi | = Z(—l)”kaik det Aik?
. . . P
[an1 oo Gpk . g
ahol Ay (i =1,2,...,n) az A mdtriz a;, eleméhez tartozé minormdtriz.

Ha egy mdtriz sorait €s oszlopait felcseréljiik, akkor a determindnsa nem vdltozik, azaz
det A = det A',
ahol A" az A transzpondltja.

Az n-edrendit A € C*" és az n-edrendli B € C™" mdtriz szorzatinak a determindnsa
egyenlo a két matriz determindansdinak a szorzatdval:

det A-B=detA- B.

(A determindnsok szorzdstétele.)

A definici6 felhasznalasaval hatdarozzuk meg néhany matrix determinansat. |PT. III.| 234 —
246., 258 — 263. feladatok.

Az elemi tulajdonsdgok alkalmazasaval szamitsuk ki az alabbi matrixok determinansat:

(1 a b+c a sina cosa sin(a + 0)
(a) |1 b a+c|;(b) x| sinf cosf sin(f+9)|;

1 ¢ a+b —a x siny cosy sin(y+0)

1 1 1 1 0111 1 4 9 16

1 -1 1 1 1 011 4 9 16 25
Wiy 1 20 1 PO o1 ]g 16 25 36|

_1 1 1 -1 1110 16 25 36 49

Néhany n-edrendli matrix determindnsanak a meghatarozasa: |PT. III.| 267 — 272. feladatok.

A Vandermonde-féle determinans: Igazoljuk, hogy

1 ay a2 ... a}?
2 n—1
1 ay a3 ... ag
. . . . = H (aj - ai)-
o ‘ 1<i<j<n
1 a, a2 ... a'!





