1. Bevezetés

1.1. Szamhalmazok, bizonyitasi médszerek

E lecke befejezése utan a hallgato:

e a kozépiskolaban tanult szamhalmazok és halmazmiiveletek mellett
1j fogalmakat ismer meg, mint példaul tetszoleges A C R halmaz
szuprémuma, infimuma, belsé pontja (esetleges hidnyossdgok ala-
posabb pétlasdhoz ajanlott akar a http://www.epalatabla. hu/
matematikaérettségire felkészité online kurzusanak megtekintése),

e kiilonbséget tud tenni kornyezet és pontozott kornyezet kozott,

e meg tudja hatdrozni tetszéleges, nemiires, feltlrdl korlatos A C R
halmaz szuprémumét (vagy egy tetszéleges, nemiires, alulrél korla-
tos halmaz infimumaét),

e ismeri az R valés szamhalmaz axiomatikus bevezetését*,

e megismerkedik a fébb bizonyitasi mddszerekkel (direkt és indirekt
bizonyitas, valamint teljes indukcid) és egyszeriibb tételek bizonyi-
tasaban, valamint elméleti feladatok megoldasdban ezeket hasznal-
ni tudja.

1.1.1. Szdmhalmazok

[ Halmazfogalom, jelolések

Definicié: Egyenlé halmazok

Béar a halmaz és a halmazelem alapfogalmak a matematikdban (tehat nem definialjuk 6ket),
kiindulasként kijelentjiik, hogy egymastol kiillonbozo

objektumok 0Osszességét halmaznak, az objektumokat pedig a halmaz

elemeinek nevezziik.

Azt, hogy az a eleme az A halmaznak a € A-val jeloljiik (ha b nem eleme

az A halmaznak, akkor b ¢ A-val).

Az A és B halmazok egyenldk (jelolése A = B), ha ugyanazokat az

elemeket tartalmazzak.

Megjegyzés:
Az A halmaz megadhato elemei felsorolasaval (sorrend nem szamit) vagy
valamilyen utasitdssal, mely szerint egyértelmiien eldontheto, milyen ele-
meket tartalmaz. Az A = {x | P(z)} jelolést hasznéljuk, ha az A hal-
mazt azon x elemek halmazaként adjuk meg, melyek a P tulajdonsidggal
rendelkeznek.

Definicié: Ures halmaz
Ures halmaznak (jelolése (}) nevezziik azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs.
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Definicié: Részhalmaz, valédi részhalmaz
B részhalmaza A-nak (jelolése B C A), ha B minden eleme A-ban is megvan.

Bvalédi részhalmaza A-nak (jelolése B C A, vagy B& A), ha B
részhalmaza A-nak és B # A.

Halmazmiiveletek, binaris relacié

Definicié: Halmazmiiveletek

Az A és B halmazok unidja (jelolése AU B) az A és B minden elemét(egy példanyban)
tartalmazza és nincs egyéb eleme.

Az A és B halmazok metszete (jelolése ANB) az A és B kozos elemeibdl
allé halmaz.

Az A és B halmazok (ebben a sorrendben tekintett) kiilonbsége (jelolése
A\ B) az 0sszes olyan A -beli elembdl all, melyek nincsenek benne B-ben.
Az A A B = (A\B)U(B\A) halmazt az A és B halmazok szimmetrikus
differenciajanak nevezziik.

Venn-diagram (azaz halmazdbra) segitségével az unié, a metszet és a
halmazkiilonbség a kovetkezoképpen abrazolhato:

Ide jon az unid, metszet, kilonbség abraja, UMK-01-01.png abra
Legyen adott valamely(2 halmaz (alaphalmaz). Tetsz6leges A C{) hal-
maz esetén az{) \ A halmazt az A komplementerének nevezzik.

Az A és B halmazok Descartes-szorzata (vagy direkt szorzata)

Ax B={(a,b) |a€ Abe B},

azaz az Osszes olyan rendezett elempar halmaza, melyre az elsé elem
A-bél, mig a masodik B-bdl van.
Definicié: Relacio
Binaris relacionak (réviden relacidonak) neveziink egy olyan R halmazt, melynek elemei
rendezett parok. Ha X és Y két halmaz, akkor X és Y
folotti relacionak nevezziik az X x Y Descartes-szorzat barmely R rész-
halmazat.
Az X =Y esetben X-beli, vagy X feletti relaciorol beszéliink.
Ha R relacié, akkor (z,y) € R helyett altaldban az xRy jelolést hasznal-
juk.

N, Z Q R

Definicié: Szamhalmazok
A természetes szamok halmaza

N=1{1,23,...}.
Az egész szamok halmaza
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...}.
A nemnegativ egész szamok halmaza

No = {0,1,2,3,...}.

16



A racionalis szamok halmaza
_JP _

ahol a In.k.o.(p,q) a p és q szamok legnagyobb kézos osztéjat jelenti.

A raciondlis szamokat tizedestort alakba irva véges tizedestortet vagy
végtelen, szakaszos tizedestortet kapunk.

A végtelen, nem szakaszos tizedestort alakba irhatoé szamokat nevezziik
irracionalis szamoknak. Ezek halmazat egyesitve a racionalis szamokéval
kapjuk a valés szamhalmazt, melynek jelolése R.

Megjegyzések:
e A magyar kozépiskolak a nemnegativ egész szamok
Ny ={0,1,2,3,...}

halmazat szoktak a természetes szamok halmazaként definidlni, mig
mi a hazai és nemzetkozi szakirodalomnak megfeleléen az {1,2,3,...}
halmazt tekintjiik a természetes szamok halmazanak.

o Jegyezziik meg:
NCcZcQcCR.

o A valds szdmhalmaz axiomatikus iton is bevezethetd.

[J Intervallumok. A kibévitett valés szamhalmaz

Definicio: Intervallumok
Nyilt intervallum:

(a,b) ={x €eR|a <z <b};

zart intevallum:
[a,b] = {z €R |a <z < b}

balrél zart, jobbroél nyilt intervallum:
la,b) ={z €R |a <z <b}
illetve balrol nyilt, jobbrél zart intervallum:
(a,b) ={x € R|a <z < b}.

Definicié: A kibévitett valés szamhalmaz (R)
Az R =R U {—00, oo} halmazt kibdvitett valés szamhalmaznak nevezziik.

17



[} Pont szimmetrikus-, pontozott szimmetrikus- és egyoldali kornyeze-
te

Definicié: A § > 0 sugari szimmetrikus kornyezet
Egy xo valés szam 6 > 0 sugara szimmetrikus kornyezetén az

(.TO - 57 o + 5)
intervallumot értjiik.
Jelolése ks(xo).
Példa:
A 2 szém 5 sugarti szimmetrikus kornyezete a
k (2)—(2 Lo, )—(1 99:2,01)
o 100°° " 100/ T
intervallum.

Definicié: A 4 > 0 sugar( jobb/bal oldali kdrnyezet
Egy xo valés szam § > 0 sugara jobb oldali kornyezetén a

[0, zo + 0)

intervallumot értjiik.
Jelolése ky (xo).
Hasonlban, egy x( valés szam o > 0 sugar(i bal oldali kdrnyezetén a

(2o — 6, x0]
intervallumot értjiik.
Jelolése ky (o).
Példa:
A 2 szdm 1—(1)0 sugaru jobb oldali kornyezete a
1
i =12;2 >:2'2 1
K (2) = [524 o) = [2i2,01)
intervallum.
A 2 szam 1—(1)0 sugard bal oldali kérnyezete a
1

2 2)=(2——7,2] =(1,99;2

intervallum.

Definici6: Pontozott (vagy lyukas) szimmetrikus kornyezet
Egy xo valds szdm 0 > 0 sugar( pontozott (vagy lyukas) szimmetrikus
kornyezetén (jelolése k3 (zg)) a kovetkezot értjik:

k3 (xo) = (zo — 0,20+ 0) \ {z0} = (x0 — d,20) U (20, zo + 9).

A § > 0 sugart pontozott szimmetrikus kornyezet mar nem intervallum,
hanem két diszjunkt intervallum unidja.

Példa:
A 2 szam 1—(1)0 sugaru pontozott szimmetrikus kornyezete a

R (2) = (1,99:2,01) \ {2} = (1,99:2) U (2;2,01)
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[ Kornyezet, pontozott kornyezet, belso pont

Definicié: Kornyezet

Egy xg valos szam kornyezetén olyan nyilt J C R intervallumot értiink,
mely tartalmazza zg-nak valamilyen 6 > 0 sugari szimmetrikus kornye-
zetét.

Az xy egy kornyezetének jelolése k(xo).

Példa:
A E(2) = (1,99;2,0001) intervallum a 2 szdm egy kornyezete.

Definicié: Pontozott kdrnyezet

Az xy egy J kornyezetébdl xy egy pontozott (vagy lyukas) kdrnyezetét kapjuk, ha kivessziik bel6le
az xg szamot.

Az xy egy pontozott kornyezetének jelolése k°(zo).

Példa:
A k°(2) = (1,99;2,0001) \ {2} halmaz egy pontozott kornyezete 2-nek.

Megjegyzés:

Amikor xq valamely kornyezete esetén nem tisztazott, hogy pontozott-
e vagy sem, altalaban inkdbb az ,xy kornyezete, esetleg kivéve az xg
pontot” megfogalmazast hasznaljuk.

Hasonléan fogalmazunk a ¢ > 0 sugari szimmetrikus kornyezet esetében
is.

Definicié: Belso pont

Legyen A C R tetszoleges halmaz és xg € A. Az xy pont az A halmaz
egy belsd pontja, ha A tartalmazza az x, valamilyen § > 0 sugaru

szimmetrikus kornyezetét.

Definicié: Halmaz belseje

Egy A C R halmaz 6sszes belsé pontjanak halmazat az A halmaz belsejének nevezziik és int A-val
jeloljiik.

Példa:
A 2 szam bels6 pontja az (1,99;2,0001) intervallumnak és

int [1,99;2,0001] = int (1,99;2,0001) = (1, 99;2,0001),
valamint

int [1,99;2,0001) = int (1,99;2,0001] = (1,99;2,0001).

[ Korlatos halmazok

Definicié: Univerzalis- és egzisztencialis kvantor

Vz jelentése: minden z-re igaz, hogy ..., vagy barmely x-re igaz, hogy
. (ez a ,,¥Y”" univerzalis kvantor);
Jz jelentése: van olyan x, melyre ..., vagy létezik x, melyre ... (ez a

»,3" egzisztencialis kvantor).
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Definici6: Korlatos halmaz
Egy nem iires A C R halmaz feliilr6l korlatos R-ben, ha 3K € R, hogy Vx € Aeseténz < K
fennall. Ekkor azt mondjuk, hogy K az A halmaz egy fels6 korlatja. Hasonlbéan, az A C R

halmaz alulrél korlatos R-ben, ha 3k € R, hogy Vo € A esetén x > k. A k szamot az A
halmaz egy also korlatjanak nevezziik.

Egy nem tires A C R halmaz korlatos R-ben, ha van R-beli also és felsé
korlatja is.

Definicié: Halmaz szuprémuma, infimuma

Egy A C R feliilrél korlatos, nem tires halmaz legkisebb felsé korlatjat A szuprémumanak (A
felso hataranak) nevezzik és sup A -val jeloljik, a legnagyobb alsé korlatjat A infimumanak
(A alsé hataranak) nevezziik és inf A -val jeldljik.

(A szuprémum, illetve infimum létezését az R-ben érvényes Dedekind-féle
folytonossagi axiéma garantélja.)

Megjegyzések:

e Mas szavakkal, K* € Raz A C R feliilr6l korlatos, nem iires halmaz
szuprémuma, ha Vr € A esetén r < K* és Ve > 0 esetén dy € A
ugy, hogy K* —¢e < .

e Hasonlbéan k* € R az A C R alulrdl korlatos, nem tres halmaz
infimuma, ha Vo € A esetén x > k* és Ve > 0 esetén Jy € A gy,
hogy y < k* + ¢.

Példa:
Legyen A={z € Q| 2? <10} C Q.
Ekkor A rendelkezik Q-beli fels6 korlattal, pl. 4, vagy akar % ilyen, de az

R-beli legkisebb felsé korldtja (szuprémuma) v/10, ami nem eleme Q-nak.
Az inf A = —/10 szintén nem Q-beli szam.

1.1.2. A valdés szamok axiomatikus bevezetése*

) Testaxiomak

Definici6: Test

Az R halmazt testnek nevezziik, ha érvényesek ré az alabbi axiémak:

T1) R elempérjain értelmezve van egy Osszeadas és egy szorzas nevii
bindris miivelet, mely az R x R direkt szorzat minden (z,y) elemé-

hez egy x-+y-nal jelolt 6sszeget, valamint egy xy-nal jelolt szorzatot
rendel hozza;

T2) 4y =y+xésxy = yr Vao,y € R (az Osszeadds és szorzas
kommutativitasa);

T3) (z+y)+z =x+(y+2) és (zvy)z = x(yz) Va,y,z € R (az Osszeadds
és szorzds asszociativitasa);

T4) 30 € R, hogy x +0 =2 Vx € R (zéruselem létezése);

20



T5) Vo € R dy € R gy, hogy x +y = 0 (az y = —xz ellentett, mas
szoval additiv inverz létezése);

T6) 31 € R, hogy lx =z Vz € R (az egységelem létezése);

T7) Vx € R\ {0} Jy € R tgy, hogy zy =1 (az y = 27! = 1 reciprok,

mas szoval multiplikativ inverz létezése);

T8) (x +y)z = xz+yz, Vx,y,z € R (a szorzas disztributivitasa az
Osszeadésra nézve).

A T1 — T8 axiémékat testaxiomaknak nevezzik.

[J Rendezési axiomak

Definicié: Rendezési axiémak
Az R # () halmazon értelmezett ,<” reldciét rendezési relacionak nevezzik, ha

R1) Vx,y € R esetén x < y, y < x vagy = = y kozil pontosan egyik
teljestil (a ,,<” reldci6 trichotom);

R2) Vz,y,z € R, haz < y és y < z akkor x < z (a ,<” relacié
tranzitiv);

R3) Vz,y,2 € R, ha x < y, akkor x + z < y + 2z (a ,<” relaci6 az
Osszeadéasra nézve monoton);

R4) Vx,y,z € R, haz <y és 0 < z, akkor xz < yz.

Az R # () halmazt a ,< ” rendezési relaciéval (rendezéssel) (R, <) ren-
dezett halmaznak nevezzik, az R1 — R4 axidomakat pedig rendezési
axiomaknak.

Megjegyzések:

e A természetes szdmok N = {1,2/3,...} halmazara érvényesek a
T1—T3, aT6, T8, valamint az R1 — R4 axiéomak.

o Az egész szamok Z = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} halmazara a
T1 —T6, a T8, valamint az Rl — R4 axiémak érvényesek, de a
multiplikativ inverz létezését garantalé 17 axiéma nem.

o Az R4 axiomaban x = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy ha y > 0 és
z > 0, akkor yz > 0.

Példa: (Q, +, -, <) egy rendezett test

A racionalis szamok Q halmaza az Osszeadas és a szorzas miiveletekkel
testet képez. Amennyiben ehhez a testhez még a szokasos ,,<” rendezést
is hozzavessziik, a (Q, +, -, <) rendezett testet kapjuk.

Definicié: A ,,<” relacié értelmezése

x < y akkor és csak akkor, ha x < y vagy © = y. Haszndljuk még az
y > x és az y > x jeloléseket is. Az x > 0 elemeket pozitivaknak, az
x < 0 elemeket negativaknak, az x > 0 elemeket pedig nemnegativaknak
mondjuk.
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B Miben kiilonbozik R a Q halmaztoél?

Axioma: A Dedekind-féle folytonossagi axiéma

Az R halmagzra teljestil a Dedekind-féle folytonossagi axiéma, ha minden nem iires, feliilrél korlatos
X C Rrészhalmaznak van szuprémuma R-ben. Azaz, minden nem tires, feliilrél korlatos X C R
halmaz esetén IK* € R, hogy Vr € X esetén x < K*és Ve > 0 esetén dy € X gy, hogy K*— e <.

Megjegyzés:
Amennyiben az R rendezett testben teljesiil a Dedekind-féle folytonossagi axiéma, akkor R minden
nem tres, alulrél korlatos X C R részhalmazanak van infimuma R-ben.

Bizonyitas:
Tekintstik az Y= {z € R | —z € X} feliilr6l korlatos, nem iires halmazt.
A

—(—x)==x

képletbol kovetkezik, hogy az X legnagyobb als6 korlatja pont az Y leg-
kisebb felsé korlatjanak az ellentettje lesz.

Definicié: A valés szamok halmaza

Az R halmazt a valés szamok halmazanak, elemeit pedig valés szamok-
nak nevezziik, ha R egy rendezett test, melyre teljesiil a Dedekind-féle

folytonossagi axiéma is. (Az R halmazt tehat a valés szamok halma-
zanak nevezziik, ha teljestilnek rd a T'1 — T'8 testaxiomak, az R1 — R4

rendezési axiémak, valamint a Dedekind-féle folytonossdgi axiéma is.) A

tovabbiakban végig a valés szamok halmazat R jeloli.

Megjegyzés:
A Dedekind-féle folytonossagi axioma nem teljesiil Q-ban.
Legyen példaul X = {x € Q | 2> < 5} C Q. Ekkor X rendelkezik Q-beli

f?lSO k@_l%gi?fl’ pl. 3 ilyen, de az R-beli legkisebb fels6 korlatja (v/5) nem

eleme

Az R és Q kozotti kapocs

Tétel: A valés szamok archimédeszi tulajdonsaga
Ha z € R, y € R és x > 0, akkor létezik olyan pozitiv egész n, amelyre nx > y.

Bizonyitas:

Tekintsitk az X = {nz | n = 1,2,3,...} halmazt és tegyiik fel, hogy a
tétel nem igaz. Ekkor y egy felsé korlatja X-nek R-ben. A Dedekind-
féle folytonossagi axiomabol kovetkezik, hogy létezik o = sup X € R.
Mivel z > 0, kapjuk, hogy 0 = = + (—z) > 0+ (—x), azaz —x < 0,
ami az R3 axiéma miatt az o — r < a egyenldtlenséghez vezet, ez pedig
azt mutatja, hogy a — x nem felso korlatja X-nek R-ben, azaz valamely
m € {1,2,3,...} esetén a — x < mz, azaz az R3 és a T8 axiémédk miatt
a < (m+1)x € X, ami lehetetlen.
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