Mat G2

3. Eloadas

Linearis egyenletrendszerek

A tovabbiakban m és n mindig pozitiv egész szamot jelol, szamon pedig valds
vagy komplex szamot fogunk érteni.

Bevezetés

A kordbbi tanulméanyaikban mar taldlkoztak az aldabbihoz hasonlé feladatokkal.
Oldjuk meg a kovetkezd eqyenletrendszereket:

r + 2y + 3z2=4

1 2 r — - z=3
m L 2 y
3r — y + 2z=25,

3 w? + y* =25 @ 22+ 22y — 3y =0
r — y=-1, 2 +y? —dr — 6y = 4.

Olyan z, y, valamint z, y, z szamokat kerestink tehat, amelyekkel a felirt egyenl6ségek
mindegyike teljesiil.

Az (1) és (2) egyenletekben az x,y, z ismeretleneknek csak az elsé hatvanyai
szerepelnek, ezért az ilyen egyenletrendszereket linearis egyenletrendszernek
fogjuk nevezni. A masik két egyenletrendszer mésodfoku kétismeretlenes egyen-
letrendszer. Tapasztalhattuk azt, hogy az , esetek tobbségében” masodfoku (és ma-
gasabb foki) egyenletrendszerek megoldasa bonyolultabb, mint az elséfoku egyenlet-
rendszereké.

(1) és (2) minden nehézség nélkiil megoldhaté (oldjuk is meg 6ket!). Gondoljuk
meg azonban, hogy tobb ismeretlent tartalmazd, hasonld tipusu egyenletrendszer
megoldasa az eddig rendelkezésre allo eszkozeinkkel mar problémat jelenthet.

A tovabbiakban tetszéleges szamu egyenletet és ismeretlent tartalmazo linear-
is egyenletrendszerekkel kapcsolatos problémaékat fogjuk vizsgéalni. Olyan jol hasz-
ndlhato altaldinos modszert fogunk megismerni, amely segitségével tetszoleges ilyen
egyenletrendszer megoldhats. A késobbi tanulményaikban fogjak tapasztalni azt,
hogy a gyakorlati és matematikai feladatok igen nagy része végso fokon linearis
egyenletrendszer megoldasara vezet.

’Lineéris egyenletrendszerek altalanos alakja‘

Tekintsiik a kovetkezé feladatot: adott ay (i = 1,2,...,m; k =1,2,...,n) és
b; (1 =1,2,...,m) szamok esetén hatdrozzuk meg azokat az x1,xs, . .., x, szimokat,
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amelyekre teljesulnek az aldbbi egyenloségek

a1 + a19T9 + -+ ATy = b1
a1 r1 + a99Ty + -+ + Aonly, = bg
Am1T1 + GmaT2 + o+ ATy = bm

Ezt a feladatot m egyenletbol allo6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszernek,
az a;, szamokat egyuitthatdknak, a b; szamokat konstans tagoknak, az x;-ket
pedig ismeretleneknek nevezziik. Az egyenletrendszer egy megoldasan olyan
V1, Vg, . .., U, szdmokat értiink, amelyeket a megfelelé zx-k (k = 1,2,...,n) helyébe
beirva valamennyi fenti egyenléség teljestil.

Bevezetve az

ayj; a2 ... Qin
asy Q22 ... Qa9 . ; L.
A= . e egyutthatomatrix,

Am1 Am2 ... Gmp

by I

by X2 .

b:=| . | € C" konstans vektor, X 1= € C" ismeretlen vektor
b Tn

jeloléseket a fenti egyenletrendszer a vele ekvivalens ,, matrixos alakba” irhaté:

A-x=b vagy Ax =b.

Még egy elnevezést vezetlink be: az A egytitthatomatrixbdl a jobb oldali konstan-
sokkal kib6vitett m x (n+1)-es matrixot az egyenletrendszer kib8vitett matrixdnak
nevezziik és az [A|b] szimbdélummal jeloljiik:

a1 a2 ... Qipn bl

21 929 ... Qon bg
[Afb] :=

Gmi Gm2 - Qmn | bm

A kib6vitett matrixban az egyiitthatok alkotta rész és a jobb oldali konstansok kozé
iktatott fiiggoleges vonallal jelezziik, hogy a kétféle tipusu elemek eltérd szerepet
jatszanak az egyenletrendszerben.
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Természetesen vetddnek fel a kovetkezd kérdések:

Milyen A egyiitthatomadtriz és b konstans vektor esetén van az A -x = b
linearis egyenletrendszernek megolddsa?

Megoldhatésag esetén az egyenletrendszernek hdny megolddsa van?

Megoldhatosag esetén hogyan lehet elddllitani az egyenletrendszer minden
megoldadsat?

A tovabbiakban ezekre a kérdésekre adunk valaszt.

Megjegyzés. Emlékezzenek vissza a jol ismert m = n = 2 specidlis esetre, azaz
tekintsiik az

ar + by = c
de + ey = f

egyenletrendszert, ahol a,b,c,d, e, f adott valés szamok és x,y az ismeretlenek.
Az egyenleteket sikbeli egyenesek egyenleteinek tekintve addédik, hogy tetszéleges
a,b,c,d, e, f paraméterekre az alabbi esetek lehetségesek:

1. az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van (az egyenleteknek
megfelel6 egyenesek pontosan egy pontban metszik egymést);

2. az egyenletrendszernek nincs megoldédsa (az egyenleteknek megfelels egye-
neseknek nincs kozos pontja — parhuzamosak egymassal);

3. az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van (az egyenleteknek meg-
felel6 egyenesek egybeesnek).

Erdekes és fontos tény az, hogy pontosan ez a harom egymast kizaro eset lehetséges
tetszoleges m és n esetén is.

A megoldasok létezése ‘

Legyen A = [a;;] € C™*", és jeldlje ay, ..., a, az A métrix oszlopvektorait.
Gondolja meg, hogy az egyenletrendszer a kovetkezd ekvivalens alakban irhato fel:

A-x=Db <~ r1a; + 029 + -+ - + 2,2, = b.

Emlékezzen vissza arra, hogy az ria;+x2as+- - -+x,a, = b egyenléség azt is jelenti,
hogy a b vektor benne van az ay,...,a, oszlopvektorok altal kifeszitett altérben,
azaz

b € (a;,ay,...,a,),

és ezt kifejezhetjiik gy is, hogy
rang (al, as, ... ,an) = rang (al, as,...,a,, b).

Ezekbdl az egyszerli észrevételekbdl azonnal adodnak a linedris egyenletrend-
szerek megoldhatdsdgara vonatkozd alabbi sziikséges és elégséges feltételek.
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TETEL. Legyen m,n € N, A € C™" és b € C™. Ekkor a kovetkezd allitdsok
ekvivalensek:

1° Az A - x = b egyenletrendszernek van megoldasa;

2°b € (aj,as,...,a,) (azaz a konstans vektor benne van egyiitthatématrix
oszlopvektorai dltal kifeszitett altérben);

3° rang A = rang [A|b] (azaz az egyiitthatématrix rangja megegyezik a
kibévitett matrix rangjaval);

4° rang (al, a, ... ,an) = rang (al, as,...,a,, b).

Az m = n specialis eset‘

Eloszor azokkal a specidlis egyenletrendszerekkel foglalkozunk, amelyekben az
ismeretlenek szama megegyezik az egyenletek szamaval. Tegyiik fel tehat, hogy
adott az A € C™" n-edrendli négyzetes matrix, valamint az n-dimenziés b € C"
vektor. Tekintsiik az

A-x=b

linedris egyenletrendszert.
Ebben az esetben az alapveto eredmények a kévetkezok:

TETEL. Ha A € C"*" és b € C", akkor az A - x = b linedris egyenletrendszernek
akkor és csak akkor van pontosan egy megoldasa, ha

az A matrix invertdlhaté (mdas széval reguldris) = det A # 0.

Ebben az esetben az x megoldast az
x=A'Db

képlet alapjan hatarozhatjuk meg.

Ezt az x = [x1, 2, ..., x,] megoldast determindnsok segitségével is kiszdmolhatjuk
a kovetkezoképpen:

_ det Dy
~ detA
ahol a D; matrixot ugy kapjuk, hogy A-ban az i-edik oszlop helyére a b vektor
koordinatait irjuk. (Ez az in. Cramer-szabaly).

X (i=1,2,...,n),

Megjegyzések. 1° Az eléz6 tétel nem mond semmit (tehdt nem alkalmazhato)
abban az esetben, ha det A = 0.
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2° Ha viszont det A # 0, akkor a fentiek alapjan rogton két modszert is
kapunk linearis egyenletrendszer megoldasara.

o Az inverzmatriz-modszer: elemi sortranszformaciokkal megvizsgaljuk,
hogy az A matrix invertalhaté-e. Ha igen, akkor igy az inverzét is megkapjuk. Ezt
jobbrol a b vektorral megszorozva adédik az egyenletrendszer megoldésa.

e A Cramer-szabdly.

Példa. Oldjuk meg mindkét modszerrel az

r1 + 229 4+ 5r3 = -9 1 2 51 [x1 -9

r1 — To + 3]33 = 2 < 1 -1 3 To| = 2

35(]1 — 61['2 - r3 = 25 3 —6 —1 T3 25
egyenletrendszert.

| Az altaldnos eset |

Az imént ismertetett modszerek nem hasznalhatok, ha az ismeretlenek szama
kiilonbozik az egyenletek szamatol, vagy megegyezik vele, de az egytitthatématrix
determindnsa nulla. Most egy olyan 1j médszert (a Gauss-féle eljardst) ismertetiink,
amelyet tetszoleges linearis egyenletrendszerre alkalmazhatunk. So6t: azokban az
esetekben, amikor az inverzmatrix-modszer, illetve a Cramer-szabaly hasznalhato,
ezzel az 1j eljarassal a megoldésokat altaldban kevesebb szamolassal kaphatjuk meg.

e Gauss-féle (kikiisz6bolési vagy elimindcids) eljaras
A modszer alapgondolata az, hogy az egyenletekbdl ekvivalens dtalakitasokkal
minél tobb ismeretlent igyeksziink ,, kiejteni”. Tekintsiik példaul a kovetkez6 egyen-

letrendszert:
r] + 2.’132 + 5$3:—9

r1 — Xy + 3wz =2
3r1 — 6xy — x3=25.
A 2., valamint a 3. egyenletbOl az x; ismeretlen kikiiszobolhetd: a 2. egyenletb6l
vonjuk ki az 1. egyenletet, valamint a 3. egyenletb6l vonjuk ki az els6 haromszorosét.
Ekkor azt kapjuk, hogy
r1 + 2z9 + Hr3= -9
— 3wy — 2x3=11
— 1225 — 1623 =52.
A 2. egyenletet (—3)-mal elosztjuk:

Ty + 2932 + 5!133 =-9
T —f- %I‘g = — =
— 122y — 1613 = 52,
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majd a 3. egyenletbol az x, ismeretlen is kikiiszoboljiik gy, hogy a 2. egyenlet
12-szeresét hozzaadjuk a 3. egyenlethez:

Ty + 21’2 + 5I3:—9

2 _ 11
i) + §£If3 = -3

- 81’3 =8.

Végiil a 3. egyenletet (—8)-cal elosztva kapjuk az eredetivel ekvivalens aldbbi egyen-
letrendszert:
x| + 2.1'2 + 5.1'3 =-9
) + %Ig, = —%
T3 = —1.
xr3 tehat —1; ezt behelyettesitve a 2. egyenletbe, xo = —3; ezeket az elsé egyenletbe
beirva z; = 2 adédik. Egyenletrendszeriinknek tehat

T = 2, To = —3, T3 = —1

az egyetlen megoldasa.

Altaldnosan: A Gauss-féle eljards soran az alabbi lépéseket fogjuk végezni,
amelyek valamennyien az eredetivel ekvivalens egyenletrendszerekhez vezetnek (azaz
olyanokhoz, amelyeknek pontosan ugyanazok a megoldésai, mint a kiindulasi egyen-
letrendszernek):

Két egyenletet felcseréliink.
Valamelyik egyenletet egy A # 0 szammal megszorozzuk.
Valamelyik egyenlethez egy masik egyenlet p-szeresét hozzaadjuk.

Az olyan egyenleteket, ahol valamennyi egytitthaté és a jobb oldali konstans
is 0, elhagyjuk.

Ezeket a 1épéseket elemi ekvivalens atalakitasoknak nevezziik. Ezek segitsé-
gével az egyenletrendszerbol egymas utan ki lehet kiisziibolni az ismeretleneket.

Vegyiik észre, hogy a fenti 1épések nyomon kovetéséhez elég csak az egytitthatok
és a jobb oldali konstansok valtozasat figyelni, az z;, + és = jeleket felesleges mindig
Ujra leirni. Ezért az egyenletrendszert egyszeriibben jellemezhetjiik matrixok, ne-
vezetesen a kibovitett matrixok segitségével. Masrészt az egyenletrendszereken
végrehajtott E1—E3 miiveletek a kibovitett matrixon elvégzett elemi sormiive-
leteknek felelnek meg:

Két sort felcseréliink.
Valamelyik soert egy A # 0 szammal megszorozzuk.
Valamelyik sorhoz egy masik sor p-szeresét hozziadjuk.
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Most harom egyenletrendszeren mutatjuk be ezt az eljarast.

1. példa.
r1 + 2w + Swz=-9Y 1 2 5| = -9
Ty — To + 3x3=2 < 1 -1 3 To| = 2
3$1 — 61}2 — Ty = 25. 3 —6 —1 T3 25

A korébban leirt kikiiszobolési eljaras soran a kibévitett matrix a kovetkezéképpen
valtozik:

1 2 5 |-9 1 2 5 |-9
Ab]:= |1 -1 3| 2|~|0 =3 -2 |11]~
3 -6 -1 |25 0 —12 —16 |52
1 2 5 |-9 12 5 | -9 125 |9
2 11 2 11 2 11
~10 L5 =g 01 5 |=-3 0135 |-%
0 —12 —16 | 25 00 —8 |38 001 /|-1

1 20 |4 1 00| 2
~1010 |-3[~]010 -3
001 |-1 0 01 -1

Vegylik észre, hogy az utolsé oszlopban éppen a megoldasok allnak, ugyanis az utolsé
matrix lényegében az

T =2
To = -3
T3 = -1
egyenletrendszernek felel meg, ami viszont ekvivalens az eredeti egyenletrendsze-
rinkkel. W
2. példa.
xr, + To + 21}3 =3
4ZL‘1 + 4IL‘2 + 51’3 =6
7.131 + 75(72 + 8%3 = 10.

A kikiiszobolési eljaras soran a kibévitett matrix a kovetkezéképpen valtozik:

11213 11 2 | 3 11 2 |3
[Ab]:= |4 4 5 |6|~|00 —3|—6|~[00 —3 |6
77 8 |10 00 —6 |—11 00 0 |1
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Az eredeti egyenletrendszertiink tehat a kovetkezovel ekvivalens:

IL‘l—I— ZE2+ 2ZE3 = 3
- 31‘3 =—0
O-21+ 0-29+ 0-23=1.

Azutolsé egyenletnek, kovetkezésképpen az eredeti egyenletrendszernek nincs meg-
olddsa. (Vegyiik észre azt, hogy altalaban is ez a helyzet, ha az elemi ekvivalens
atalakitdsok soran olyan sort kapunk, amelyben az egytitthaték helyén nullak, a
konstans helyén pedig egy nullatol kiilonboz6 szam all. Az ilyen sort a tovabbiakban
tilos sornak fogjuk nevezni.) B

3. példa.
T + 2332 + 3.’1}3:4 1 2 3 4
5oy o+ Grp + Tzz=8 |5 6 7 s
92, + 10my + l1lzg =12 9 10 11 :cj, |12
132, + ldzy + 1525 =16 1314 15 16
Most a kovetkezoképpen alakul a kikiiszobolés:
1 2 3 |4 1 2 3 4 1 2 3 4
(Afb] = 5 6 7 [8] |0 -4 -8 |-12 0 —4 —8 |-12| _
19 10 11 |12 0 —8 —16 |—24 0 0 0 0
13 14 15 |16 0 —12 —24 |—36 0 0 0 0
(1 2 3 |4 1 0 -1 |-2
01 23 01 2 |3]"

Ez azt jelenti, hogy az eredeti egyenletrendszeriink a kovetkezovel ekvivalens:

T — lL‘3:—2 IL‘1:—2 + X3
<~
+ Ty + 2.773:3 To — 3 —2.133.
Ebbdl az alakbol mar leolvashaté az egyenletrendszer megoldasa: Itt xz-ra sem-
milyen megkotés sem adodott, annak értékét tetszolegesen megvalaszthatjuk. Ha
x3 értékét mar rogzitettiik (jeloljiik ezt a lerdgzitett értéket wu-val), akkor ennek
segitségével a masik két ismeretlen mar egyértelmtien kifejezheté. Az egyenletrend-
szer Osszes megoldasa tehat:

T —2+4u
To| = |3—2u |, ahol u tetszbleges (valés vagy komplex) szdm. B
I3 u
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ahol u és v tetszOleges (valds vagy komplex) szam. Az egytitthatomatrix rangja 3.

Az is vilagos, hogy az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhato, ha a
redukalt 1épcsdés alakban nem fordul el olyan sor, amelyben az egyiitthatéknak
megfeleld rész csupa 0, a jobb oldali rész pedig nem 0 (az ilyen sort nevezziik tehét
tilos sornak).

Maésrészt: a megoldas akkor és csak akkor egyértelmd, ha (nincs tilos sor és) min-
den oszlopban all vezéregyes, azaz a vezéregyesek szama megegyezik az ismeretlenek
szamaval. Ebben az esetben a redukalt 1épcsos alak azonnal megadja a megoldast.

Ha a megoldas nem egyértelmii (1. a 3. példat és P6-ot), akkor a vezéregyest nem
tartalmazd oszlopoknak megfeleld ismeretlenek tetszolegesen valaszthatok (ezeket
a tovabbiakban szabad ismeretleneknek nevezziik), a tobbi ismeretlen (ezeket a
tovdbbiakban k6tott ismeretleneknek fogjuk nevezni) pedig ezekkel egyértelmiien
kifejezhetd. (A 3. példdban z3, a P6-nak megfelel§ egyenletrendszerben pedig x5 és
x5 volt a szabad ismeretlen.) Egy egyenletrendszerben a szabad ismeretlenek szamét
az egyenletrendszer szabadsagfokanak is nevezik.

A fentieket roviden az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze:

TETEL. Legyen n.m € N, A € C™"™ és b € C™, és tekintsiik az n szamu is-
meretlent tartalmazé m egyenletbdl

A-x=b

linearis egyenletrendszert.

Ekkor a kovetkezok teljestilnek:
1° Az egyenletrendszer kibévitett méatrixa elemi sormiiveletekkel (redukélt)
lépcsos alakra hozhato.

2° A vezéregyesek szama egyenlé az A egytitthatomatrix rangjaval.

3° Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhat6 meg, ha a (redukalt)
lépcsts alak nem tartalmaz tilos sort.

4° Az egyenletrendszer megoldasa akkor és csak akkor egyértelmi, ha nincs
tilos sor és a vezéregyesek szama egyenl6 az ismeretlenek szamaval.

5° Ha a vezéregyesek szama kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor az
egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van. A vezéregyest nem tartalmazo osz-
lopoknak megfelel6 ismeretlenek tetszolegesen megvélaszthaték a tobbi ismeretlen
pedig ezekkel egyértelmiien kifejezhetd. (A tetszélegesen valaszthatd ismeretleneket
szabad ismeretleneknek, a tobbit pedig kdtitt ismeretleneknek nevezziik.)

Megjegyzések. 1° A fenti tételnek az elméleti és a gyakorlati jelentésége is oridsi.
Elméleti szempontbdl azért, mert tetszoleges linearis egyenletrendszer esetén valaszt
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Az alapvet6 eredmények a kovetkezok.

TETEL. Legyen n,m € N és A € C"™*",
1° Az Ax = 0 homogén egyenletnek akkor és csak akkor van a trivialistél
kiilonboz6 megoldasa, ha az egytitthatomatrix rangja kisebb az egyenletek szamanal,
azaz ha
rang A < n.

2° Ha az A € C™" egy négyzetes madtrixz, akkor a kovetkezo allitasok ekvi-
valensek:
(a) az Ax = 0 egyenletnek van trividlistél kiillonb6z6 megoldasa;
(b) az A métrix szinguldris, azaz det A = 0;
(c) rang A < n.

TETEL. Legyen n,m € N és A € C™*". Jelolje M C C" az Ax = 0 homogén
egyenletrendszer megoldésainak a halmazat. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek:

1 M altér C"ben.

2° Az M altér dimenzidja az ismeretlenek szaménak és az A matrix rangjanak

a kiillonbsége, azaz
dimM=n—r (r :=rang A).

3° A homogén egyenletrendszernek van (n — r) darab linedrisan fiiggetlen
megoldédsa: ¢1, ¢, ..., (ez a vektorrendszer M egy bazisa). Minden ¢, € C
(k=1,...,n—7r) esetén a

n—r

@Y = ch(pk (1>

k=1

vektor megoldédsa az Ax = 0 egyenletnek, és minden megoldas ilyen alakid. (Erre
roviden gy hivatkozunk, hogy a homogén rendszer altalanos megoldasa (1).)

A mar ismertetett mddszerrel természetesen homogén egyenleteket is meg tudunk
oldani. A kovetkezé példan azt mutatjuk meg, hogy a megoldashalmaz bazisat
hogyan lehet a redukalt 1épcsés alakbdl leolvasni.

Példa. Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az
221 + 2x3 — 4dry — 6x5=0
ry + 2[[’2 + 31’3 + 41’4 - Ty = 0
3ZL’1 — 51’2 — 131’3 + T4 + 19.T5 =0

homogén egyenletrendszert. Hatdrozzuk meg az egytitthatématrix rangjat, a megol-
dashalmaz dimenziéjat és adjuk meg egy bazisat.





