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4. eloadas

Négyzetes matrix sajatértékei és sajatvektorai

Definicié. Legyen A egy komplex elemii n x n-es matrix. A kompler A\ szamot A
sajatértékének nevezziik, ha létezik olyan nullatdl kiilonbozé s € C™ vektor,

amelyre

As = )s
teljesiil. Az s vektort az A matrix A\ sajatértékéhez tartozd sajatvektoranak
hivjuk.

Megjegyzés. Az A = [a;;] € CY" métrix sajatértékeit ugy hatarozzuk meg,
hogy kiszamoljuk a
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karakterisztikus polinom gyokeit.

A )\ sajatértékhez tartozé sajatvektorok az (A — A En)s = 0 homogén
linedris egyenletrendszer megoldésai. Ennek az egyenletrendszernek végtelen
sok megolddsa van (az egyiitthatomatrix determindnsa nulla); ezért a linedrisan
fuggetlen sajatvektorokat kell mindig megkeresni.

Az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy minden A € C™*™ komplex elemii
matrixnak multiplicitassal egytitt szamolva pontosan n sajatértéke van, ui. a
karakterisztikus polinom pontosan n-edfoku algebrai polinom. A sajatvektorok-
kal kapcsolatban a kovetkezok mondhaték: a kiilonbozo sajatértékekhez lineéri-
san fiiggetlen sajatvektorok tartoznak (bizonyitsa be ezt az éllitast). Ha A egy
— mondjuk — m-szeres sajatérték, akkor lehet, hogy ehhez tartozik m darab
linearisan fiiggetlen sajatvektor, de az is elofordulhat, hogy csak kevesebb
szamu linedrisan fiiggetlen sajatvektor tartozik hozza (1. a feladatokat).

Sok esetben wvalds elemli matrixok wvalds sajatértékei érdekelnek benniinket.
Ezzel kapcsolatban az alabbiakat érdemes megjegyezni: Van olyan valds mat-
rix, amelynek nincs valds sajatértéke (minden sajatérték komplex), kovetkezés-
képpen valés sajatvektora sincs. A valds sajatértékek szamat illetéen szinte
minden lehetséges eset el6fordulhat. Arra a korabbi eredményiinkre érdemes
visszaemlékezni, hogy ha egy valds egyiitthatés polinomnak egy komplex szam
gyoke, akkor ennek a komplex konjugalta is gyoke a polinomnak. Kovetkezés-
képpen ha egy komplex szam sajatértéke egy valés polinomnak, akkor annak
a komplex konjugéltja szintén sajatérték.
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F1. Szamitsa ki az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.
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Négyzetes matrix diagonalizalasa

Definicié. Egy n x n-es A matrixot diagonalizalhaténak mondunk, ha létezik
egy olyan invertalhaté n x n-es C matrix, hogy a

C'AC
szorzatmatrix diagonalis.

Tétel. (Négyzetes matrix diagonalizalhatésaga.) Egy nxn-es A méatrix akkor
és csak akkor diagonalizdlhaté, ha van n linedrisan fiiggetlen s, s ... s
sajatvektora. Ekkor

A 0 .00
ciac= | o U]
0 0 ... A
ahol a C matrix oszlopai rendre stV s® .. s(™ a X, Xy, ..., A\, szdmok pedig

a hozzajuk tartozé (nem feltétleniil kiilonbozo) sajatértékek.

Megjegyzés. Nem minden matrix diagonalizalhat6 (1. pl. F1. (g), (h)). Ez olyan
matrixokra érvényes, amelyeknek van tobbszoros sajatértéke, és egy ilyen-
hez kevesebb szamu linearisan fiiggetlen sajatvektor létezik, mint a szdéban

forgd sajatérték multiplicitasa. Mivel a kiillonb6zo sajatértékekhez tartozo
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sajatvektorok lineariasan fliggetlenek, ezért az (n X m)-es A maétrix diago-
nalizdlhato, ha n kiilonboz6 sajatértéke van. FEzek az allitasok viszonylag
egyszeriien bebizonyithaték. A linedris algebra egyik legemélyebb eredménye
azt allitja, hogy tetszdleges matrixhoz létezik olyan invertalhaté P matrix,
amellyel a P71 AP métrix , kozel diagondlis alakid”. Ezt az allitdst a matrixok
Jordan-féle normalalakjara vonatkozé tételnek szokéds nevezni.

Definicié. A valés elemii n-edrendii négyzetes M matrixot ortogonalisnak mond-
juk, ha
M -M=E,,

ahol E,, az n-edrendii egységmatrix.

Tétel. (Ortogondlis matrixok.) Legyen n € N és M € R™". A kovetkez6
allitasok ekvivalensek:

12 az M matrix ortogonalis;

2° az M matrix invertalhaté és transzponaltja egyenld az inverzével,
vagyis
M =M"!

3° Az oszlopvektorok paronként ortogonalisak és egységnyi hosszisaguak.
Ugyanez érvényes a sorvektorokra is.

Tétel. (Szimmetrikus matrixok.) Legyen n € N és tegyiik fel, hogy A egy
valés elemii n-edrendli négyzetes szimmetrikus (A’ = A) matrix. Ekkor a

kovetkezok teljestilnek:
12 A valamennyi sajatértéke valos, azaz A karakterisztikus polinomjanak
csak valos gyokei vannak;

2° A-nak van n szamu paronként ortogonalis linedrisan fiiggetlen sajat-
vektora;

3¢ 1étezik olyan M ortogondlis (M’ = M 1) métrix, amelyre
MAM = dlag (/\17 /\27 ey )\n)
diagonalis matrix, ahol a Aq,..., A, szamok A sajatértékei, és az M matrix

i-edik oszlopa A i-edik sajatértékéhez — azaz \;-hez — tartozd sajatvektora
(1=1,2,...,n).





