Megoldas:
Egy n-ed foku valds egytitthatos polinomnak egyaltalan nem biztos, hogy
van n valés gyoke (multiplicitassal szémolva), pl. a

plr) =2 +z+1

masodfokt polinomnak egy valds gyoke sincs, mert a diszkriminansa ne-
gativ. Mar emiatt is az elso allitas hamis.

A z komplex szam szorzata az ellentettjével, azaz (—z)-vel nem mas,
mint 2z - (—z) = —2% ami a legtébb esetben nem is valés szam, tehdt a
masodik allitas is hamis.

A harmadik &llitas igaz, hiszen az algebra alaptétele komplex egytitt-
hatds egyenletek komplex gyokeinek szamardl szol (multiplicitassal szé-
molva).

A negyedik allitas szintén igaz, mert a siknegyedek definicija sze-
rint a harmadik negyed valéban (m, %) intervallumbeli {8argumentumot

jelent.

1.3. Egyvaltozés fiiggvények elemi tulajdonsagai
E lecke befejezése utan a hallgato:

e abszolutérték-, reciprok-, szignum-, egészrész-, tortrész-, és poli-
nomfiiggvényt tartalmazo egyszeriibb feladatokat meg tud oldani,

e ismeri a fiiggvények kiilonb6zé megadasi médjait (explicit, implicit,
paraméteres, polarkoordinatas),

e meg tudja adni tetszoleges fiiggvény értelmezési tartomanyat,

e meg tudja allapitani egy fliggvény korlatossagat, korlatossag esetén
alsé- és fels6 korlatot tud adni,

e vizsgalni tudja tetszéleges fliggvény monotonitasat,

e meg tudja mondani, mikor létezik két fliggvény kompozicidja, és
amennyiben létezik, ki is tudja azt szamolni,

e inverz fiiggvényt tud szamolni, ha az létezik.

1.3.1. Egyvaltozés fiiggvények és megadasi modjaik
[J A fiiggvény fogalma

Definici6: Egyvaltozés valés fiiggvény

Legyenek A C R, B C R. Minden z € A szdmhoz rendeljiink hozzd {Fde:fuggveny}
egyetlen y € B szamot. Az ilyen egyértelmii hozzarendelést egyvaltozos

valés fiiggvénynek nevezziik (a tovabbiakban fiiggvénynek, jelolése pl.

f:A— B). Az A halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya, amit

Dy-fel is jelolink, B pedig a fliggvény képhalmaza. A fiiggvény érték-

készlete (jelolése Ry) pedig a fiiggvény altal ténylegesen felvett B-beli

elemek halmaza, azaz

Ry ={y € B| 3z € Dy gy, hogy y = f(z)}.
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Az f(x) szabélyt, amivel az x fiiggvényképét megadjuk, hozzarendelési
szabalynak nevezziik.

Definicié: Egyvaltozos valés fiiggvény grafikonja
A Descartes-féle koordindtarendszer {(z, f(z)) | v € Dy} pontjainak (Fqe:grafikon}
halmazat az f fiiggvény grafikonjanak vagy grafikus képének nevezziik.

Megjegyzések:
e Egy f fiiggvény még [ : A>3 x— f(x) = ... alakban is megadhato.

e Nem szabad a fiiggvényt csak hozzarendelési szabalyként kezelni,
az értelmezési tartomanyt is meg kell adnunk.

o Két fiiggvény akkor egyenld, ha értelmezési tartomanyuk, valamint
hozzarendelési szabalyuk is ugyanaz. (Ha bévitjik, vagy sziikitjik
egy f fuggvény értelmezési tartomanyat, mas fiiggvényt kapunk.)

e Amennyiben az f(z) = ... hozzdrendelési szabaly mellett nem la-
tunk feltiintetve értelmezési tartomanyt, automatikusan az R leg-
bovebb olyan részhalmazat tekintjiikk értelmezési tartomanynak,
melyre létezik f(z) € R, ezt természetes értelmezési tartomany-
nak nevezziikk. Példdul az f(z) = V3 — 22 maximadlis (vagy ter-
mészetes) értelmezési tartomanya Dy = [—/3,V/3]. A fiiggvény
értékkészlete pedig Ry = [0,/3].

e Ebben a tananyagban csak egyvaltozos, valos valtozos, valds értéki
(azaz valds-valds fiiggvényekkel) foglalkozunk, ezeket a tovabbiak-
ban réviden fiiggvényeknek nevezziik.

[J A fiiggvény, mint relacio*

Definicié: A fiiggvények relacidként torténo bevezetése
Legyenek A és B nemiires halmazok. Az f C Ax B reldciot fliggvénynek  {Fde:fuggveny.relacio}
nevezziik, ha a kovetkezok teljesiilnek

e minden x € A esetén létezik y € B, hogy (x,y) € f,

e minden z € A és minden y, z € B esetén igaz, hogy ha (z,y) € f
és (x,z) € f, akkor y = z, azaz az f relaci6 egyértelmt. Emiatt
szoktuk az egyértelmii y helyett az f(x) jelolést hasznalni.

Az A halmaz a fliggvény értelmezési tartomanya, B a képhalmaza,
ami tartalmazza a fiiggvény Ry = {y € B | 3r € Dy : (z,y) € f}
értékkészletét.

[ A fliggvény megadasi modjai

Definicio: Fiiggvények megadasa
Tetszoleges f fliggvényt megadhatunk {Fde: fuggvenyek.megadasa}

e értéktablazattal: a konkrét fiiggvényértékek tablazatban torténo
osszefoglaldsdval (altalaban véges értelmezési tartomanyu flggvé-
nyek esetében);

47



e grafikusan: ekkor a pontos értelmezési tartomanynak latszania kell
az abran;

e formulaval, azaz az értelmezési tartomany és a hozzarendelési sza-
béaly megadasaval.

Példa: Identikus fiiggvény
Az f: R = R, f(x) = x identikus fiiggvényt formuldval adtuk meg,
grafikonja az y = x szogfelez6 egyenes.

Definicié: A formulaval megadott fiiggvény alakjai
A formulaval megadott fiiggvény alakja lehet:

- explicit: y = f(x), =z € A;
- implicit: F(z,y) =0, x € A;

- paraméteres:
{m = z(t)
y=y(t),
aholt € T, valamely T' C R esetén (¢ a paraméter), tehat ilyenkor =
és y Osszetartozo értékei valamely t paraméter segitségével adottak
(csak olyan paraméteres alakokkal foglalkozunk, ahol T" intervallum
és x(t), valamint y(t) folytonosak);

- polarkoordinatas: Ha © C R, r = r(#), ahol 6 € ©.

Az r és 6 a kovetkezOképpen értelmezett polarkoordinatak: tekint-
juk a sik O kezd6pontjat (origd), és ebbdl kiindulé irdnyitott skala-
zott p zéart félegyenest (polartengelyt), ami az egyszeriiség kedvéért
legyen az x-tengely nemnegativ része. Tetszéleges P(z,y) sikbeli
pontot P(r,#) polarkoordinatakkal is egyértelmiien megadhatunk,
ahol az r > 0 vezérsugar nem mas, mint a P pont origotdl vett
tavolsdga, emiatt r = /a2 + 42, 6 € [0,27) pedig a polartengely
és az OP szakasz altal bezart i.n. polarszog, amit mindig trigo-
nometrikus (azaz 6ramutatd jardsaval ellentétes) irdanyba mértink
a polartengelytdl indulva. A kolcsonosen egyértelmii kapcsolat a
Descartes-féle és a polarkoordinatak kozott:

x =rcosf
y =rsind,
ahol r > 0 és 0 € [0, 2m).

Megjegyzés:
Mig az explicit alakkal egyértelmiien megadhatd egy fiiggvény, a tobbi
alak segitségével egyszerre akar tobb fiiggvény is megadhato.

[ példak implicit, paraméteres és polarkoordinatas megadasra

Példa: Implicit megadas
Az 22 +y* =3, =z € [~V/3,/3] implicit médon nem egy, hanem 2
fiiggvényt adtunk meg, éspedig az

fl@)=V3—22, z€[-V3,V3

fliggvényt és az ellentettjét is.
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Példa: Paraméteres megadas
Az

xTr =
y =t

ahol t € R, paraméteres alak nem mds, mint az f(x) = 2%, =z €R.

Példa: Polarkoordinatas megadas
Polarkoordinatakkal a 22 +y? =3, € [—/3,V/3] fiiggvények a kovet-
kezGképpen adhaték meg: r(0) = /3, 6 € [0,27).

1.3.2. Néhany nevezetes fiiggvény
[} AbszolGtérték-fiiggvény

Definici6: Abszolatérték-fiiggvény

| -] : R — R, hozzérendelési szabalya {Fde:abs.ert.fv}
2] x, hax >0
€T =
—x, haz <0,

értékkészlete [0, 400).
Ide jon az abszolutérték-fiiggvény ABS-01-05.png abraja

Megjegyzés: Abszolutértékes egyenlotlenségek
Minden valés x, a és b esetén {Fme:abs.ert.etl}

|z] < a <z € (—a,a);
lz] <a ez €[—a,al;
|z| > a < x € (—o0, —a) U (a,+00);
|z| > a ez € (—o0, —a| U [a,+00);
la+b| < |a| + [b].
Ez utébbit haromszog egyenlotlenségnek nevezziik és bizonyitasa négy-
zetre emeléssel torténik.
Bizonyitasokban hasznaljuk még a haromszog egyenlotlenség kivona-

sos alakjat is:
[la[ = |ol] < fa £ 0] < |af + 0].

[ Egészrész- és tortrész fiiggvény

Definicié: Egészrész fiiggvény
[] : R = R, x> [z], ahol [z] jeloli az x valbs szdm egész részét [pge:int.fv}
(vagy also egészét, amit még |z |-szel is jelolink), ami az x -nél kisebb
vagy egyenld egész szamok koziil a legnagyobb. Az egészrész fiiggvény
értékkészlete Z, grafikonja pedig:
Ide jon az egészrész fliggvény INT-01-08.png abrija

Definicié: Tortrész fiiggvény
{}:R—=R, x~ {z}, ahol {x} jeloli az x val6s szam tortrészét, ami (pge:frac.fv}
nem mas, mint {z} = x — [z|. A tortrész fiiggvény értékkészlete [0, 1),
grafikonja:
Ide jon az tortrész fliggvény FRA-01-09.png abraja
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J Egyéb nevezetes fiiggvénypéldak

Definicié: Reciprok fiiggvény
1 {Fde:rec.fv}

melynek értékkészlete R\ {0}.
Ide jon az reciprok fiiggvény REC-01-06.png abraja

Definici6: Polinomfiiggvény
Legyen n rogzitett nemnegativ egész szam, a; € R Vi € {0,1,2,...,n} {Fde:pol.fv}
ésa, #0. A

p:R=R, p)=a,2" +an_12" "+ ...+ apr® + a1z + ap,

figgvényt n-ed fok polinomfiiggvénynek nevezziikk. Az n szam a po-
linomfiiggvény fokszama (jelolése degp = n), az a; szamok a polinom-
fiiggvény egyiitthatoi. A legmagasabb foku tag egytitthatéjat foegyiitt-
hatonak nevezziik.

Megjegyzések:

e A konstans fiiggvényeket szoktuk még nulladfokt polinomfliggvé-
nyeknek tekinteni.

o Az elséfoki polinomfiiggvények (linedris fiiggvények) grafikonja egye-
nes, mig a masodfokt polinomfiiggvényeké parabola.

Definicié: Dirichlet-fiiggvény
{Fde:Dirichlet.fv}
1, haz eQ

JR=R, f(x):{o hazeR\Q

értékkészlete a kételemd {0, 1} halmaz.

& A szignum fiiggvény

Definicié: Elojel (szignum) fiiggvény
{Fde:sign.fv}
—1, haxz <0

signz: R - R, signzx = 0, haxz =0
1, hax >0,

értékkészlete {—1,0, 1}.
Ide jon az szignum fliggvény SGN-01-07.png abraja

Mintafeladat:
Abrézoljuk az

f:R—=R, f(z)=x—|z|—bsignz

fliggvényt.
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Megoldas:
Irjuk fel az & — |z| fiiggvény hozzérendelési szabalyét.
0, hax >0
r—|z| =
2z, ha xz < 0.

Irjuk fel a —5signz figgvény hozzarendelési szabalyt.

=5, haz >0
—bsignz =4 0, haz=0
5, ha x < 0.

Adjuk Ossze a két fiiggvényt, ez lesz az f fuggvény hozzarendelési szaba-

lya.

-5, haz >0
flx) = 0, haz=0
2x+5, hax <0.

Abrézoljuk a fiiggvényt.

Az abra a kovetkezo:
Ide jon szignumos mintafeladat SMP-01-11.png fiiggvényabraja

1.3.3. Fiiggvény korlatossaga, monotonitasa, periodicitasa
[ Fiiggvény als6- és felso korlatja

Definicio: Feliilrol korlatos fiiggvény
Az f figgvény feliilrol korlatos, ha {Fde:f.korl.fv}

dJK eR: f(x) <K Vxe Dy,
ekkor K az f egy felso korlatja.

Definicié: Alulrél korlatos fiiggvény
Az f fiiggvény alulrél korlatos, ha {Fde:a.korl.fv}

dkeR: f(z) >k Ve Dy,
ekkor k az f egy also korlatja.

Definici6: Korlatos fiiggvény
Az f fiiggvény korlatos, ha van alsé és felso korlatja, azaz {Fde:korl.fv}

3k, K €R: k< f(z)<K Vae Dy
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Megjegyzések: {mek:korl.abs}

e Egy f fiiggvény korlatossagat abszolutértékes alakban is megfo-
galmazhatjuk, azaz f korlatos, ha

dK >0: |f(z)|< K Vze Dy,

o Az f(z) =3 — 22, x € [—/3,V/3] fiiggvény, a szignum fiiggvény,
a tortrész fiiggvény, valamint a Dirichlet-fiigvény korlatos fliggvé-
nyek.

e A masodfoku fliggvény, az abszolutérték-fiiggvény, a reciprok fiigg-
vény vagy az egészrész fiiggvény nem korlatos fiiggvények.

e A pozitiv féegyiitthatoji masodfoku fiiggvénynek, valamint az abszoliutérték-
fiiggvénynek van als6 korlatja, csak felsé nincs.

[} Monoton és szigorian monoton fiiggvények

Definici6: Monoton novekvo fiiggvény
Egy f fiiggvény monoton névekvé (jel. ), ha minden x1,22 € Dy  {Fde:mon.nov.fv}
esetén, melyre x; < xo fennall, kovetkezik, hogy f(z1) < f(x2).

Definicié: Monoton csokkend fiiggvény
Egy f figgvény monoton csokkend (jel. ), ha minden x1,272 € Df {Fde:mon.csokk.fv}
esetén, melyre x; < x9 fenndll, kovetkezik, hogy f(z1) > f(x2).

Definicié: Szigorian monoton novekvo fiiggvény
Egy f fiiggvény szigorian monoton novekvé (jel. 1), ha tetszoleges {Fde:sz.mon.nov.fv}
T1, T2 € Dy esetén, melyre z1 < zo, kovetkezik, hogy f(x1) < f(x2).

Definicié: Szigordan monoton csokkend fiiggvény
Egy f fiiggvény szigorian monoton csokkend (jel. |), ha minden {rge:sz.mon.csokk.fv}
x1, T2 € Dy esetén, melyre x; < xo fenndll, kovetkezik, hogy

f(z1) > f(z2).
Megjegyzések:

e A szignum fiiggvény és az egészrész fliggvény példaul monoton no-
vekvo, de nem szigortian monoton novekvo fliggvények.

e A reciprok fliggvény nem monoton, mig lesziikitése a pozitiv (vagy a
negativ) szamok halmazara szigorian monoton csokkené fliggvényt
eredményez.

[} Periodikus fliggvények

Definicié: Periodikus fiiggvény

Egy f figgvény T > 0 szerint periodikus, ha minden x € D; esetén {Fde:per.fv}
r+T ¢e€Dysés flx+T) = f(xr). AT szamot a fliggvény periddusanak

nevezzik. A legkisebb fenti tulajdonsaggal rendelkezd T > 0 szamot fo-

periodusnak hivjuk. Periodikus fiiggvények esetén T' értékére altalaban

a foperiédust adjuk meg, ha ez létezik.
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Megjegyzések:
e A tortrész fliggvény periodikus, (f6)periédusa T' = 1.

e Nem minden periodikus fiiggvénynek létezik legkisebb pozitiv peri-
6dusa. Példaul a Dirichlet-fiiggvény (0, 1) intervallumra valé leszii-
kitésének sincs foperiodusa, mert a pozitiv raciondlis szamok kézott
nincs legkisebb.

1.3.4. Fiiggvények kompoziciéja és inverze
B Fiiggvények kompozicidja

Definicié: Fiiggvénykompozicioé
Tegytik fel, hogy az f és g figgvényekre {z € Dy | g(x) € Dy} # 0. Ekkor {Fde: fv.komp}
az fog fuggvénykompozicio (vagy fiiggvényosszetétel) nem més, mint

fog:{reDyl|glx) e Ds} 3w (fog)x)=f(g(x)).

Az f o g figgvénykompoziciét szoktuk még ., f kor g”-nek is nevezni,
f a kompozici6 kiilso fiiggvénye, g pedig a belso fiiggvény.

Megjegyzések:

« sz

akkor létezik, ha R, N Dy # 0.

e Nagyon sokszor talalkozunk olyan esettel, amikor f o g létezik, de
g o f nem (vagy forditva).

e Ha pedig mindkét iranybdl elvégezheté a kompozicio, akkor is al-
talaban fog# go f.

B Fiiggvény inverze

Definicié: Inverz fiiggvény

Legyen az f fliggvény értelmezési tartomdnya Dy = A C R, értékkészlete (pge:inv.fv}
pedig Ry — {f(x) | = € A}.

Az f figgvény invertalhatd, ha kolcsonosen egyértelmii fiiggvény, azaz

minden y € Ry esetén létezik egyetlen olyan x € A, hogy f(z) = y.

Az f inverz fiiggvényének nevezziik és f~1 -el jeldljiik azt a fiiggvényt,

mely minden y € R, szdmhoz azt az x € D; szdmot rendeli (f(y) = z),

melyre f(z) =y.

Megjegyzések: {mek:inv.fv.tud}

e Mivel az (egyvaltozos) fliggvény nem maés, mint egy (binéris) reld-
ci6, az inverz figgvény, valamint a fiiggvénykompozicio is értelem-
szerlien bevezethetd az inverz relacié és az Osszetett relacié fogal-
makkal, melyeket itt most nem adunk meg.

o f (ffl(y)) =y, minden y € Ry esetén és
7Y (f(x)) =z, minden = € Dy esetén.
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o ! értelmezési tartomdnya nem mas, mint az f értékkészlete, f—1
értékkészlete nem mas, mint az f értelmezési tartomanya.

e f invertalhatosdga azt jelenti, hogy

Va1, 29 € Dy, melyre x1 # x5 = f(x1) # f(22).

Ezért feladatokban az invertalhatésagot tgy igazoljuk, hogy belat-
juk a kovetkezot:

Vi, 29 € Dy, melyre f(z1) = f(x2) = 21 = x2.

e Sajat szavainkkal megfogalmazva, az invertalhatosag azt jelenti,
hogy nem csak z-r6l lehet rdismerni f(x)-re, hanem forditva is.
Példdul az f : R — R, f(z) = 2% mésodfoku fiiggvény nem inver-
talhaté R-en, hiszen az y = 4 € R értékhez két, D-beli értéket is
meg tudunk adni (x5 = £2) Ggy, hogy f(z1) = f(x2) = v.

o 71 és f grafikus képe egymésnak az x = y egyenesre vett titkor-
képei. Példdul az ugyanolyan a € (0,00) \ {1} alapi exponencidlis
és logaritmus fiiggvény egymas inverzei, azaz fennallnak az alabbi
Osszefiiggések:

log,(a*) =2 Vz €R ésa®" =z Ve (0,+00).
Ide jon a fliggvény és inverze FVI-01-10.png abrija

E Az invertalhatosag elégséges feltétele

Tétel: Invertalhatdésagra adott elégséges feltétel

Az f fuiggvény invertalhatésaganak elégséges feltétele a fliggvény szi-
gori monotonitdsa. Az inverz fiiggvény meg6rzi a monotonitast (azaz
ha f szigortian monoton novekvo, akkor az inverze is az, ha pedig f
szigortian monoton csokkend, akkor f~! is az).

Bizonyitas:

Ha f szigorian monoton (mindegy, hogy névekvo vagy csokkend), akkor
a Dy és Ry kozotti hozzarendelés kolesonosen egyértelmii, igy f inver-
talhato. Invertalaskor Dy és Ry helyet cserélnek, ezzel egyiitt x és y is
szerepet cserélnek, igy a monotonitas is megérzédik az inverz fiiggvény
esetében.

[& Inverz fliggvény és Osszetett fiiggvény megadasa

Mintafeladat:
Legyen f :[0,+00) — R, f(z) =/ — 3. Hatdrozzuk meg az inverzét,
ha létezik.

Megoldas:

Eloszor lassuk be f invertalhatdsdgat.
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Yy, x9 € [0, 400)

Flo) = fla) & VT - 3=y -3 &
<:>\/l’—1:\/$_2<:>.f1:$2.

Lassuk be, hogy R; = [—3,+00).

Azt, hogy Ry = [—3,+00), belathatjuk a g : [0,400) — R, g(z) =
Ve fliggvény értékkészletét haszndlva, de akdr a kovetkezOképpen is: az,
hogy R; C [—3,+00) tividlis, a forditott bennfoglalashoz ([—3,+o00) C
Ry) azonban tekinteniink kell egy tetszOlegesen rogzitett y € [—3,400)
szamot. Be kell latnunk, hogy 3z € [0, 4+00) gy, hogy f(x) = y, azaz
Vr—3=vy. Ezzxz = (y+3)* € [0,+00) esetében teljesiil. Tehat
Ry = [—3, +OO).

Adjuk meg az inverz fiiggvényt.

Df—l = Rf = [—3, —i—OO), Rf—l = Df = [O, —|—OO)
és
¥y € [=3,400) [THy) = (y+3)
Amennyiben a g(z) = /z fliggvény értékkészletét hasznilva adtuk meg
R -et, az inverz fliggvény hozzarendelési szabalyat legkonnyebben tgy
adhatjuk meg az y = /x — 3 alakbdl, hogy kifejezziik az x -et y segitsé-
gével.

Mintafeladat:

Legyen
T+ 2
f(l') - . 4a

Bizonyitsuk be, hogy f invertalhaté és allitsuk el6 az inverz fliggvényt.

Dy =R\ {4}.

Megoldas:
Eloszor lassuk be f invertalhatdsdgat.

Vo, xe € R\ {4}

$1+2_.§62+2
$1—4_$2—4

f(x1) = [f(22) &

& X100+ 2T9—411—8 = x119—4T9+221—8
<~ T1 = Ta.
Vegyiik észre, hogy f(x) = 1+ -%;. Mit vesziink még észre a fliggvény-

értékekkel kapcsolatban?

r+2 x—4+6 6

= = =1 .
f(x) xr—4 x—4 +;1:—4
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Ebbél azonnal kévetkezik, hogy Ry C R\ {1}.

Igazoljuk, hogy Ry = R\ {1} és ezzel egyid6ben adjuk meg az inverz
fliggvényt.

Mar csak a forditott bennfoglalast kell igazolnunk, azaz azt, hogy R\
{1} € Ry. Ehhez tekintsiink egy tetszolegesen rogzitett y elemet R\ {1}-
bél. Belatjuk, hogy létezik olyan x € R\ {4}, melyre f(x) =y, azaz

6
1 =.
+x—4 4
Ez nem mas, mint
6
y—1= Sr—4=——,
xr — y—1
tehat 6
=4+ ——€cR\{4
igy Ry =R\ {1} = Dj-1, mig
6
f_l(y) =4+ ﬁ és Rf—l = Df = R\{4}

Ha van idénk még, ellenérizziik a megolddst (opciondlis)

Az ellenérzést ugy végezhetjilk el, hogy meggyézédink példaul arrdl,
hogy f (f~'(y)) =y, ¥y € Dy

Mintafeladat:
Legyenek f(z) = /81 —z, Dy = (—00,81] és g(z) = 2*, D, = R. Irjuk
fel az fog ésa go f Osszetett fliggvényeket, ha léteznek.

Megoldas:

« sz

tosan akkor létezik, ha R,N Dy # (). Lassuk be, hogy ez a feladatunkban
teljestl.

R,N Dy = [0,+00) N (—o0,81] = [0,81] # 0.
Adjuk meg az f o g Osszetett fliggvény értelmezési tartomanyat.
Diog={x€ D, | g(z) € D;} = {z e R | 2" <81} =[-3,3].

Adjuk meg az fog Osszetett fliggvény hozzarendelési szabélyat is, ezaltal
irjuk fel az f o g Osszetett fliggvényt.
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fog:[=33 =R, (fog)(x) = f(g(x)) = V8 -z,

Ugyanezeket a lépéseket tegylik meg a g o f Osszetett fliggvény esetében
is, ha lehetséges.

go f is létezik, mert Ry N D, = [0,+00) NR = [0, +00) # 0.
Dyr={x € Dy | f(x) € Dy} = {x € (—00,81] | V81 — 2 € R} = (—00,81].

Tehét go f : (—o00,81] — R,

1
(g0 @) =g(f(x) = (VBT —z) = (81—2)2

A g o f grafikonja nem parabola, hanem a parabola (—oo,81]-re vett
leszlikitése.

Az Egyvdltozés fiiggvények elemi tulajdonsdgai lecke elmé-
leti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:

Hany eleme van a Dirichlet-fiiggvény értékkészletének? Mi ennek az ér- {EFE-001}
tékkészletnek a legkisebb eleme? Es mi a legnagyobb eleme? (Csak

szamokat lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: A Dirichlet-fliggvény értékkészletének 2 eleme van.
Valasz: Ennek az értékkészletnek a legkisebb eleme 0 .

Valasz: A Dirichlet-fliiggvény értékkészletének legnagyobb eleme 1 .

Megoldas:
A valaszok egyértelmiiek akkor, ha ismerjik a Dirichlet-fiiggvényt:

1, haz e

fR=R, f(T):{O haz e R\ Q

melynek értékkészlete a kételemii {0, 1} halmaz.

Tesztkérdés:
Valasszuk ki az alabbi allitdsok koziil azt, ami az f valés-valés fliggvény {EFE-002}
invertalhatosagat jelenti.

o Vxl,xQ S Df, melyre 1 = To = f(l’l) = f(ﬂ?z)
o Vay,xy € Dy, melyre f(x1) # f(z2) = 21 # 2.

o Az f figgvény nem kolcsonosen egyértelmii.

o Vxi,29 € Dy, melyre f(z1) = f(x2) = 1 = zo.
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Megoldas:
Az f valds-valos fiiggvény invertalhatdsagat ugy fogalmazhatjuk meg,

hogy
Va1, 29 € Dy, melyre z1 # 20 = f(x1) # f(22),

ami ekvivalens a negyedik allitassal.

Az elsé allitas ugyanazt mondja ki, mint a méasodik, raadasul trivi-
alisan teljesiil barmilyen f valds-valos fiiggvényre, igyhogy nem jelent
invertalhatosagot.

A harmadik 4llitds pontosan kizdrja az invertdlhatésdgot. Igy a véla-
szok koziil a negyedik az egyetlen helyes valasz.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Tetszbleges a > 0 esetén |z| > a < x € (—o0, —a] U [a, 00).
O Tetszbleges a > 0 esetén |z| < a < = < a vagy © < —a.

X Tetsz6leges x € R esetén {z} =z — [z].

X Tetsz6leges a > 0 esetén |z| < a & x € (—a,a).

O Az eloz6 allitasok mind igazak.

Megoldas:
Csak a masodik és az 6todik allitds hamis, a tobbi igaz.

Az els6 és negyedik allitas megtalalhatd az abszolutértékes egyenlGt-
lenségeknél, a harmadik allitas meg nem mas, mint a tortrész fliggvény
definicidja.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitasokat!

O A szigort monotonitas nem elégséges feltétel az invertalhatosaghoz.

X Ha f szigorian monoton fiiggvény, akkor invertdlhatd és az inverz
fliggvény is ugyanolyan monotonitasu.

X Van olyan fiiggvény, mely nem szigoriian monoton és mégis invertdl-
haté.

K Az f:R—=R, f(x)=|2z — 1| nem invertélhato.

Megoldas:
Csak az els¢ allitas hamis, a tobbi igaz.

A masodik allitas nem mas, mint az invertalhatosag egy elégséges
feltétele.

Pl az f:{1,2,3} = R, f(1) = 1, f(2) = 3, {(3) = 2 fiiggvény nem
szigoruan monoton és mégis invertalhatd, mert kolcsonosen egyértelmii.
Inverze az f: {1,2,3} = R, f(1) =1, {(2) = 3, {(3) = 2 fiiggvény (ez egy
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olyan fiiggvény, melyre f~! = f). Mésik példa nem szigortian monoton,
de invertalhato figgvényre a

g R\(0) SR, glr)=

Tehat a harmadik allitas is igaz.
A negyedik allitas is igaz, mert pl. f(0) = |—-1| =1=|2-1-1| = f(1),
tehat f nem invertalhaté.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

O Az f o g fuggvénykompozicié akkor végezheté el, ha Ry N D, # 0.
X Az f o g fuggvénykompozicié akkor végezheté el, ha R, N Dy # 0.

[ fog=go f minden olyan f és g esetén, melyekre a fliggvénykom-
poziciok elvégezhetok.

X Az inverz fliggvény nem ugyanaz, mint a reciprok fiiggvény.

O Az elobbi allitasok koziill mindegyik igaz.

Megoldas:
akkor végezhetd el, ha R;,NDy # (), emiatt az elsd allitds hamis, a masodik
igaz.

Mivel a fliggvények 6sszetétele nem kommutativ, az harmadik allitas
hamis.

A negyedik allitas igaz, az invertdlas és a reciprok kiszamitasa nem
ugyanaz. Ha ugyanaz lenne, akkor pl. minden 0 értéket fel nem vevo
fiiggvénynek lenne inverze, ami nem igaz. Tehat a masodik és a negyedik
allitas igaz, a tobbi hamis.

1.4. Hatvany-, gyok-, exponencialis-, logaritmus fiigg-
vény grafikonja

E lecke befejezése utan a hallgato:

e hatvany-, gyok-, exponencidlis-, logaritmus fiiggvényt tartalmazo
feladatokat meg tud oldani (esetleges hidnyossagok alaposabb pét-
lasdhoz hasznos lehet még a http://www.epalatabla.hu/ is),

e meg tudja allapitani tetszéleges fliggvényrol, hogy paros vagy pa-
ratlan (vagy egyik sem),

e periodicitast tud vizsgalni adott fiiggvény esetén,

e elemi fiiggvénytranszformaciokkal tud egyszeribb fliggvényeket ab-
razolni.
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1.4.1. A hatvanyfiiggvény és a gyokfiiggvény grafikonja
[} Paros és paratlan fiiggvények

Definicié: Szimmetrikus szamhalmaz
Egy A C R szdmhalmaz szimmetrikus, ha Vx € A esetén —x € A. {Fde:szimm.szh}

Definici6: Paros fiiggvény
Egy f fiiggvény paros, ha értelmezési tartomdnya szimmetrikus (azaz ({Fge:ps.fv}
Vo € Dy esetén —x € Dy) és Vo € Dy esetén f(—x) = f(x).

Definicié: Paratlan fiiggvény
Egy f fuggvény paratlan, ha értelmezési tartomanya szimmetrikus és  {Fde:ptl.fv}
Vo € Dy esetén f(—z) = —f(x).

Megjegyzések:

e A paros fliggvények szimmetrikusak az y-tengelyre nézve, mig a
paratlan fiiggvények esetében az origéra vett centralis szimmetria
all fenn.

e Példaul az f(x) = V3 — 22, v € [—/3,/3] fiiggvény, vagy akar
az abszolutérték-fliggvény paros, mig a reciprok fiiggvény, vagy az
f:R = R, f(xr) = 23 kobfiiggvény paratlan. A legtobb fiiggvény
altalaban se nem paros, se nem paratlan.

[ Hatvanyfiiggvények és gyokfiiggvények

Definicié: Hatvanyfiiggvények
f:R =R, f(z) = 2", ahol k pozitiv egész szdm. A hatvanyfiiggvény (rge.natv.fv}
paros fiiggvény, ha a k kitevé paros szam és paratlan, ha k paratlan szam.
Ide jon a paros és paratlan hatvanyfiiggvény PPH-01-12.png abréja
Amennyiben a hatvanykitevé nem pozitiv egész szam, hanem valos szam
(jeloljiikk a-val), valés kitevojii hatvanyfiiggvényrol beszéliink

Definici6: Paros rendii gyokfiiggvények

for [0, 400) - R, for(x) = 2{“{5 = 12

folz) = Ve =a2, fi(z) = Vo =21, fo(z) =

gyokfiiggvények.

Ezek nem paros fiiggvények, negativ szamokra nem is definialjuk éket.
Ide jon a paros rendli gyokfiiggvény PSG-01-14.png abraja

1
P, ke {1 2,3,...}, azaz pl. {Fde:ps.gyfv}
YT =x%, ... paros rendii

Definicié: Paratlan rendii gyokfiiggvények
Jorr1r : R — R, f2k+1( ) = MW = xﬁ ke {1,2,3,..}, azaz pl. {Fde:ptl.gyfv}
f() = 7 = b, f(2) = U7 = at, fola) = /7 = 2%, .. paratlan
rendii gyokfuggvenyek. Abréjuk origéra szimmetrikus, paratlan figg-
vények mind.
Ide jon a paratlan rendii gyokfiggvény PTG-01-13.png abraja

Megjegyzés:

A péros- és paratlan gyokfuggvények a valds kitevoji hatvanyfliggvény
specialis esetei.
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Megjegyzés:
Feladatokban gyakran talalkozunk a

VieR Va*=|z| é Vrel0,+oo) (¥o)* =2z

képletekkel.

1.4.2. Az exponencialis fiiggvény és a logaritmus fiiggvény

[} Az exponencialis fiiggvényrol roviden

Definicié: Exponencialis fiiggvény
Legyen a € (0,400) \ {1} rogzitett szdm. Az {Fde:exp. fv}

fR—=>R, f(z)=a"

figgvényt a alapi exponencialis fliggvénynek nevezziik. Amennyiben

a € (0, 1), az exponencidlis fliggvény szigorian csokkend, ha a € (1, +00),

az exponencidlis fiiggvény szigortan novekvd. Ertékkészlete (0, +00).
Ide jon az exponencialis fliggvény EXP-01-15.png abraja

Példa: Kamatos kamat szamitasa

Egy évenként p %-os kamattal novekvo, jelenleg K forint értékii betét- {Fpe:kamatos.kamat}
n

szamldnk n € N év milva f(n) = K (1 + 1%0) forintra gyarapodik.

Példa: Radioaktiv bomlas

A 239-es pluténium atomerémiivek mellékterméke, nuklearis fegyvergyar-
tasban is hasznalatos. 1945 augusztus 9-én a Nagaszaki varos borzalmas
pusztuldsat okozo atombomba toltetében is ez volt. A 239-es pluténium
izot6p felezési ideje kb. 24100 év. Igy ha a t = 0 id6épontban I, mennyi-
ségll 239 -es plutonium-izotépunk van, akkor ¢ év mulva

i
I(t) = I x (%) 1% mennyiségli izotépunk marad. (Lathatjuk, hogy
t = 24100 év mulva 1(24100) = £ izotépunk marad, tehat valéban a

kezdeti mennyiség fele.)

[ A logaritmus fiiggvényrol roviden

Definicié: Logaritmus fiiggvény
Legyen a € (0,400) \ {1} rogzitett szdm. Az {Fde:log.fv}

f:(0,400) =2 R, f(x)=log,x

figgvényt a alapu logaritmus fiiggvénynek nevezziik. Ha a € (0,1), a
logaritmus fiiggvény szigorian csokkend, ha pedig a € (1,400), a loga-
ritmus fiiggvény szigortan novekvé. Ertékkészlete R.

Ide jon a logaritmus fliiggvény LOG-01-16.png abraja

Megjegyzés:

« sz

ponenciélis azonossagokat is) a http://www.epalatabla.hu/ link alatt
megtalaljak.
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1.4.3. Fiiggvényabrazolas elemi fiiggvénytranszformacidkkal
[J Elemi fliggvénytranszformaciok képletei

Definicié: Elemi fiiggvénytranszformaciék
Legyenek f és g valés fiiggvények, a,c € R\ {0}, b > 0, d > 0. Ekkor {Fde:eleni.fuggvtranszt}

e g(x) = f(x) +a <& g grafikonjit tgy kapjuk meg, hogy az f
grafikus képét az y-tengely mentén parhuzamosan eltoljuk |a|-
val felfelé, ha a > 0, és |a|-val lefelé, ha a < 0, azaz roviden:
parhuzamos eltolds y-tengely mentén |a|-val felfelé, ha a > 0, és
lefelé, ha a < 0;

e g(z) =—f(x) < tilkrozés az z-tengelyre;

e g(z) = bf(x) < b-szeresére nyujtas y-tengely iranyaban, ha
b > 1, illetve b-szeresére zsugoritas, ha 0 < b < 1;

e g(z) = f(x +¢) <& a-tengely mentén torténé parhuzamos
eltolas |c|-vel balra, ha ¢ > 0 és jobbra, ha c < 0;

e g(z) = f(—x) <« tiikrozés az y-tengelyre;
e g(z) = f(dz) & a-tengely mentén t6rténd i-szeresére zsugo-
ritas ha d > 1 és J-szeresére nydjtas ha 0 < d < 1.
& A fliggvénytranszformacios feladat altalanos megfogalmazasa

Mintafeladat: A fiiggvénytranszformacios feladat altalanos alakja
Legyen f tetszéleges fiiggvény. Irjuk fel az elemi transzforméacids 1épése- {Fmi:elemi.transzf.alt}
ket az
y=—cfl—alx —0)]+d
hozzérendeléssel definidlt figgvényre, ha a,c € (0,+00) \ {1}
és b,d € R\ {0}.

Megoldas:

Induljunk ki a feladatban is j6l kivehetd fo(x) = f(z) fiiggvénybél. Irjuk
fel 1épésrél-1épésre, hogyan jutunk ebbdl az fo(x) fiiggvénybdl a feladat
altal kért fuggvényig. Legyen az elsé véaltoztatas az fi(z) = f(ax) fugg-

vény, és irjuk is mellé, mit is takar ez valojaban.

fi(z) = f(ax), ami azt jelenti, hogy az f, grafikonjat z-tengely mentén
i—szoroséra zsugoritjuk ha a > 1 és %—szoroséra nydjtjuk ha 0 < a < 1.

Legyen a kovetkezé 1épés fo(z) = f(—ax). Irjuk fel, mit jelent.
fo(z) = f(—ax), azaz fi grafikonjat tiikkrozziik az y-tengelyre.
Legyen a kovetkezé 1épés f3(x) = fl—a(z — b)]. Mit jelent ez?

fs(z) = f[—a(x—0b)], azaz f, grafikonjat z-tengely mentén parhuzamosan
eltoljuk |b|-vel jobbra, ha b > 0 és balra, ha b < 0.
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fa(z) = cf[—a(x — b)]. Mit csindltunk ekkor?

fa(z) = ef[—a(x — )], azaz f3 grafikonjat c-szeresére nyujtjuk y-tengely
iranyaban, ha ¢ > 1, illetve c-szeresére zsugoritjuk, ha 0 < ¢ < 1.

fs(z) = —cf[—a(x — b)]. Mi ennek a jelentése?
f5s(z) = —cf[—a(x — )], azaz f, grafikonjat az z-tengelyre tiikrozziik.

Maér csak egy lépéstink maradt: y = fo(x) = —cf[—a(z — b)] + d. Mit
ennek a geometriai jelentése?

y = fo(x) = —cf[—a(x —b)| + d, azaz f5 grafikonjat az y-tengely mentén
parhuzamosan eltoljuk |d|-vel felfelé, ha d > 0, és |d|-vel lefelé, ha d < 0.

Mintafeladat:
Legyen f(x) = 1 — 3logy(3 — 2x). Adjuk meg (legbévebb) értelmezési
tartomanyat és abrazoljuk f-et transzformacios lépésekkel.

Megoldas:
[rjuk fel az értelmezési tartomanyt.

Df = (—OO, %)

Az értelmezési tartomanyt a 3 — 2z > 0 egyenl6tlenség megoldashalmaza
adja.

Miel6tt felirnank a transzformécids lépéseket, irjuk fel a fiiggvényt az

elemi figgvénytranszformécios feladat altaldnos megfogalmazasaban ta-
lalhato alakba.

f(z) =1-—3log, [—2 (m - 2)} :
Keressiik meg a kiindulasi fiiggvényt.
A kiindulési fuggvény fo(z) = log, .

Irjuk fel egymés ald a transzformaciés lépéseket, geometriai jelentésiikkel
egytutt.

Transzformacios 1épéseink a kovetkezok:

o fi(z) = logy(2z), azaz f, grafikonjat x-tengely mentén felére zsu-
goritjuk;

o fo(x) =logy(—2z), azaz f; grafikonjat tikrozzik az y-tengelyre;
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o f3(x) =logy[—2(x — %)], azaz fo grafikonjat x-tengely mentén par-

huzamosan eltoljuk %—del pozitiv irdnyba toljuk el;

o fi(x) = 3logy[—2(x — %)7 azaz f3 grafikonjat 3-szorosara nyujtjuk
y-tengely iranyaban,

o f5(z) = —3logy[—2(z — %) grafikonjat az x-tengelyre tiikrozziik;

o f(z) = folx) = 1 —3logy[—2(x — 2)], azaz f5 grafikonjdt az y-
tengely mentén parhuzamosan eltoljuk felfelé egy egységgel.

Abrézoljuk az f figgvényt minden transzforméacios 1épést felrajzolva.

A transzformacios 1épéseket tartalmazo abra a kovetkezo:
Ide jon az FTR-01-17.png fiiggvénytranszformacios abra

Mintafeladat:

Legyen
1

f(@) = lg(lgz) — 1

Adjuk meg az értelmezési tartomanyat és vizsgaljuk a fliggvény elGjelét.

Megoldas:
Adjuk meg az értelmezési tartomanyt.
Dy = (1,+00) \ {10"}.

lg z miatt > 0, lg(lgx) miatt lgz > 0, ami lgz > lg 1 alakban irhato.
Az lg fiiggvény szigorian monoton novekvd, igy ez x > l-et jelent. A
nevez6 miatt

lglgz) #1 < lga # 10 < o # 10,

Tehat Dy = (1,+00) \ {101°}.

A figgvény el6jelének vizsgalatahoz elegendd a nevezo eldjelét vizsgalni.
Tegyiik ezt meg és irjuk fel, hol pozitiv és hol negativ a fliggvény.

lg(lgz) > 1 < lg(lgz) >1g10 < lgz > 10 < 2 > 10",
Igy a fiiggvény pozitiv, ha z € (10'°, +-00) és negativ, ha z € (1,10').

A Hatvany-, gyok-, exponencidlis-, logaritmus fiiggvény gra-
fikonja lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:
Mely szdmot /szédmokat kell R-bél kivenni, hogy megkapjuk az {HGE-001}

f(x) =Inlz|

hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvény lehetd legbGvebb értelmezé-
si tartomanyat? Csak szamokat lehet az eredményhez beirni.
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Vialasz: Az f értelmezési tartomanyahoz R-b6l a 0 szamot/szamokat
kell kivenni.

Megoldas:

A vélasz egyértelmi, ha ismerjiik az In fiiggvény grafikonjat és az abszolutérték-

figgvényt. Csak O-ra nincs fiiggvényértékiink.

Tesztkérdés:
Az aldbbi allitdsok kozil egyik hamis. Melyik lesz az?

e}

A szignum (el6jel) fuggvény paratlan.

e Az f:R =R, f(z)=2[z]+ 1 figgvény értékkészlete R.

(0]

A paratlan rendi gyokfiiggvény paratlan fiiggvény.

o A péros rendii gyokfiiggvény nem paros fiiggvény.

Megoldas:

« sz

Az f R =R, f(r)=2[z]+ 1 fliggvény csak egész értékeket vesz
fel, igy R nem lehet az értékkészlete, ezért a masodik allitds hamis.
A harmadik és negyedik allitasok azonnal kévetkeznek a paros- és pa-

s s

a masodik hamis, ezt az allitast kerestiik.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Az f: R\ {0} - R, f(z)=In]|z| figgvény péros.

KAz f:R—=R, f(xr)=e" fliggvény szigorian novekvd és nincs
zérushelye.

O Az f: R = R, f(z)=e* fiiggvény szigorian névekvd és van
pontosan egy zérushelye.

XK Az f:R\{-1} = R, f(z)=In|z+ 1] fiiggvény nem monoton és
értékkészlete R.

O Az f: R\ {-1} - R, f(z) = In|z + 1] fiiggvény monoton és
értékkészlete (0, 00).

O Az elobbi allitdsok koziil mindegyik igaz.
Megoldas:
Az elso allitas igaz, mert mivelhogy az abszolutérték-fliggvény paros, igy
VeeR f(—z)=1In|—z|=1In|z|= f(x),
tehat f is paros fiiggvény.

A maésodik allités is igaz, merthogy a g(z) = e*, x € R fiiggvény
szigoruan monoton novekvo és nincs zérushelye, mert pozitiv.

65

{HGE-002}

{HGE-003}



Szintén ezzel indokolhatjuk, hogy a harmadik allitas hamis.

A negyedik éllitas igaz, mert x € (—oo, —1) esetén f szigortian mono-
ton csokkend, x € (—1,00) esetén pedig f szigortian monoton névekvé,
tehat f a teljes értelmezési tartomanyan nem monoton, értékkészlete pe-
dig megegyezik a logaritmusfiiggvény értékkészletével, tehat R. Ebbol
azonnal kovetkezik, hogy az 6todik allitas hamis. Tehat az els6, masodik
és a negyedik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

O A szinusz-, tangens- és kotangens fiiggvények korlatosak.

X Ha f paros vagy periodikus, akkor nem invertalhato.

X A szinusz-, tangens- és kotangens fiiggvények paratlanok.

O Legyen a,b € (0,00) \ {1}. Az a alapt exponencidlis fiiggvény és a
b alapu logaritmus fiiggvény egymas inverz fliggvényei.

O Az el6bbi allitasok koziil egyik sem igaz.

Megoldas:
Az els6 allitas hamis, mert a tangens- és a kotangens fiiggvények nem
korlatosak.

A maésodik allitas igaz, mert a periodikus és a péros fiiggvények nem
kolesonosen egyértelmiiek: paros fliiggvény esetén minden z-re az értel-
mezési tartomanybol f(—z) = f(z), a T-szerint periodikus figgvényekre
pedig minden x-re az értelmezési tartomanybdl f(x +T) = f(x).
kovetkezik, hogy paratlan fiiggvények.

Az a alapt exponencidlis fiiggvény és a b alapt logaritmus fliggvény
pedig csak abban a specialis esetben egymas inverz fiiggvényei, ha a = b,
tehat a negyedik allitas hamis. Tehat csak a masodik és harmadik allitas
igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitasokat!

O Egy fiiggvény vagy paros vagy paratlan, mas lehetéség nincs.

X Az f:(0,00) > R, f(x)=J/x— Jx fiiggvény nem paros és nem
paratlan.

X Két paratlan fiiggvény szorzata paros.
KAz f:R—=R, f(x)=Yr— Jrparatlan fiiggvény.
[0 Az elobbi allitasok koziil egyik sem hamis.
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Megoldas:
Az els6 allitas hamis, pl. az exponencidlis fiiggvény nem paros és nem
paratlan.
A masodik allitasban is egy olyan fiiggvény szerepel, mely nem paros
és nem paratlan, eleve nem szimmetrikus az értelmezési tartomanya sem.
A harmadik &llitas igaz, mert ha f és ¢ paratlan figgvények, akkor
minden x € Dy N D, esetén

(f9)(—x) = f(=2)9(—x) = (=f(2))(—g(x)) = f(x)g(x) = (fg)(x).

A negyedik allitas is igaz, mert két paratlan fiiggvény kiilonbsége parat-
lan.
Az otodik allitas az els6 allitas miatt hamis.

1.5. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik grafikonja
E lecke befejezése utan a hallgato:

e trigonometrikus fiiggvényekkel, valamint inverzeikkel kapcsolatos
feladatokat tud megoldani (hasonlé feladatokat taldlnak a http:
//www .epalatabla.hu/ linken is),

e gyakran hasznalt trigonometriai azonossagokat elevenit fel,

e barmilyen kor és ellipszis egyenletét, valamint paraméteres egyen-
letrendszerét fel tudja irni.

1.5.1. A trigonometrikus fiiggvények grafikonja
[ A trigonometrikus kor

Definicié: A trigonometrikus kor

Az origd kézépponti, egység sugari kort trigonometrikus kornek ne-  {Fde:trigonometrikus.kor}
vezziikk. A trigonometrikus koron barmilyen mértéki (radidnban mért)
szoget megtaldlunk. A nullszog a kor A(1,0) pontja (de mondhatjuk
azt is, hogy az z-tengely és az OA félegyenes szoge). A pozitiv mértéki
szogeket az A ponttdl kiindulva éramutatéd jarasaval ellentétes iranyban
mérjiikk. Ezt nevezziik pozitiv trigonometrikus iranynak.

Amennyiben A-bdl kiindulva éramutato iranyaban kezdiink haladni, ne-
gativ mértéki szogeket kapunk.

A trigonometrikus kor esetében is beszélhetiink egy 27 foperiédusu peri-
odicitasrol, mert egy tetszéleges = szog ugyanott helyezkedik el, mint az
x + 2km szogek, ahol k € 7Z.

[J A sin fiiggvény

Definicié: A sin fiiggvény

Mostantdél a szogeket radidnban mérjiik, ha egy szog 30°-os, akkor ezen- {Fde:sin.fv}
tal azt mondjuk, hogy mértéke §. A 6 hegyesszogre eredetileg a sin @
fliggvényértéket egy derékszogii haromszogben definidltuk:

) szoggel szemkozti befogd
sinf =

Y

&tfogd
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ahol 0 € (0,7).
Tekintsiink most egy ezzel a haromszoggel hasonld egységnyi atfogdju
haromszoget és ezt a 0 szoget tartalmazo derékszogli haromszoget a tri-
gonometrikus korbe képzeljiik alaphelyzetbe tigy, hogy a hdromszog atfo-
gbja a kor sugara legyen, a 0 szog csicsa az origoban legyen, egyik szara
pedig a koordinatarendszer x-tengelyén.

Ide jon a sin @ definiciéjanak SIN-01-26.png abraja

Egy tetszoleges 6 € (0, g) hegyesszog szinusza ilyenkor a szoggel
szemben 1évé befogd és az egységnyi hosszusagu atfogd hanyadosa. A
szO0g masik szarat mozgatva, barmilyen [0, 27) intervallumba es6 szoget
felvehetiink. A mozgathatd szogszar és a kor egyértelmii P metszéspont-
janak y koordinataja (eléjelesen) pontosan a sin@ altalanositasa nem
hegyesszogek esetére.
Ha pedig figyelembe vessziik a sin fliggvény 2m-szerinti periodicitasat
(ami a trigonometrikus kor 27m-szerinti periodicitasabdl kovetkezik), azaz
azt, hogy

Vk € Z, sin(x + 2k7m) = sinz,

barmilyen valos érték szinuszat megtudjuk adni. Tehat, ha a trigono-
metrikus kort tekintjik, akkor

sin: R—= R, VOeR sinf = az y-tengelyre vett vetiilet hossza

adja meg.

[ A cos, tg, ctg fliggvények

Definicié: A cos, tg, ctg fiiggvények
{Fde:cos.tg.ctg.fv}

cos: R — R, cosx:sin<x+g>;

tg:R\{(2k+1)”|keZ}—>R, tgr = 0.
2 CoS T
ctg : R\ {kr | k € Z} = R, ctgxch)sx‘
sin

Ide jon a sin, cos, tg fiiggvények SCT-01-18.png abraja
A cos figgvény is 27 féperiédussal rendelkezik, akarcsak a sin fligg-
vény, mig a tg és ctg fiiggvények foperiodusa m, azaz

Ve e R\ {(2k+ 1)% | ke Z} tg(z +m) =tgw
és
Ve e R\ {kr |k € Z} ctg(x+7)=ctgz.
Ide jon a ctg fliggvény CTG-01-20.png abraja
Megjegyzés:
A cos fiiggvény is definialhaté a sin fiiggvényhez hasonléan. Tehat, ha

a trigonometrikus kort tekintjiik, akkor tetszéleges 6 koszinuszat az z-
tengelyre vald vetiilet adja meg.
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1.5.2. Az inverz trigonometrikus fiiggvények grafikonja
[ Az arcsin fliggvény

Definicié: Az arcsin fijgjvény

. I PO . , . .
Az y = s1.n x, x € { 207 fugigven/y 1nvertalhato: az‘ inverz .fuggvenyet {Fde:arcsin. fv}
arkusz szinusz (arcus sinus) fiiggvénynek nevezziik, jele arcsin.

Ide jon a sin és arcsin fuggvények SAR-01-19.png abraja
Megjegyzések:
e Az arcsin fiiggvény a [—1, 1] intervallumon, akarcsak a sin fiiggvény

a [—g, g} intervallumon szigortian monoton névekvo (hasznaljuk itt

az invertalhatdésdgra adott elégséges feltétellel kapcsolatos tételt).

e Az inverz fiiggvény tulajdonsidga miatt felirhatdk:

T T

—5 2] , valamint

Darcsin - [_17 1] és Rarcsin = [
. . . ™ T .
Vr e [-1,1] sin(arcsinz) =z ¢é Vre€ [—2, 2} arcsin(sinx) = x.

[J Az arccos fliggvény {Fde:arccos.fv}

Definicié: Az arccos fiiggvény
Az y = cosz, x € [0, 7] fiiggvény invertalhatd, az inverz fliggvényt arkusz
koszinusz fiiggvénynek nevezziik (jelolése arccos).

Ide jon a cos és arccos fliggvények CAR-01-21.png abraja

Megjegyzések:

e Az arccos fliggvény a [—1, 1] intervallumon, akércsak a cos fiiggvény
a [0, 7] intervallumon szigortian monoton csékkend (itt is hasznéaljuk
az invertalhatdésdgra adott elégséges feltétellel kapcsolatos tételt).

e Az inverz fiiggvény tulajdonsdga miatt:
Darccos = [_1; 1] és Rarccos = [0, 7T], valamint

Vo e [—-1,1] cos(arccosz) =z és Vr € [0,m] arccos(cosz) = x.

[ Az arctg és arcctg fiiggvények

Definicié: Az arctg és arcctg fiiggvények
Az y= tgx,, x € (—%, g), Val?umint az y = ctgx, x € (O,TI’) fiiggvények (Fde:arctg.arcctg. tv}
invertalhatok, az inverz tiiggvényeket arkusz tangens és arkusz kotan-
gens fiiggvénynek nevezziik, jelolésiik arctg, illetve arcctg.
Ide jon az arctg fluggvény ATG-01-22.png abraja
Ide jon (az el6z6 abra ald) az arcctg fliggvény ACT-01-23.png abréja

Megjegyzések:
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e Az arctg fuggvény R -en, akarcsak a tg fiiggvény a (—g, g) inter-

vallumon, szigorian monoton névekvo. Az arcctg fiiggvény R -en,
akarcsak a ctg fiiggvény a (0, 7) intervallumon, szigorian monoton
csokkend (itt is hasznédljuk az az invertdlhatdsagra adott elégséges
feltétellel kapcsolatos tételt).

e Az inverz fiiggvény tulajdonsdga miatt:

m™ T

Darctg =R és Rarctg = <_27 5

) , valamint

Darcctg =Rés Rarcctg = (07 7T)a
tovabba
V4 ﬂ- 7T 7’
tg(arctgr) = Vo € R és arctg(tge) =a Vr € (—2, 2) és
ctg(arcctgzr) =z Vo € R és arcctg(ctga) =2 Vo € (0,7).
E Néhany fontos tigonometrikus azonossag

Megjegyzés: Gyakran hasznalt tigonometrikus azonossagok
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A teljesség igénye nélkil a kovetkez6 azonossagokat emlitenénk: {Fme

sin® z + cos?

r=1;
sin(z £ y) = sinx cosy %+ cos z sin y;
cos(x + y) = cosx cosy F sin  sin y;
sin 2x = 2sin x cos x;
cos 2z = cos® & — sin® x;
cos2x = 2cos” x — 1;

cos2x =1 — 2sin?z;

sinx—i—siny:QsinI;ycosx;y;
. . Ty Tty
sinz —siny = 2sin coS ;
2 2
cosm+cosy:2cosx;ycosx;y;
. Tty Ty
cosx — cosy = —2sin sin ;
2 2
1
sinrsiny = —i[cos(x +y) — cos(x — y));

1
COST COSY = i[cos(x +y) + cos(x — y)];

1
sinx cosy = i[sin(x +y) + sin(x — y)];

11— 2
sin®z = # (linearizalas);
1 2
cos’ T = —|—02osx (linearizalas);
i 2185 vy e R\ {(2k+ )r | k € Z}
inr=-—>-2— ;
sin x [ tgl x T ;
Lo R\ {(@k+ 1) |k € Z):
cosx = T eele x T ;
2tg
tgr =22 vxeR\{(zkH)W;(gkﬂ)mkez};
I —tg” 3 2
1—tg?2
ctgr = ——=2 Ve e R\ {km; 2k + )7 | k € Z};
2tg 3
arcsin x + arccos r = g, Vo e [—1,1];
arctgx + arcctgx = g;

sin(arccosx) = V1 — 22, Vz e [-1,1];
cos(arcsinz) = V1 — 22, Vz e [-1,1];

tg(arcsinz) = ——, Vz € (—1,1);
1 — a2
V1 — 22
tg(arccos ) = 737, Vo e [-1,1] \ {0}.
x

El A kér és az ellipszis paraméterezése

Megjegyzés: A kor és az ellipszis paraméterezése
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Az origé kozépponti, r sugari kor egy paraméteres leirasa a kévet-

kezd:
{:17 =rcost

Yy =rsint,

ahol t € [0, 27).

A C(xg,1y0) kozépponti, r sugart (v — x0)% + (y — yo)? = r* kor
paraméterezése
{x — Tp =rcost

Y — Yo = rsint,
ahol t € [0,27), azaz
T = XTg+rcost
{y = yo + rsint,
ahol ¢ € [0, 27).

Hasondan, az a és b féltengelyii, origé kozéppontu

2 2
z Yy
@ e !
implicit alaku ellipszis egy paraméteres alakja:

T =acost
y = bsint,

ahol t € [0,27).

Amennyiben az ellipszis kézéppontja nincs az origéban, de nagyten-
gelye parhuzamos az x -tengellyel, azaz implicit alakja

(fﬁ - $0)2 (?/ - 90)2
a? + b2

= 1,
paraméterezése a kovetkezo:

T = xg+ acost
Yy = Yo + bsint,
ahol ¢ € [0, 27).
Példaul az a = 4, b = 2 féltengelyii, C(1,2) kozéppontu ellipszis dbraja

a kovetkezo:
Ide jon az ellipszis ELL-01-23B abraja

& Trigonometrikus fiiggvények transzformacioi

Mintafeladat:
Abrézoljuk fiiggvénytranszformécioval az

1

[R=R, f(z)= I — oS (arcsin (_%» tg (arccos %)

fliggvényt.
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Megoldas:

Irjuk egyszeriibb alakba a figgvényt.

Felirhatjuk, hogy
() = : - —
x—cos(—%)tg(%) x—%'

Abrézolasnal induljunk ki az f, = % hiperbolabél. Adjuk meg a sziikséges
transzformacios lépést.

Az fo = % hiperbolat az z-tengely mentén %—del pozitiv iranyba eltoljuk.

Rajzoljuk fel a fiiggvényt, jelezve az dbran a végrehajtott parhuzamos
eltolast is.

Az abra a kovetkezo:
Ide jon az FTR-01-24.png fliggvényabra

Mintafeladat:
Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenletet:

4cosxr = —.
sin x
Megoldas:
Adjuk meg az értelmezési tartomanyt (alaphalmazt).

Az egyenlet z € R\ {k7 | k € Z} halmazon értelmes, mert sinx # 0.

Szorozzuk be sin x # 0-val az egyenletet és hasznéljuk a sin 2z = 2sin x cos x
képletet.

N

4sinxcosr =1« 2sin2x =1 < sin 2z =

Oldjuk meg az igy kapott egyenletet.

5
2r = % + 2km  vagy 2z = g + 2km, ahol k € Z,

tehat a megoldas

s om
— Z — Ly .
me{lz—i-kﬂke }U{lz—i-kﬂke }

Mintafeladat:
Legyen f(x) = arcsin(1 — x)). Adjuk meg (leghb6vebb) értelmezési tarto-

manyat és abrazoljuk f-et transzformacios lépésekkel.
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Megoldas:

Adjuk meg az értelmezési tartomanyt.

—1<l—-z<le 2<-2<0&<zxel0,2.

Mielott felirnank a transzformacios 1épéseket, irjuk fel a fliggvényt az
elemi fliggvénytranszformacios feladat altalanos megfogalmazasaban ta-
lalhato alakba.

Az f(x) = arcsin[—(x — 1))] alakba irjuk a figgvényt.

Induljunk ki az fy : [-1,1] = R, fo(x) = arcsinzx figgvénybdl és irjuk
fel a transzformacios lépéseket, geometriai jelentésiikkel egytitt.

Az fo : [-1,1] = R, fo(z) = arcsinz figgvénybdl kiindulva, tekint-
jik az f; : [-1,1] — R, fi(z) = arcsin(—z) fiiggvényt, amit az y-
tengelyre vett tiikkrozéssel kapunk, ezutan pedig az f; fiiggvényt az x-
tengely mentén egy egységgel pozitiv irdnyba toljuk el, igy az f(x) =
fo(z) = arcsin[—(z — 1)], = € [0, 2] fuggvény abrajat kapjuk.

Abrézoljuk transzformdcios 1épésekkel a figgvényt.

A fiiggvény abraja:
Ide jon az FTR-01-25.png abra

A Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik grafikonja lecke
elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:
Szamitsuk ki a kovetkezd értéket:

2
A = (arctg 10 + arcctg 10) - —.
T
(Csak szamot irjon az eredménybe.)
Valasz: A keresett érték A= 1 .

Megoldas:

Hasznaljuk az arctg z + arcctgr = 7,
sagot az x = 10 esetén, majd %—vel szorzunk. Igy az eredmény A = 1.

Vo € R trigonometrikus azonos-

Tesztkérdés:
Az aldbbi allitdsok kozil csak az egyik igaz. Melyik lesz az?

o Az arccos fiiggvény szigortian monoton névekvé a [—1, 1] intervallu-
mon.
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e Az arccos fliggvény szigortian monoton csokkend a [—1, 1] interval-
lumon.

o Az arccos fiiggvény szigortian monoton névekvé a [—1, 0] intervallu-
mon.

o Az arccos fiiggvény szigorian monoton névekvé a [—, 0] intervallu-
mon.

Megoldas:
A vélaszok koziil egyediil a masodik igaz. Fz az arccos fliggvény grafi-
konjabdl azonnal kévetkezik.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz éllitasokat! {TRI-003}

Az arcctg fliggvény értelmezési tartomanya R\ {k7 | k € Z}.

Az arcctg fliggvény értelmezési tartomanya R.

Az arctg fiiggvény értelmezési tartoméanya R\ {(Qk +1)5| ke Z}.
Az arctg fiiggvény értelmezési tartomanya R.

Az arctg figgvény korlatos.

Az arcctg fliggvény korlatos.

Az arctg fiiggvény nem halad at az origom.

Az arcctg fliggvény athalad az origdn.

Az elobbi allitasok mind hamisak.

O0O0OXXX[DOX DO

Megoldas:
Az arcctg és arctg fliiggvények grafikonjaibol azonnal kovetkezik, hogy a
masodik, negyedik, 6todik és hatodik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz allitasokat! {TRI-004}

[0 Az arcsin fiiggvény péros.

X Az arccos fliggvény se nem paros, se nem paratlan.
X Az arctg fliggvény paratlan és athalad az origon.
[ Az arcctg fiiggvény paratlan és athalad az origén.

O Az elobbi allitasok koziil egyik sem igaz.

Megoldas:
A masodik és harmadik allitasok igazak, a tobbi hamis. Mindez az inverz
trigonometrikus fiiggvények grafikonjaibol azonnal kovetkezik.
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Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz allitdsokat! {TRI-005%}
i i — 9qin ¥ =y
0 sinx —siny = 2sin =¥ cos =52,
X coszcosy = 3[cos(z + y) + cos(z — y)].
X arcsinx 4 arccosxz = 5, Vr € [—1,1].

X cos(arcsinz) = /1 — 22, V&€ [-1,1].
[0 Az el6bbi allitasok koziil mindegyik igaz.

Megoldas:
Csak az elso és az otodik allitas hamis, a tobbi igaz. Mindez a gyakran
hasznalt trigonometrikus azonossagokbdl kovetkezik.

1.6. Polinomok, racionalis tortfiiggvények

E lecke befejezése utan a hallgato:

e cgyszerlibb valds egyiitthatos polinomok valos gyokeit ki tudja sza-
molni (hasonl6 feladatokat talalnak a http://www.epalatabla.
hu/ matematikaérettségire felkészito online kurzusdban is, példaul
az ,Algebrai kifejezések, nevezetes azonossagok” tananyagban),

e cgyszerlibb valos egytitthatds polinomok komplex gyokeit ki tudja
szamolni*,

e meg tudja adni egyszeriibb polinomok gyoktényezos alakjat R-ben,

e meg tudja adni egyszeriibb polinomok gyoktényezos alakjat akar
C-ben is*,

e tetszoleges polinomosztast el tud végezni,

e cgyszerlibb valos egytitthatos raciondlis tortfliggvényt parcialis tor-
tekre tud bontani.

1.6.1. Miiveletek polinomokkal

BN polinom fogalma
Definicié: Polinom
Legyen n rogzitett nemnegativ egész szam, a; € R Vi € {0,1,2,...,n} {rge :polinom}
és a, #0. A

p(2) = an2™ + ap 2"+ aex® + a4 ag

formaélis kifejezést valds egyiitthatés (egyhatarozatlani) polinomnak
nevezziikk. A p(z) = 0 kifejezést is polinomnak tekintjiik és zérus poli-
nomnak vagy nullpolinomnak hivjuk. Az a, egyiitthatot féegyiittha-
tonak nevezziik.

Ha Vi € {0,1,2,...,n} a; € C (an, # 0), komplex egyiitthatos
(egyhatarozatlani) polinomrdl beszélink.

A valés egyiitthatés polinomok halmazat Rz]-szel, a komplex egyiitt-
hatés polinomokét pedig Clz]-szel jeloljik.
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Definicié: Polinom foka

A p(z) polinom foka nem mas, mint a legmagasabb foku tagjédnak kite- {rge:polinom.foka}
voje.

Jelolése: degp = n, amennyiben a polinom n-ed fok.

Definicié: Egyenlo polinomok

A {Fde:egyenlo.polinomok}
p(2) = @™ + ap1 2™+ .+ apr? + arr + ag

és

q(z) = bpa™ + by 13"+ .+ baa? + byw + by
polinomokat egyenléknek nevezziik, ha Vi € {0,1,2,...,n} esetén a; =
b;.

[J A polinomok ellentettje, osszege, kiilonbsége, szorzata

Definicié: Polinom ellentettje

p(x) = ap2” + ap_12" N+ .+ a2’ + a1z + ag

polinomnak az ellentettje nem mas, mint a

—p(1) = —ap2" — ap_12" "t — ... — a2’ — ayr — ag

polinom.

Definicié: Polinomok Gsszege

Két tetszOleges polinomot gy adunk Gssze, hogy az egynemi tagokat {Fde:polinomok.osszege}
(azaz x ugyanolyan hatvanyait) osszevonjuk. A kivonast hasonléan de-

finialjuk.

Definicié: Polinomok szorzata
Két tetszdleges polinomot ugy szorzunk Gssze, mint két zardjelet, min-  {Fde:polinomok.szorzata}
den tagot beszorzunk minden taggal.

Példa:
Legyen p(x) = 3z* — 222 — 2 + 2 és q(x) = 323 + 322 + x — 2. Ekkor

—p(x) = =32* + 223 + 2 — 2;
p(z) + q(z) = 32* + 32° + 2%
p(z) — q(z) = 32* — 32 — 52 — 22 + 4;
p(z)g(r) = (32 —22° — 2 +2)(32° + 32° + v — 2) =
=927 +92°% — 32° — 152" + 2° + 92” + 4z — 4.
Definici6: Polinom gyoke; polinom zérushelye

Az zo € R gyoke (vagy zérushelye) a p(z) polinomnak, ha p(zo) = 0 {Fde:polinom.gyoke}
(azaz x( megoldasa a p(x) = 0 egyenletnek).
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E A polinomok osztasa

Tétel: Maradékos osztas tétele
Ha {Fte:mar.oszt.t}
() = an2™ + ap 12"+ aex® + a1+ ag

q(:]j) = bmxm —+ bmflﬂfmil 4+ ...+ b2$2 —+ b1$ + bo

adott n, illetve m-ed foktu polinomok, akkor léteznek az egyértelmiien
meghatéarozott h(z) hdnyados- és az r(z) maradék polinomok, melyekre

p(z) = q(z)h(x) + r(x), ahol degr < deggq.

Bizonyitas:

1) Egzisztencia (1étezés) bizonyitdsa: ha degp < deggq, akkor vehetd
h(xz) =0 és r(z) = p(x). Ha degp > degq, akkor n (azaz degp) szerinti
teljes indukciéval bizonyitunk.

Tegytik fel, hogy degp = 1 > degq. Ekkor p(x) = a;x + ap, ahol a; # 0.
Ha degq = 0, akkor ¢(z) = by, ekkor példaul h(z) = pox + 32, valamint
r(z) = 0 polinomok teljesitik a kovetelményeket.

Ha degq = 1, azaz q(x) = byz + by, akkor példaul a h(z) = 3+ konstans
polinom, valamint az r(x) = ay — % - by polinomok teljesitik a kovetel-
ményeket, igy a degp = n = 1 esettel készen vagyunk.

Legyen k € {1,2,..., } rogzitett szam. Tegyiik fel, hogy a tétel h és r
létezésére vonatkozd része igaz minden k-nal kisebb vagy egyenld foksza-
mu p(x) polinom és minden p(x)-nél kisebb vagy egyenl6 fokszamu ¢(x)
polinom esetén.

Ha most egy k + 1 fokszamu

p(z) = app1 2" Fapa® L+ apr® + a4 ag
polinomot és egy nala kisebb vagy egyenl6 fokszamu
q(7) = D™ + b1 ™+ box® 4 by + by
apt1 o k+1-m

polinomot tekintiink, akkor az f(x) = p(z) — 5w q(z) polinom

foka legfeljebb k, igy erre alkalmazva az indukcios ?eltevést, kapjuk, hogy
léteznek h*(z) és r*(x) polinomok tgy, hogy

f(z) = q(z)h"(x) + r*(x), ahol degr™ < degg.
Innen kapjuk, hogy

ple) = (@) [P (x) + A o )

amib6l azonnal latszik, hogy h(x) = h*(x) + al’j—;lxk“_m, valamint

jo valasztasok.
2) Unicitas (egyértelmiiség) bizonyitdsa: Tegyiik fel indirekt, hogy a
p(z) = q(z)h(x) + r(x), ahol degr < degq
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feliras nem egyértelmii, azaz még legaldabb egy ettol kiillonbozé

p(x) = q(x)hy(2) + 71 (2)

lehet6séglink van, ahol degr; < deggq.
Kivonassal kapjuk, hogy

q(z)[h(z) — hi(z)] = r1(x) — r(z), ahol deg[ri(z) — r(z)] < deggq.
Ha h(x) # hq(z), akkor

deg {q(x)[h(x) — hu(z)]} > degq(x),
de
deg {q(x)[h(x) — h1(2)]} = deg[ri(z) —r(z)] < degq(x),
ami ellentmondas.
lgy h(z) = hi(x), ahonnan r(z) = ri(x).

Megjegyzés:
A maradékos osztdas tétele komplex egytitthatéju polinomokra is ugyan-
ugy érvényes.

Tétel: Bézout-tétel
Tetszbleges p(x) polinom (x — x)-val valé osztasi maradéka nem maés,
mint a p(xg) helyettesitési érték.

Bizonyitas:

Ha a p(z) polinom adott n-ed fokt polinom, akkor az (x — x¢) els6foki
polinommal torténé osztaskor (a maradékos osztas tétele értelmében) 1é-
teznek az egyértelmilen meghatarozott h(x) és r(x) polinomok, melyekre
p(z) = (x — x9)h(z) + r(x), ahol r(x) = r konstans polinom. Ha z-t
behelyettesitjik, kapjuk, hogy p(xg) = r(xg) = 7.

Tehét a p(x) polinom pontosan akkor oszthaté (x —x)-val, ha p(zg) = 0.

Kovetkezmény:

Az n-ed fokd p(z) polinomnak pontosan akkor gyoke az xy szdm, ha
p(z) = (x — x9)q(x), ahol g(x) egy (n — 1)-ed fokt polinom.

Definicié: k-szoros gyok, multiplicitas

Ha p(z) = (z — 20)¥q(x), ahol q(zy) # 0, akkor az xq szdmot a p(x) poli-
nom k-szoros gyokének, a k szamot pedig az xy gyok multiplicitasanak
nevezzik.

Tétel: Egész egyiitthatos polinom egész gyokei
Haa; € Z Vie{0,1,2,...,n} és a, # 0, akkor a

p(z) = ana™ + ap 12"+ aex® + a1+ ag
n-ed foku egész egyiitthatds polinom 6sszes lehetséges egész gyoke osztdja
ag-nak.
Bizonyitas:
Ha z( egész gyoke p(x)-nek és a polinom minden egyiitthatdja egész,
akkor

To(anzh ™ + a2y 2+ .+ a)) = —ag

egyenloségbdl kovetkezik, hogy x osztdja az ag-nak.
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& A polinomosztas elvégzése

Mintafeladat:
Legyen p(z) = 22* — 42® +2° — 2 + 3 és q(x) = 2 + v — 1. Végezzitk el  {rni.:polinomosztas}
a p(x) polinom ¢(x) polinommal t6rténé osztasat.

Megoldas:

Az osztas elvégezhetd, ezt a maradékos osztas tétele garantdlja. Ugyan-
ugy osztunk, ahogy a szamok esetében, csak itt az elején a legmaga-
sabb foku tagokat nézziik: (22*)-ben az z* pontosan (2z?%) -szer van meg,
ez lesz a hanyados legmagasabb foku tagja, ezt le is irjuk a hanyadosba,
majd ezzel az oszté minden tagjat visszaszorozzuk, utana kivonas kovet-

kezik, stb.

(22 —42 + 22 —2x+3): (2 + 2 —1) =222 — 62 +9
221 + 223 — 222

—62% + 32?2 — x
—623 — 62% + 62
92?2 — 7z + 3
922 + 92 — 9
—16x + 12

Tehat a hanyados 222 — 6z + 9, a maradék pedig —16x + 12.

Ha van ra id6, ellendrizziik az osztds helyességét (opcionalis).

Az osztas helyessége a maradékos osztas tétele értelmében a kovetkezo-
képpen ellenérizheto:

(2% + 2 —1)(22% — 62 +9) + (—162 + 12) = 22* — 42® + 2° — x + 3.

1.6.2. Polinomok gyoktényezos alakja

El Polinom gydktényezés alakja C-ben*

Tétel: Polinom gyoktényezos alakja C-ben*
Haa; € C Vie{0,1,2,...n} és a, # 0, akkor a {Fte:gyokteny.C}

p(®) = apz”™ + ap_12" N+ .+ aer® + a1z + ag

n-ed foku polinom felirhaté

k2 km

p(2) = ap(x — 2)" (x — 29)*2 ... (2 — )

alakban, ahol =1, xs, ..., ,, a polinom ky, ks, ..., k,-szeres gyokei és
ki + ko + ... + k, = n. Ezt az alakot a polinom C-beli gyoktényezos
alakjanak nevezziik.
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Bizonyitas:

Az algebra alaptételébél kovetkezik, hogy az n-ed foku p(x) polinomnak
C-ben pontosan n gyoke van, ezek legyenek xy, xo, ..., x,,, ahol minden
x; gyok multiplicitasa k;. Ekkor ky + ko + ... + k,,, = n.

Bézout tétele miatt a p(z) polinom felirhat6 p(x) = (x —xq)q(z) alakban.
Hasonlban, az (n—1)-ed fokui ¢(z) polinomnak pontosan n — 1 gyoke van
(ugyanazok, mint p(x)-nek, kivéve egy példanyban zi-et). Legyen egyik
ilyen gyoke x,. Igy a ¢(z) polinom is felirhaté ¢(z) = (z — x2)h(x)
alakban, ahol az (n — 2)-ed foka h(x) polinomnak pontosan n — 2 gyoke
van (ugyanazok, mint p(x)-nek, kivéve egy példanyban zi-et és xo-t).
Folytatva a gondolatmenetet, megkapjuk a kért komplex gyoktényezos
alakot.

Polinom gyoktényezos alakja R-ben

Tétel: Valoés egyiitthatés polinomok komplex gyokei*
Ha az w € C gyoke egy valés egytitthatos

p(r) = apz™ + ap 12"+t +az+ag (n>2)
polinomnak, akkor @ is az, rdadasul ugyanazzal a multiplicitassal.

Bizonyitas:
Ha w € R, készen vagyunk. Legyen w € C\ R. Az, hogy tetszéleges
w € C gyok esetén w is gyok lesz, azonnal kovetkezik, ha az

AW 4 apy W 4+ asw? + agw +ag =0

egyenloség mindkét oldalanak vessziik a konjugéltjat és hasznaljuk az
Osszeg és szorzat konjugaltjanak tulajdonsagait.

Azt hogy ekkor a multiplicitasok is megegyeznek, a polinom fokara te-
kintett teljes indukciéval latjuk be: masodfoki polinomra igaz, hogy w
és w ugyanolyan multiplicitastak, hiszen mindketten egyszeres gyokok.
Tegyiik fel, hogy p(z)-nél alacsonyabb fokiu polinomokra igaz, hogy min-
den komplex gyok és konjugaltja ugyanolyan multiplicitasu gyok. Be kell
latnunk, hogy p(z)-re is igaz az éllitas. Tegyiik fel, hogy létezik ¢ € C
gy, hogy ¢ nem ugyanolyan multiplicitdsti gyok, mint a konjugaltja.
Tekintsiik a nagyobb multiplicitast gyokot, legyen ez mondjuk ¢ és je-
16lje k£ ennek a multiplicitasat. Ekkor a maradékos osztas tétele miatt
p(z) = (z — {)(z — {)q(x), ahol ¢(x) is valés egyiitthatés polinom lesz,
mert (x — () (z — ) valds egyiitthatdés. Erre mar igaz, hogy minden gydke
ugyanolyan multiplicitdst, mint a konjugaltja, igy a p(x) polinomra is
igaz.

Tétel: Polinom gyoktényezos alakja R-ben
Haa; e R Vie{0,1,2,...,n} és a, # 0, akkor a
p(z) = anx™ + ap_12™ .+ aex® + a1z + ag

n-ed foka valés egyiitthatos polinom felirhato elséfokt és R-ben tovabb
mar nem bonthaté masodfokt polinomok szorzatara. Ezt az alakot a
polinom R-beli gyoktényezos alakjanak nevezziik.
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Bizonyitas:

A bizonyitas az algebra alaptételére tamaszkodik, valamint felhasznalja
azt is hogy valds egyiitthat6ju polinomnak egy komplex szam pontosan
akkor gyoke, ha a konjugaltja is az, rdadasul ugyanazzal a multiplicitas-
sal. Felhasznaljuk a C -beli gyoktényezos alakot és azt, hogy az az 0sszes
w; € C gyokre és konjugalt gyokparjukra az

(r — w;)(z —w;) = 2% — wix — Wz + w;w; szorzat R-ben mar tovdbb nem
bonthato valés egytitthatés masodfokil polinomokat eredményez, igy ké-
szen vagyunk.

Példa: Masodfoku polinom R-beli gyoktényezos alakja
Ha a,b,c € R, a # 0 és b* — dac > 0, akkor a p(z) = ax® + b + ¢ (Fpe:masodf .gyokteny.R}
masodfoktl polinom R-beli gyoktényezos alakja

p(x) = a(z — z1) (2 — 23),
ahol z; és x5 a polinom (nem feltétleniil killonb6z6) valds gyokei.

Megjegyzés: Paratlan foku, val6s egyiitthatés polinomok gyoke
Ha p(x) paratlan foku, valos egytitthatds polinom, akkor van valds gyoke.

Bizonyitas:

A polinom R-beli gyoktényezos alakjat felirva, a tovabb mar nem bont-
haté masodfoki tényezok nem szolgaltatnak valos gyokoket, tetszoleges
xp valos gyok a gyoktényezos alakban a megfelel6 elsofokt x — xp szor-
zotényezdben jelenik meg. Paratlan fokszamui polinom esetében ilyen
zardjelbol paratlan darab van, tehat legalabb egy.

[ Az R -beli gyoktényezés alak felirasa

Mintafeladat:
Hatdrozzuk meg a p(r) = x* — 23 — 2z — 4 polinom valds gyokeit. Irjuk {Fmi:gyokteny.R.felir}
fel a gyoktényezos alakot R-ben.

4

Megoldas:

Gondoljuk meg, milyen egész értékeket érdemes egész egytitthatés poli-
nom esetén behelyettesiteni?

Csak £1, £2 és £4-gyel érdemes probalkozni.

Az egész egyutthatds polinom egész gyokeirdl szolo tétel miatt lehetnek az
egész gyokok csak +1, +2 és 4, mas helyettesitési értéket nem érdemes
szamolni.

Szamoljuk ki p(1)-et és p(—1)-et. Mit vesziink észre?

p(=1) =1+1+2—-4 =0, igy a Bézout-tétel miatt a p(z) polinom

oszthaté (x + 1)-gyel.
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Végezziik el az (x + 1)-gyel valé osztést. Mit irhatunk fel?
p(z) = (z 4+ 1)h(z), ahol h(z) = 2> — 22? + 2z — 4.

A polinomosztas a kovetkezo:

(z* — 23 —2r—4): (v+1)=2%—-222+22v -4
ot + 28
—223
—2x3 — 222
222 — 2x
22% 4 2z
—4xr —4
—4x —4
0

Milyen alakba frhat6 a h(z) hanyados?
A h(z) hanyados a kévetkez6 alakba irhato:
h(z) = 2%(x — 2) + 2(x — 2) = (v — 2)(2* + 2),

és R-ben tovabbi szorzotényezokre mar nem bonthato.

Irjuk fel a polinom R -beli gyoktényezds alakjat és adjuk meg a valds
gyokoket.

A p(z) polinom R-beli gyoktényezés alakja
p(z) = (z+1)(x — 2)(2* +2).

Ebbdl az is latszik, hogy a valos gyokok x1 = —1 és zg = 2.

1.6.3. A racionalis tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa
[ A parcialis tortekre bontas jelentése

Definicié: Racionalis tortfiiggvény

Két p(z) és g(x) polinomfiiggvény hanyadosat racionalis tortfiiggvény- (rae.rac. tortfv}
nek nevezziikk. A racionalis tortfliggvény ott értelmezett, ahol a nevezo

nem nulla.

flz) ===, ahol ¢(z)#0.

A kovetkezokben automatikusan feltételezziik, hogy a nevezé nem nulla,
igy csak a % hozzarendelési szabalyt adjuk meg.

Definici6: Parcialis tortekre bontas

Valés egyiitthatos raciondlis tortfiggvény legegyszeriibb nevezdjli tort-  {Fde:parc.t.bontas}
fiiggvények Osszegére torténd bontasat parcialis tortekre bontasnak ne-

vezziik. Ezek olyan tortek, melyeknek nevezdje a zérus polinomtol kii-

16nb6z6, valds egyiitthatos, legfeljebb els6foki polinom, vagy R-ben mar
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tovabb nem felbonthaté (azaz negativ diszkrimindnst) valés egytitthatos
masodfoktl polinom, vagy az el6bb felsorolt nevezok pozitiv egész hatva-
nyai.

[J Parcialis tortekre bontas, ha a szamlalé foka nagyobb vagy egyenld
a nevezo fokanal

Definicia: Parcialis tortekre bontas, ha a szamlalé foka ,,>"

Ha a sz4mldl6 foka nagyobb vagy egyenl a nevezd fokdndl (tehdt degp > {Fde:parc.t.bontas.sz.n}
degq), az f(z) = % (valés egytitthatds) racionalis tortfiggvény parcia-

lis tortekre bontasa el6tt maradékos osztést végziink. Amennyiben h(z)

a hanyados és r(x) a maradék, a maradékos osztas tétele értelmében

q(z)

q(z)

plx) _ W) + r(z)

Y

ahol az % esetében mar a nevezo foka nagyobb. Ezzel a problémat arra

az esetre redukéltuk, amikor a szamlalé kisebb fokszamu, és mar csak

az % racionalis tortfiiggvényt kell parcidlis tortekre bontanunk, majd a

végén hozzdadni h(x)-et.

[J Parcialis tortekre bontas, ha a szamlalé foka kisebb

Definicié: Parcialis tortekre bontas, ha a szamlal6 foka kisebb

Ha % esetén a szamlalo a nevezo fokanal kisebb fokszami, akkor megke-
ressiik a g(z) polinom R-beli gyoktényezds alakjat. Ebben szerepelhetnek
(x +u); (x + v)™; illetve R-ben tovabb mar nem bonthat6 (azaz negativ
diszkriminénsi) (az? + bx + ¢), valamint szintén R-ben tovabb mar nem
bonthaté (dz? + ex + k)™ tipust szorzétényez6k (akér tobb is némelyik
fajtabol), ahol w,v,a,b,c,d,e;k € R és a # 0, d # 0 és m,n > 2.

Ekkor olyan parcialis tortek osszegére bontjuk Iq’g;
z0i

{Fde:parc.t.bontas.sz.k}

-t, melyek neve-
T +ur v (x4 0)? (o)™,
ugy, hogy a szamlalék konstansok, és
(az® + bz + ¢); (do* + ex + k); (da* + ex + k)?; ... (do® + ex + k)™,

nevezéjlickre, gy, hogy a szamlalok elséfokd polinomok. Altaldnosan

felirva:
iy 2 ) _ p(a) )
qg(x) (2 —u)(z—v)™(az? + b + c)(dz? + ex + k)"
A B B B Cya + D,
_w—u+x—v+(x—v)2+m+(x—v)m az? +br +c
Fix+ F Eyxr + Fy E,x+ F,

de? +ex+k (da:2+e:c—|—k)2+' (dz? + ex + k)™

Ko6z6s nevezére hozunk, a szamlaloban x hatvanyai szerint csoportosi-
tunk, majd az egyenld egyiitthatok modszerével kiszamolunk minden

Ab B17327 "'7BWL7 Cl7D17E17 E27 ceey En7F17F27 7Fn

konstanst.
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[ Az R-beli parcialis tortekre bontas menete

Mintafeladat:
Végezziik el parcidlis tortekre bontast az

2222+ +1
P+ 213 + 1

racionalis tortfiiggvény esetében.

Megoldas:

Bontsuk fel a nevezot R -beli gyoktényezos alakba és ennek megfelelGen
(haszndlva a parciélis tortekre bontast, mikor a szamlalé foka kisebb a
nevez$ fokanal) irjuk fel a felbontds alakjat.

A nevezd x° + 223 + x = x(2* + 222 + 1) = z(2% + 1)?, {gy
42t x(z? 4 1)2
B é N Bx+C Dx+E
o 22+ 1 (x2—|—1)2_
B Ax* 4+ 2422 + A+ Ba* + Ca3 + Ba? + Cx + Dx? + Ex

n z(x? 4+ 1)?

(A+ B)a*+Ca*+ 2A+ B+ D)x* + (C+ E)z + A
z(x? 4 1)2 ’

R | x4+2x2+x+17

Nézziik meg, milyen egyenletrendszert kapunk az elsé és utolsé tortfiigg-
vény egyenl6ségébol?

Mivel a nevezok egyenloek, a szamlalok is egyenlé polinomfiiggvények
kell, hogy legyenek, ezért az elsé és az utolsod alak egyenloségébol az

A +B =1
C =0
2A +B +D =2
C +E =1
A =1

egyenletrendszert kapjuk.

Oldjuk meg az egyenletrendszert.
A=1, B=C=D=0, E=1.
Irjuk fel a parcialis tortekre bontést.

A parcialis tortekre bontéas a kovetkezd:

x4+2x2—|—x+1_1 1

x5+ 223 + 1 _x+(m2+1)2'
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A Polinomok, racionadlis tortfiiggvények lecke elméleti teszt-
feladatai:

Tesztkérdés:

Hanyadfokt polinom lesz a hédnyados, amennyiben egy hetedfokd poli-
nomot elosztunk egy harmadfokival? Legfeljebb hanyadfoku lehet az
osztas utdn kapott maradék? (Csak szamokat irjon az eredménybe.)

Valasz: Ha egy hetedfoku polinomot elosztunk egy harmadfokival, a
hanyados fokszama 4 .

Valasz: Az osztas utan kapott maradék foka legfeljebb 2 .

Megoldas:

A valaszok a maradékos osztas tételébdl azonnal kovetkeznek.

Tesztkérdés:
Az alabbi allitasok kozil egyik igaz. Melyik lesz az?

o Bézout tétele szerint egy valos egyiitthatos polinom mindig felirhato
valés egytitthatos elsofokt polinomok szorzataként.

e Ha a valds egytitthatos masodfoki polinom diszkriminansa nemnega-
tiv, akkor a polinom felirhaté valds egytitthatds els6foktl polinomok
szorzataként.

o A maradékos osztas tétele garantédlja, hogy osztds utan a maradék
polinom foka legfeljebb akkora, mint az oszté fokszama.

o Minden valés egytitthatos polinomnak pontosan annyi valos gyoke
van, mint ahanyad fok.

Megoldas:
A valaszok koziil egyediil a masodik igaz, ezt kell kivalsztanunk. Ekkor

f(x) =ar® +bx+c=alr — 1) (x — 29),

ahol x1 és x5 a polinom gyokei.

A negyedik allitds hamis, mert mér az f(z) = 2* — 1 polinomra sem
igaz (harmadfokt polinom, egy valés gyokkel).

A t6bbi azonnal latszik Bézout tételének ismeretében, illetve a mara-
dékos osztés tételébol.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

X A p(z) = 2 + 8 polinomnak egy valds gyoke van.
O A g(z) = (23 — 1)(2" — z) foka legaldbb tizenegy.
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X Az r(z) = 2% — 1 polinom valds gydkei az origd kozéppontii, egység
sugaru koron helyezkednek el.

O A p(x) = (22 4+ 1)(z* — 1) polinom nem bonthat6 tovabb R-ben.
O Az elébbi allitasok koziil egyik sem igaz.

Megoldas:
A p(z) = 23+ 8 polinom a kévetkezd R-beli gyoktényezds alakban frhaté
fel:

p(z) =2°+8 = (v +2)(2® — 22 + 4),

ahonnan latszik, hogy p(z)-nek egy valds gyoke van, és ez az x1 = —2.
A q(z) = (2 — 1)(2" — z) foka 10, tehat a masodik 4llitas hamis.
Az r(x) = 2°—1 polinom valés gydkei z; » = +1 az origd kdzéppontii,

egység sugaru koron helyezkednek el, igy a harmadik allitas igaz.
plx) = (2 +1)(2* = 1) = (22 + 1)(z — 1)(z + 1), tehat R-ben tovabb

-

bonthatd. Igy az elsé és a harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

X A q(z
O A q(z

K A g(x) = 2 — 16 polinom gydkei az origd kozépponti, 2 sugart
koron helyezkednek el.

) = 2* — 16 polinomnak két valds gyoke van.
)=a

4 — 16 polinomnak négy valds gyoke van.

O A ¢(x) = 2* — 16 polinomnak nincs R-beli gyoktényezés alakja.

Megoldas:
A q(x) = 2 —16 polinom a kovetkez8 R-beli gyoktényez6s alakban frhaté
fel:

q(z) = 2" =16 = (2° — 4)(2° +4) = (z — 2)(z + 2)(2* + 4),

ahonnan latszik, hogy két valés gyoke van: x; = 2, xo = —2. (A masik
két gyok w34 = £2i € C\R.) Tehdt az elsé allitds igaz, a masodik hamis.
Ezek a gyokok mind az origd kozéppontu, 2 sugarid koron helyezked-
nek el, igy a harmadik allitas is igaz.
A negyedik hamis, mert a gyoktényezés alak

zt =16 = (z — 2)(z + 2) (2 + 4).

Tehat az els6 és a harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

[J Polinomok maradékos osztasakor a hanyados és a maradék nem egy-
értelmiiek.
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X A p(x) = 223 — 2 + 1 polinom ¢(x) = 2z — 1 polinommal valé
osztasakor a hanyados foegyiitthatoja 1.

K A p(x) = 22° — 2 + 1 polinom ¢(z) = 2z — 1 polinommal valé
osztasakor a maradék egy konstans.

O Egy egész egyiitthatos polinom Osszes lehetséges gyoke osztoja a f6-
egytitthatonak.

O Az elobbi allitasok koziil egyik sem igaz.

Megoldas:
Az els¢ allitas a maradékos osztas tétele miatt hamis.

Az osztaskor a hanyados féegytitthatdja % =1 lesz, tehat a masodik
allitas igaz.

Az osztas befejezése utani maradék foka mindig kisebb az oszté foka-
nal, ami ebben a feladatban 1, igy a maradék konstans, tehat a harmadik
allitas is igaz.

A negyedik nem igaz, mert egy egész egyiitthatos polinom Gsszes le-
hetséges gyoke a szabadtag osztéja és nem a foegyiitthatoé. Tehat a
masodik és a harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

2. Numerikus sorozatok

2.1. Sorozatok elemi tulajdonsagai

E lecke befejezése utan a hallgato:

e monotonitast tud vizsgdlni tetszéleges numerikus sorozat esetén,

e korlatossagot is tud vizsgalni, sorozat infimumot és szuprémumot
tud megadni (ha léteznek),

e kiilonbséget tud tenni hatarérték és torlodasi pont kozott,

e meg tudja allapitani egy sorozatrél, hogy konvergens vagy diver-
gens,

e konvergencia esetén egyszeriibb sorozatokra kiiszobszamot tud adni
barmilyen € > 0 esetén.

2.1.1. Sorozat és részsorozat fogalma

[J A numerikus sorozat fogalma

Definici6: Numerikus sorozat
A természetes szamokon értelmezett a : N — R valos értéki fiiggvényeket  {Fde:numerikus.sorozat}
numerikus sorozatoknak (réviden sorozatoknak) nevezzik. Az

a(n) = ay,

a sorozat n-edik tagja vagy altalanos tagja. A sorozatot altalaban az
a, altalanos tagja felirdsaval adjuk meg.

A sorozat jelolése (a,)nen. Amennyiben csak az m természetes szamtol
kezdjitk az indexelést, az (a,)n>m jelolést hasznaljuk.
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