3. Eloadas

Megjegyzés:

e El6szor a gorbe fogalmat tisztdzzuk. Gorbére gondolhatunk gy, mint egy mozgd pont
palyajara. Egy mozg6 pontot viszont példaul ugy is megadhatunk, hogy minden
iddpillanatban megadjuk a pont helyét jelz6 vektort. A pont mozgasat igy egy olyan fiiggvény
irja le, amely az | nyilt vagy zart idéintervallum minden pontjadhoz hozzarendel egy vektort
abban a térben, amelyben a pont mozog. Amennyiben a pont az n-dimenzids euklideszi térben
mozog, akkor ez azt jelenti, hogy minden t-hez hozzarendeliink egy n-dimenzids vektort.

Definicio: Gorbének nevezzik az r: I c R - R" leképezéseket.

Megjegyzések:
e Ha n = 2, akkor sikgorbérdl, ha pedig n = 3, akkor térgérbérdl beszéliink.

« Gorbén magat a leképezést értjiik, nem pedig a leképezés képhalmazat, azaz nem a gorbét
definialo leképezés értékkészletét. Igy a gorbe leképezés, nem pedig R™ -beli halmaz. Ha a H

halmaz megegyezik a gorbe képhalmazaval, azaz H = r([(a, 8)]), akkor azt mondjuk, hogy r
a H halmaz (egy) paraméterezése. Egy halmaznak szamos paraméterezése lehet!

Lassunk néhany példat paraméterezésre!

1. R sugaru, origo kézéppontu korlemez folé emelt egyenes
hengerfeliileten halado csavarvonal.

r(t) = R cos(t)i + R sin(t)j + btk,

ahol
t € [ap]
€s
b € R.
2. ry ponton dtmend, v iranyvektori egyenes.
r(t) =7, +tv,

t € (—o,+00)
3. Differencidlhato r(t) gorbét t = ty-ban érinto egyenes.
w(t) =r(to) + tF (o),
t € (—o0,+00).
4. Origo kozéppontu ellipszis, melynek fotengelyei az X és'y tengelyekkel

parhuzamosak, és a féltengelyek hossza rendre adott a és b.

Az ellipszis egyenlete:

Hatarozzunk meg egy olyan



paraméterezést, vagyis az ry (t) és r,(t) fiiggvényeket, melyre X helyére r,(¢)-t,y
helyére r, (t)-t helyettesitve azonossagot kapunk. Az ismert sin?(t) + cos?(t) = 1
trigonometrikus azonossagot alkalmazva, az

1 (t) = a cos(t)

5 (t) = b sin(t)
fiiggvények megfeleldek lesznek. A t paraméter pedig a [0, 2) intervallumnak
lesz eleme, mert a feladat szerint egy teljes ellipszist kell paraméterezni.

S. A fiiggvénygrafikon természetes paraméterezése.
Irjuk fel azt a hozzarendelést, amely a t € [a,b]-hez a (t, f(t)) vektort rendeli:
r(t) = ti+f(t)j, ahol ¢t € [a,b].

Megjegyzés:
« A gorbéket sokféleképpen lehet paraméterezni. Példaul az ry ponton 4tmend, v irdnyvektort
egyenes megfeleld paraméterezései lennének a kovetkezok is:

T(t) = ) + tv,
r(t) = r, +2tv, ahol
t € (—o,+00)

Ezek mind ugyanazt a gorbét irjak le, csak a bejaras iranya, illetve sebessége kiilonbozik az
egyes esetekben.

Megjegyzés:
e Tekintsiik azt az 74:[0, 2m) - R? leképezést, amelyre

. (t) = (cos(t), sin(t)) te[0,2m).

A fenti sikgorbe egy olyan pont palydjat irja le, amely pozitiv koriiljarasi iranyban befutja az
origd kozéppontl egységsugaru kérvonalat, azaz az r; ezen korvonal egy paraméterezése.
Megadhatunk egyszeriien egy masik paraméterezését a fenti gérbének.

Tekintsiik most azt az r,:[0, 2m) —» R? leképezést, amelyre

7, (t) = (cos(3t), sin(3t)) te [0,2n)

Az r, gorbe képhalmaza ugyancsak a fenti kdrvonal, de ,,haromszor befutva”. Vilagos, hogy
az r(t) # ry(t). Lathato, hogy az r, (t) hossza 2m, mig az r,(t) hossza 6.

Ez a példa azt is mutatja, hogy az ivhosszt a gorbéhez (vagyis a fiiggvényhez) kell
hozzarendelniink, nem pedig a fiiggvény képhalmazéahoz.

Definicio: Gorbe ivhossza

A gorbe ivhossza a beirt poligonok hosszaibdl 4ll6 halmaz fels6é hatara. Azt mondjuk, hogy a
gorbe rektifikalhato (kiegyenesithetd), ha a beirt poligonok hosszaibdl all6 halmaz felsd
hatara véges.



Megjegyzések:

« Altalaban még a folytonossag sem elegendd egy gorbe rektifikalhatosagahoz. Létezik példa
korlatos zart intervallumon értelmezett egyvaltozos folytonos fiiggvényre is, amelynek a
fliggvénygrafikonja nem rektifikalhato.

e Az r: [a, B]— R"™ gorbe ivhossza az r leképezéstol fiigg, Ezek alapjan altalaban nem
beszélhetiink egy H halmaz ivhosszarol, még akkor sem, ha H egy gérbe képhalmaza, mas
szoval, akkor sem, ha r paraméterezhetd. Ugyanis H-nak tobb paraméterezése is lehet, és
eléfordulhat, hogy a kiilonb6z6 paraméterezések ivhosszai kiillonbozoek.
Tekintsiik példaul az alabbi gorbéket:

rn(t)=(t%0), te[0,1]

és
rp(t) = (t2,0), te[-1,1].

Lathato, hogy az r; és r, gorbék ugyanazt a halmazt paraméterezik (nevezetesen az x-tengely
[0, 1] intervallumat), de az ivhosszuk nyilvanvaldan kiilonb6zo.

Bizonyos fontos esetekben a halmazhoz mégis hozzarendelhetiink egy egyértelmii ivhosszat.

Definicio:
Egyszerii ivnek vagy gorbének nevezziik azokat a halmazokat, amelyeknek
1étezik bijektiv és folytonos paraméterezése.

Tétel:
Ha H c R" egyszerli iv, akkor H-nak barmely bijektiv
és folytonos paraméterezése ugyanazt az ivhosszt definiélja.

Megjegyzés:
« A fentiek szerint beszélhetiink az egyszerli ivek ivhosszardl: ezen barmelyik olyan
paraméterezésnek az ivhosszat értjiik, amely bijektiv és folytonos.

Tétel : Elégséges feltételek gorbe rektifikalhatosagahoz 1

a) Ha az r gorbe differencialhato és az r koordinatafiiggvényeinek derivaltjai korlatosak az
[a, b]-n, akkor r -nek 1étezik ivhossza.

b) Ha az r folytonosan differencialhato, akkor r -nek létezik ivhossza.

Tétel: Elégséges feltételek gorbe rektifikalhatosagahoz 2
Tegyiik fel, hogy az r: [, ] » R™ gorbe differencidlhato, és az r koordinatafiiggvényeinek
derivaltjai Riemann-integralhatoak [a, B]-n. EKKor r rektifikalhato.

Bizonyitas : Mivel minden Riemann-integralhat6 fliggvény korlatos, igy az r rektifikalhato.

Definicio: Gorbe ivhossza
Tegyiik fel, hogy az r: [a, B] » R™ gorbe differencidlhatd, és az r koordinatafiiggvényeinek
derivaltjai Riemann-integralhatoak [a, b]-n.



Ekkor az r gorbe ivhossza:

s(r) = [P ©)lde.

Megjegyzések:
A pont elmozdulésa a t, és t idépontok kozott r(t) — r(t,). Az % vektor a mozgd

o

pont idéegység alatti atlagos elmozdulasat mutatja a [t,, t] idéintervallumban. Ha t — ¢,

akkor ez az atlag a pont sebességvektordhoz tart. igy az r'(t) (fizikai) jelentése az r gorbe
r(t)-7r(to)

o

pont idéegység alatti atlagos elmozdulasanak nagysagat mutatja a [t,, t] idéintervallumban.
Ennek a hatarértéke t — t, esetén a mozgd pont r'(t,) pillanatnyi sebessége. A pillanatnyi
sebesség tehat a r'(t,) sebességvektor abszolut értéke, azaz |r'(t,)|. Igy a gorbe ivhossz
képlet fizikai jelentése az, hogy egy (gorbevonal) mozgas soran a mozgoé pont altal megtett
ut a pillanatnyi sebesség integralja, ezért az ivhossz képletet is értelmezhetjiik, mint a
Newton-Leibniz-formula gorbékre vonatkozé analogjat.

mentén mozgo pont sebességvektora a t iddpillanatban. Mésrészt az értek a mozgo

« Természetesen a fenti gérbe olyan egyszerli iv, amelynek paraméterezése bijektiv és
folytonos.

Definicio: regularis gorbe
Egy I c R (véges vagy végtelen) intervallumon értelmezett
r(t) folytonosan differencialhaté gorbe regularis, ha7(t) = 0 t € I-re.

Tétel: ivhossz Kiszimitasa
Tekintsiik a kovetkez6
r:rt) =x@®)i+y@)j+z({t)k t € [a, B]gorbét.

Tegyiik fel, hogy 7(t) # 0, ha t € [a, B8], r(t) € C'[a, B]. EKkor az r gorbe ivhosszat az aldbbi
képlettel lehet kiszdmolni:

B B
[ rotae = [ VG@7+ 6@ + GO a

Megjegyzés:
« A feltételek esetén a térgorbe ivhossza a paraméterezésre nézve invarians, az a gorbe egy
masik paraméterezése esetén nem valtozik.

Vonalintegral

Megjegyzés:

 Tekintsiink egy erdtér ellenében mozgast végzd pontot. Tegyiik fel, hogy egy pont
mozgasat egy 7: [a, B] —» R3 irdnyitott gorbe irja le, és a pontra az r(t) helyen v(r(t))
nagysagu és iranyu er6 hat. Tekintsiik az [a, B8] intervallumnakegy a = t, <t; < - <t, =8
felosztasat, és tegyiik fel, hogy az r gorbének a [t,_;, t;] felosztas intervalluméhoz tartozo r;
ive ,,j01” kozelithetd az [ r(t;), r(t;_1)] szakasszal. Tegyiik fel tovabba, hogy az r; iven az erd
kozelitdleg allandd. (Ha a gorbe folytonosan differencidlhat6 €s a fiiggvény folytonos, akkor
ezek a feltételek minden elég finom felosztasra teljesiilnek.) Ekkor a fizika tanitdsa szerint az



erd altal a r; iven végzett munka jol kozelithetd az v(r(c;)) - (r(t;) — r(t;i—1))
skalarszorzattal, ahol ¢; € [t;_1,t;] (i = 1,2, ...) tetsz6leges pont. Mivel az er6 altal végzett
munka az adott gorbén egyenlo az r; iveken végzett munkak dsszegével, ezért a munkat jol
kozelitia Y-, v(r(c;)) - (r(t;) — r(ti—1)) Osszeg. Ha létezik olyan I szam, hogy ezek az
Osszegek tetszéleges pontossaggal megkozelitik I-t elegendden finom felosztasra, akkor
nyilvan I lesz a keresett munkavégzés mértékszama. A fenti gondolat motivalja a
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Abra: A vonalintegral értelmezése

Definicio: Vonalintegral
Legyen adott a y gorbének az r: [a, B] » R3 egy paraméterezése és v: r([a, f]) - R3 adott
vektor-vektor fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a v vektormezének a y gorbén létezik a
vonalintegralja ¢s értéke az I szam, ha minden € > 0-hoz 1étezik olyan § > 0 szam, hogy ha
aZa=ty<t; <-<t,=pazla pB]intervallum §-nal finomabb felosztasa és c; € [t;_1,t;]
i =1,2,..) tetsz6leges pontok, akkor

I =X v(r(e)) - (r(e) — r(t-1))| <e.
Ebben az esetben a v vektormezonek a y gorbén a vonalintegraljat a kovetkezoképpen jeloljiik

fy v(r)dr.

Tétel: (Erds alak)
Legyen adott a y gorbének az 7: [a, 8] — R3 egy differencialhatd paraméterezése és tegyiik
fel, hogy az 7(t) koordinata fliggvényei integralhatok [a, b]-n. Haa v:r([a, B]) - R3 vektor-

vektor fliggvény az r( [a, B])-n folytonos, akkor az fy v(r)dr vonalintegral létezik és az
értéke [° v(r(0) - F(t)dt.

Tétel: (Gyenge alak)

Legyen adott a y gorbének az r: [a, f] » R® egy kétszer folytonosan differencialhatd
paraméterezése, amelyre 7(t) # 0, hat € [a,B]. Tegyik fel, hogy a v:D c R® - R3
folytonos vektormezd a y-n.

Ekkor az fy v(r)dr vonalintegral 1étezik és az értéke
fy v(r)dr = ff v(r(t)) - 7(t)dt.



Megjegyzés:
* Nincs értelme gorbe képhalmazan vett integralrol beszélni. Sajnos eléfordulhat, hogy a
gorbének két kiilonbdzé paraméterezése esetén a vonalintegral kiilonbozé. Igy a fy v(r)dr

jelolés altalaban csak akkor korrekt, ha a feladatbol egyértelmiien kideriil, hogy a goérbe mely
paraméterezésérdl van szo.

Tétel: A vonalintegral tulajdonsagai

a) Av- fy v(r)dr leképezés linedris, azaz

f]/ (v1 (T) + vz (T))dr = fy 171 (T)dT + fy Uz (T))d'r
¢s
fy cv, (r)dr=c fy vy (r)dr.
b) A y- fy v(r)dr végesen additiv leképezés, azaz, ha y; és y, olyan diszjunkt gorbék,
hogy a y; végpontja megegyezik a y, kezdOpontjaval, akkor y = y,Uy,

fV1UV2 v(r)dr = fh v(r)dr + fl’z v(r)dr.

c) f_yv(r)dr = - fy v(r)dr, ahol —y jelenti a y gorbedarab
ellentétes iranyitasaval keletkez6 gorbedarabot.

Mintafeladat: Gravitacio
Hatarozzuk meg az u skalarmez6 gradiensének a y gérbe menti
integraljat, ahol:

1

u(r) =—
|7

¢és a y gorbe legyen két adott A és B térbeli pontokat 6sszekotd szakasz, amely A-bol B-be van
iranyitva, és nem halad at az origon.

Megoldas: Paraméterezziik a térbeli szakaszt.
Legyen a illetve b az A-ba és B-be mutato vektor. Ekkor:

r(t) = a+ (b —a)t, ahol t € [0,1]
Irjuk fel az u skalarmezd gradiensét.

L 1 _3
v(r) = grad u(r) = grad ((rz) 2) = —E(rz) 2-2r = —
Lokalizaljuk a kapott vektormezot az adott gdérbe mentén.
_ a+(b-a)t
v(r®) =————
((a+(b-a)t)?)2

Most hatdrozzuk meg a gérbe paraméterezésének az 1d6 szerinti derivaltjat.
rt)=b—a

Szamoljuk ki a skaléris szorzatot, amit késobb integralni kell.

— — —a)2
v(r()- 7(t) = _L‘l)ti. (b-a)=— a(b—a)+(b—-a)?t i
(a+(®-a)t)?)> (a?+2a(b-a)t+(b-a)?t?)z



Szamitsuk ki az integralt.

a(b—a)+(b—a)?t

[, v@dr = [[v@®) F)dt = [; - sdt =

(a2+2a(b—-a)t+(b—a)t?)z

(Elso pillantasra egy kicsit problémasnak tiinik, de ha alaposabban megnézziik, akkor

lathatjuk, hogy ez f—’3 tipusu alapintegral.)
(2

1
a2 42a(b-a)t+(b-a)?t?) "2 1 1
= |- S 00— (@) = = u) — u(a).

2

0



