4, Eloadas

Feliiletek, feliilet felszine

Definicio: Egy r: R? - R fiiggvényt kétparaméteres vektor-skalar fiiggvénynek nevezziik,
ha D c R? értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza dnmagaval vett direkt szorzatanak
részhalmaza, és a fiiggvény minden (u,v) € D -hez egy R3-beli vektort rendel. A D halmazt
paraméter tartomanynak nevezziik. Paraméterezett feliilet alatt egy r: D ¢ R? -» R3
kétparaméteres vektor-skalar fliggvényt értiink.

Megjegyzés: Ha a térben rogzitettiik egy {i, j, k} bazist, akkor az r(u, v) fiiggvény értéke az
minden (u,v) € D esetén az r(u,v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k alakban adhat6é meg.

Megjegyzés: A paraméterezett feliilet folytonos vagy differencialhaté, vagy folytonosan
differencialhaté, ha a leképezés rendelkezik a megfeleld tulajdonsaggal.

Mintafeladat: Vizsgaljuk az alabbi feliiletet:
r(u,v) = Rucosvi+ Rusinvj+uk,
ahol
u€[0,uy], velo02n], R,uy = 0.
Megoldas: A feliilet egy kupfeliilet, egy "fagyitolcsér", melynek csucsa az origéban van,
tengelye a z tengely, felfelé nyilik, u, magas és u, magassagban a kor atmérdje Ru, .

Megjegyzés: A felszinszamitasnal nem alkalmazhat6 a térfogat definicidjanal alkalmazott
beliilrél és kiviilrdl valo kozelités modszere. Gebeze Zoard (1873. — 1916.) mutatott példat
arra, hogy egy teljesen egyszerii egyenes korhengerbe is beirhatunk akarmilyen nagy felszinli
poliédereket.

Definicio: Legyen D ¢ R? Jordan-mérhet6 sikbeli részhalmaz, és r: D ¢ R? - R3 egy
folytonosan differencialhat6 fiiggvénnyel megadott paraméterezett F feliilet. Tegytik fel, hogy
az |r', x r',| figgvény integralhaté D ¢ RZ?-n. Ez esetben az F felszine létezik, és értéke

A(F) = [f, Ir'y x7'y|dD.

Megjegyzés: 1. Ha f: [a, b] — R folytonosan differencialhato fiiggvény. Ekkor a fiiggvény
[a, b]-hez tartozd rész grafikonjanak az x-tengely koriili megforgatasaval kapott F
forgasfeliilet paraméterezése a r(u,v) = ui + f(u) cosvj + f(u)sinvk, ahol u € ([a, b] és
v € [0, 2r] leképezés. Ekkor az igy paraméterezett feliiletnek a felszine megegyezik az ismert
felszinformulaval, azaz

AF) = [} FT+ ()2 dx.
2. Az inverz fliggvény tétel és az integral transzformalasi formuldi alapjan meg lehet mutatni,
hogy ha egy F c R3 korlatos zart halmaz paraméterezése injektiv és folytonosan
differencidlhato leképezés, akkor a felszin értéke fiiggetlen a paraméterezéstol,

Tétel: Legyen A c R? Jordan-mérhetd zart halmaz. Tegyiik fel, hogy f: A ¢ R? > R
folytonosan differencidlhato. Ekkor f grafikonjanak felszine

1, Jl T+ (FD)2+(F)? dA.




Bizonyitas:
r(x,y) = xi +yj+ f(x,y)k,

ahol x,y € A, az f: A c R? - R fiiggvény grafjanak egy folytonosan differencialhato
paraméterezése. Mivel

n(,y) =1i+0j+ fi(x, )k € mn(x,y)=0i+1j+ f,(x,y)k,
ezért

I x| = \/1 (DD

Mintafeladat: Szamitsa ki egy R sugaru gomb felszinét!
Megoldas: Irjuk fel az origo koriili R sugart gombfeliilet egy paraméterezését.
r(u,v) = Rsin(u) cos(v) i + Rsin(u )sin(u)j + Rcos(u) k,
ahol
u € [0,7] és v €[0,2m].
Szamoljuk ki az egyes parcialis derivaltakat.

Rcos(u)cos(v) —Rsin(u)sin(v)
ésr', = ( )

r'y = | Rcos(u)sin(v) Rsin(u)cos(v)
—Rsin(u) 0
Most pedig a keresztszorzatot.
i j k
'y xr', =det| Rcos(u)cos(v) Rcos(u)sin(v) —Rsin(u) |=
—Rsin(u)sin(v) Rsin(u)cos(v) 0

= R? (sin?(u) cos(v) i + sin?(u) sin(v)j + (sin(w) cos(u) cos?(v) + sin(u) cos(u) sin?(v))k) =
= R? (sin?(u) cos(v) i + sin?(u) sin(v) j + sin(u) cos(u) k).
Most szamitsuk ki ennek a vektornak a hosszat.
|r'y X r'y,| = \/R‘*(sinz(u) sin(v))? + (sin?(u) cos(u))? + (sin(u) cos(u))? =

= sz/sin4(u) sin?(v) + sin*(u) cos?(u) + sin?(u) cos?(u) =

= R?,/sin*(w) + sinZ(w) cos2(u) = R?\/sin%(u)(sin2(u) + cos?(w)) = R?y/sin%(u) =.
= R?|sin(u)| = R?%sin(w).
Most mar ki tudjuk szdmolni az integralt.

T2 T2T
2

T

f f R?|sin(w)|dvdu = sz f sin(u)dvdu = sz sin(u) duf 1dv =R?-2-2m = 4R’m.
0
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0

Feliileti integral

Megjegyzés: A tovabbiakban feliilet alatt mindig valamely kétparaméteres vektor-skalar
fiiggvénnyel paraméterezett feliiletet értilink.

Definicié: Az r: T ¢ R? - R3 paraméterezett F feliilet egyszerii feliiletdarab, ha
1.T ¢ R? zéart és Osszefiiggd,

2. r homeomorfizmus, azaz r: T ¢ R? — R3 olyan folytonos bijekcid T és r(T) kozott,
amelynek az inverze is folytonos.



Definicié: Az r: T ¢ R? - R3 fliggvénnyel paraméterezett egyszer(i F feliilet iranyitott,
regularis feliiletdarab, ha

1. 1étezik olyan, az F-et leird : T ¢ R? - R3, r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k
kétparaméteres vektor-skalar fliggvény, amely haromszor folytonosan differencialhato,

2. v’y xr',#0 a T c R?-en,

3. a feliilet minden pontjahoz egyértelmiien hozzarendelhetd a normalis egységvektora, a két
lehetséges iranya koziil ki van jeldlve az egyik minden pontban gy, hogy a normal
egységvektor, mint a hely fliggvénye az egész feliileten folytonos legyen.

Megjegyzések: 1. Regularis feliilet egy pontjan athalado Gsszes feliileti gorbe e pontbeli
érintdje egy kozos sikban, az adott ponton athalado ', x r', normalvektora sikban van, ami a
feltétel szerint nem nullvektor. Ez az adott pontban vett feliileti normalvektor.

2. Létezik nem iranyithato feliilet, erre nevezetes példa un. Mobius szalag. E feliilet egy
tetszéleges P pontjaban tetszélegesen kijelolve a normal egységvektor iranyat, feliileten
korbehaladva, a P pontba visszaérve az eredetivel ellenkezd irdnyu normal egységvektort
kapunk.

Megjegyzés: Tekintsiik az alabbi fizikai modellt:
Jeldlje v(r) egy aramlo folyadék sebességmezdjét, azaz a tér r helyvektorahoz hozzarendeljiik
hozzé a megfeleld folyadékrészecske v(r) sebességvektorat. Helyezziink a folyadék utjaba
egy F feliiletdarabot és vizsgaljuk, hogy azon egységnyi id6 alatt mennyi folyadékmennyiség
1ép at. Osszuk fel a feliiletdarabot ,,kellden finom” {F;} {i = 1, 2,..,n} kicsiny
feliiletdarabokra. Eletszeri feltenni, hogy a sebességmez6 folytonos. Rendeljiik hozza a F;
feliiletelem minden pontjahoz a feliiletelem adott r; pontjdhoz tartozo v(r;) sebességvektorat.
A v(r) folytonossaga miatt a feliiletelem tobbi pontjahoz tartozo sebességvektorok ettdl csak
kicsit fognak eltérni. A feliiletelemen dt 1d6 alatt 4thaladd folyadékrészecskék egy ferde
hasabnak tekinthetd testet fognak kitolteni. Lathatd, hogy ennek a ferde hasdbnak a térfogata
az alabbi skalarszorzat:

(v(ry) - my)dt,
ahol m; az r;-hez tartoz6é normalvektor. Ezen mennyiség el6jele a szerint valtozik, hogy a
folyadék a normalis irdnyaban, vagy a normalissal ellentétes iranyban 1€pi-e at az F; feliiletet.
fgy egész F feliileten dt id6 alatt ataramlott folyadékmennyiség elbjeles sszege kozelitSleg:

i=1(v(ry) - md,
azaz egyseégnyi 1d0 alatt az egész F feliileten ataramlott folyadékmennyiség eldjeles 0sszege
kozelitdleg

Yt v(m) -m.
A fenti mennyiség azt adja meg, hogy az F feliileten id6egység alatt mennyivel tobb folyadék
halad at a normalis irdnyaban, mint az ellenkezd irdnyban.

Megjegyzés: Tekintsiik az alabbi matematikai modellt:
Legyen adott F egy r = r(u, v), (u,v) € T c R? paraméterezéssel iranyitott regularis
feliiletdarab, €és az ezen értelmezett v(r) folytonos vektormezd. Vegylik az F feliilet egy
,kelléen finom” {F;} Jordan-mérheté feliiletekre valo felosztasat, azaz legyen

F=UYF.
Minden egyes F; feliiletdarab belsejében jeloljiink ki egy r; € F; pontot. Jelolje m; ezen feliilet
ri—beli egységvektorat és jelolje F, = A(F;) - m; az F-hez tartoz6 Gin. felszinvektort.
A felszinvektor hossza tehat az F; feliiletdarab felszine, iranya merdleges az F; feliiletdarabra,
igy 4llasa jellemzd a feliiletdarab allasara. Tekintsiik az v(r;) - F, skaléris szorzatot. Ezt minden
feliiletelemen végrehajtva kapjuk az F feliilet adott felosztasahoz tartoz6 dsszeget:

Z?:l v(ri) ' FL) .



Ha a felosztast minden hataron til finomitjuk, akkor a lim Y™, v(r,) - F; Gsszeg 1étezik és
n—-oo

véges.
Ez motivalja az alabbi definiciot:

Definici6: Legyen T c R? Jordan-mérhetd tartomany, F: = {r:r(u, v}, (u, v} € T}
iranyitott, regularis feliiletdarab, és v(r) ezen értelmezett folytonos vektormezd.
A v(r) vektormez6 F feliileten vett feliileti integraljat a kovetkezoképpen definidljuk:

JI. v@dF = [[. v(r(u,v))- 'y x1",)dT.
Ezt az értéket a v(r) vektormezoé F-re vonatkozé fluxusanak nevezziik.
Ha F zart regularis feliilet, akkor az F-re vonatkozo feliileti integralt a kovetkezéképpen
jeloljiik:
¢, v(r)dF .
Megjegvzés: A feliilet minden esetben a normalvektor allasaval iranyitott feliilet.

Megjegyzés: A feliileti integralt a feliilet paraméterezésével definidltuk, ezért latszolag fiigg a
feliilet paraméterezésétol. Megmutathato, hogy a definicidnak megfelel6 paraméterezésre
nézve a feliileti integral invarians.

Tétel: Az

F: ={rir(u,v)},(w,v} €T}
iranyitott regularis feliiletdarabon értelmezett v(r) folytonos vektormez6 feliileti integraljanak
értéke fliggetlen a paraméterezEstol, ez az értek a feliileti normalvektor iranyitasat megdrzo
paraméter transzformacioval szemben invarians.

Tétel: Vektormezo feliileti integralja rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
I. A v [[ v(r)dF leképezés linearis, azaz
[l 1) +va(r))dF = [f, vi() + [f, va (r)dF
J[. cv()dF = c [[, v(r)dF.

Il. Az F > [[, v(r)dF leképezés végesen additiv, azaz diszjunkt Fés F, azonos
normalvektor irdnyitast feliiletek esetén:

ffFlqu v(r)dF =ffF1 v(r)dF + ffFZ v(r)dF
I11. Jelolje —F az F feliileti normalvektor irdnyitasanak ellenkezdre valtoztatasaval keletkezd
iranyitott feliiletet. Ekkor

ffp v(r)dF = —ff_FU(r)dF.

Mintafeladat: Szamitsuk ki a kdvetkez6 v(r) vektormezOk adott F feliileten vett integraljat!
Vektormezé: v(r) = r, Feliilet: F = {(x,y,2):x% + y? + z? = 1,z > 0} A normalvektor lefelé
mutasson.
Megoldas: irjuk fel a vektormez6t Descartes koordinata-rendszerben.
v(r) =xi+yj+zk
Paraméterezziik a feliiletet (1 sugart fels6 félgomb, amelynek az alapkore az xy sikon van).
F={r:r =r(u,v) =sin(u) cos(v) i + sin(u) sin(v)j + cos(u)k,
ahol
(u,v) € [0, %] % [0,2 ]



Kiszamitjuk a feliilet paraméterezését leird vektor-skalar fliggvény parcialis derivaltjainak
keresztszorzatat.
r',(u, v) = cos(u) cos(v) i + cos(u) sin(v)j — sin(u)k
r',(u,v) = —sin(u) sin(v) i + sin(u) cos(v)j + 0k

—sin(u) sin(v) sin(u) cos(v) 0
= sin?(u) cos(v) i + sin?(w) sin(v) j + sin(u) cos(u) k.
Vizsgaljuk meg a feliileti normalvektor iranyitasat!
Mivel az u € [0, %], ezért a feliileti normalvektor felfelé mutat. A ,,jo” lefelé mutatd

normalvektor
n =1, v) X1, v) = —sin?() cos(v) i — sin?(u) sin(v) j — sin(u) cos(u) k
Lokalizéljuk a vektormezdt a feliileten.
v(r(u, v)) = sin(u) cos(v) i + sin(w) sin(v)j + cos(w)k
Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.
v(r(u,v)) - ', W) xr'ywv) =
= (sin(u) cos(v) i + sin(u) sin(v)j + cos(w)k) -
- (—sin?(u) cos(v) i — sin?(u) sin(v) j — sin(u) cos(u) k) =
= —sin3(w) cos?(v) — sin3(w) sin?(v) — sin(w) cos?(u) = —sin3(u) — sin(u) cos?(u) =
= —sin(u)

i j k
', (u,v) X r',(u,v) = det| cos(u)cos(v) cos(u)sin(v) —sin(u)) =

Szamitsuk ki az integralt.
JI; v(r)dF = fom J¢ —sin(w)dudv = — fom ldv [2sin(w) du = = —2m.

Megjegvzés: A v(r) vektormezo feliileti integraljahoz hasonldan értelmezni lehet az u(r)
skalar-vektor fiiggvény F feliiletre vonatkoz6 "felszin szerinti” vagy felszini integraljat.
Ehhez az integralfogalomhoz a kévetkezé modon juthatunk el:

Megjegvzés: Legyen T c R? adott Jordan-mérhet6 tartomany, F = [r:7 = r(p,q), (p,q) € T)
regularis feliiletdarab és u = u(r) ezen értelmezett folytonos skalar-vektor fliggvény.
Ekkor

ffp u(r)dF = ffT u(r(p,q)) ) |(TIP X T’q)| dr.

Integralatalakito tételek

Megjegvyzés: Jelolje v(r) = v (r)i + v, (r)j + v3(r)k egy dramlo folyadék sebességmezdjét.
Tegyiik fel, hogy a v(r) differencialhat6 vektor-vektor fliggvény. Ismeretes, hogy a v(r)
vektormez0 divergencijat a kovetkezoképp szamoljuk ki az r pontban:

. __0vy |, 0v, | Ovs
divv(r) = o T 3y t5,

fgy szemléletesen a divergencia kiszamolja az X tengely iranyu folyadék "valtozasat", az y és
a z tengely feldl jovo folyadék "valtozasat", majd ezeket a kiillonb6zd irdnyokbol jovo
"folyadékmennyiség-véltozasokat" dsszegezi. Igy a divergencia adott pontbeli értéke esetén
megkapjuk, hogy a pont inkabb "elnyeli" a vizet vagy inkabb "forrasként" miikodik. gy a
fenti vektormez6 esetén a divergencia minden ponthoz rendel egy szamot, ami megmutatja,
hogy ott mennyi tobblet-folyadék aramlik "kifelé", vagy mennyi "tlinik el" benne. Ha
tekintlink egy zart térrészt €s itt "0sszeadjuk" az egyes pontok divergenciajat, akkor
megkapjuk, hogy ebbdl a zart térrészbdl 6sszesen mennyi folyadék aramlik kifelé (vagy tiinik



el). Igy a zart térrészbél egységnyi id6 alatt kiaramlo folyadék mennyisége egyenld a zart
térrész hatarat alkoto feliileten egységnyi 1d6 alatt atiramlé folyadék mennyiségével.

Pontosan errél szol a Gauss-Osztrogradszkij-tétel.

Tétel: (Gauss-Osztrogradszkij -tétel). Legyen F olyan egyszerii zart feliilet, amely élekben
csatlakozo regularis feliiletdarabokbol all, kifelé iranyitott normalvektorral, az F feliilet altal
hatarolt V térrész Jordan-mérhetd, tovabba a v(r) vektor-vektor fiiggvény az FUV halmazon

folytonosan differencialhato.

Ekkor

JI; v()dF = [[f, divv(@)av.

Definici6: Legyen F regularis feliiletdarabokbdl 6sszetett, zart feliilet kifelé irdnyitott
normalvektorral, az F altal hatarolt V térrész Jordan-mérhetd és a v(r) vektor-vektor fiiggvény

1
folytonos F-en. Ekkor W

forraserésségének nevezziik.

¢h. v(r)dF hianyadost a v(r) vektormezé V-re vonatkozé dtlagos

Mintafeladat: Legyen v(r) = |r|r adott vektormezd, R >0 és F aV = {(x,y,2z):x? + y? +
z? < R} térrész altal hatarolt zart feliilet. Szamitsuk ki a v(r) vektormezd V-re vonatkoztatott
atlagos forraserdsségét!

Megoldas:Alkalmazni fogjuk a Gauss- Osztrogradszkij-tételt! Ehhez el6szor szamitsuk ki a
v(r) vektormezd divergenciajat.

divv(r) = div (x? + y? + zz)%xi + (x%2+y%+ zz)%yj + (x%2+y%+ zz)%zk) =
= %(x2 £V 22)I20 + (1P 4 YR 4 222 +%(x2 Fy2+22) 22y 4
PO+ y? 42202+ % O+ 32 +22) 3222 + (x? + y? + 22)2 =
(2 +y2 4 227262 + 52 4 20) + 302 +y? +22)7 =

1
4(x? + y* + 2%)2.
Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij tételt!

#I; v(r)dF = _va div v(r)dF =.g 4(x? + y? +zz)%dV

Szamitsuk ki a fenti integralt, ugy hogy attériink térbeli polarkoordinata-rendszerre.
Legyen

x = rsin(u) cos(v)

y = rsin(u) sin(v)

z =rcos(u),

ahol
(u,v) € [0,m] x [0,2m] és r € [0, R].
Végezziik el az integralast.
R m2m

1
ff 4(x% +y% +z%)2aV = f f f 4r - r? sin(u) dvdudr =
v 00 0

:fOR 4r3 dr - fon sin(u) du - fozn 1dv = R*-2- 21 = 4R*m.
fgy kapjuk a feladatban szereplé vektormez6nek a feliiletre vett atlagos forraserdsségét:
1 4R*
M#F U(T)dF = T?,:_[T = 3R.
3




Mintafeladat: Legyen v(r) = (x? + y? + z2)j adott vektormezd, és F = {(x,y,2):x*> + y? +
z2 =1,y >0} feliilet. Szamitsuk ki a v(r) vektormezd F-re vonatkozé feliileti integraljat!
Megoldas: Mivel a feladatban 1évo feliilet — az xz sikon fekvo 1 sugaru félgombfeliilet - nem
zart, ezért tegylk zarttd, azaz az F feliilethez vegyiik hozzé az xz sikban 1év6 origd
kozéppontu F;-gyel jelolt korlemezt. Alkalmazzuk az F U F zart feliiletre a Gauss-
Osztrogradszkij tételt! Az igy kiszadmitott feliileti integral értékébdl ki kell vonni az F;
feliileten vett feliileti integralt.

.Ig v(r)dF :-ﬁvu Flv(r)dF—l‘lf v(r)dF

Szamitsuk ki a ¢f, 3 v(r)dF feliileti integral értékét!

.. g, V()dF = JIf, divv(r)dv, ahol
V az F U Fq altal kozrezart korlatos tartomany.
Szamitsuk ki a v(r) vektormez6 divergencidjat!
divv(r) = div (x? + y? + z2)j = 2y.
Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a v(r) vektormezore és az F U F, feliiletre!
.. p, V()dF = JIf, divv(@)dF = [ff, 2ydV.

A harmas integral kiszamitasahoz térjiink at a térbeli polarkoordinata-rendszerre.
Legyen

x = rsin(u) cos(v)

y = rsin(u) sin(v)

z = rcos(u),

ahol
(u,v) € [0,m] X [0,7] és T € [0, 1].

A térbeli polarkoordinata-rendszerben ez pontosan az xz sikon fekvé 1 sugart félgomb felsé
része. Végezziik el az integralast.

J.VU 2ydv = IIIZTSin(u) sin(v) - r? sin(w) dvdudr =

471 : T
:fol 2r3dr - ["sin?(w) du - [ sin(v) dv = [2 %]0 : E _ Slnizu)]o [~ cos(w)]F = %%2 = g

Szamitsuk ki a [f ¢, v(r)dF feliileti integral értéket!
Paraméterezziik a feliiletet (1 sugart origd kozéppontu korlemez, amelynek az alapkore az xz
sikon van).

F, = {r:r =r(u,v) = ucos(v)i + 0j + usin(v)k, ahol (u,v) € [0,1] x [0, 27].
Szamitsuk ki az F,; feliilet paraméterezését leird vektor-skalar fliggvény parcialis
derivaltjainak keresztszorzatat.

'y (u,v) = cos(v)i + 0j + sin(v)k

r',(u,v) = —usin(v)i + 0j + ucos(v)k
i j k
r,(uv) xXr',(w,v) =det| cos(v) 0 sin(v) |=
—usin(v) 0 wucos(v)
= 0i —uj + Ok.
Vizsgaljuk meg a feliileti normalvektor irdnyitasat!
Mivel az u € [0, 1], ezért a feliileti normalvektor az F, U F feliiletbdl kifelé mutat. Igy a feliileti
normalvektor iranyitasa jo. Lokalizaljuk a vektormez6t az F; feliileten.
v(r(u,v)) = 0i + u?j + Ok



Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.
v(r(u, v)) : (r’u(u, v) xr',(uv)) =
= (0i + u?j + 0k)(0i — uj + 0k) = —u3.

Szamitsuk ki az integralt.
12m

ﬂ v(r)dF =0fof v(r@wv)) - (' (wv) xr',(w v))dudv = Ofl—u%lu IT 1dv = —%-271 = —g_

Szamitsuk ki a [f, v(r)dF feliileti integral értékét!

ﬂ v(r)dF = ﬁiu Flv(r)dF - Fflf v(r)dF = g - (_ g) —

Tétel: Legyen v(r) az r, pont egy kdrnyezetében folytonosan differencialhato, {F,}, (n =

1,2, ...}) regularis feliiletdarabokbol Gsszetett, zart feliiletek sorozat, melyre az F, altal hatarolt
1, térrész Jordan mérhetd. Tegyiik fel, hogy az E, {n = 1,2, ...} halmazsorozat tart r, ponthoz,
azaz F, atmér6je nullahoz tart, ha n tart végtelenhez és ry € V,-nek

Ekkor a v(r) vektor-vektor fiiggvény a V,-re vonatkozo atlagos forraserésségeinek sorozata
konvergens ¢és

1 L
él_)rrgom@lp v(r)dE, = div v(ry).

Stokes-tétel

Tétel: Tegyiik fel, hogy F olyan élekben csatlakozo regularis feliiletdarabokbol allo egyszerti,
iranyitott feliiletdarab, melyet egyetlen, regularis gorbékbdl alld egyszerli zart y gorbe hatarol.
F feliilet normalvektorat irdnyitsuk Gigy, hogy annak iranyabdl nézve a y pozitiv koriiljarast
legyen. Tegyiik fel, hogy a v(r) vektormezd folytonosan differencidlhaté az FUy-n.

Ekkor

gﬁy v(r)dr = [f, rotv(r)dF.

-

n

s
Abra: Stokes-tétel

Megjegyzés: A Stokes-tétel baloldalan v(r) vektormez6 y (zart) gérbére vonatkozo
vonalintegralja (cirkulacioja) all. Ha v(r) példaul egy eréteret leird vektor-vektor fiiggvény,
akkor a cirkulaci6 megadja a y gérbén végzett munkéat. Ha a vonalintegralt elosztjuk y altal
hatérolt feliiletdarab felszinével, akkor megkapjuk azt az dtlagos munkat, amelyet a
probarészecskének adott allasu és egységnyi felszini feliiletdarab hatarolo gorbéjén valo
korbe mozgatasa soran végezni kell. Ez a rotacio fizikai tartalma.



Tétel: Legyen v(r) az ry pont egy kornyezetében folytonosan differencialhato, F az r, ponton
athalado6 reguléris feliiletdarab. Legyen az F feliilet r,-beli normélvektora n és tegyiik fel,
hogy a {y,,} {n = 1, 2, ...} gorbék az F feliilet r,-beli normalvektoranak iranyabol nézve
pozitiv koriiljarasu, zart regularis feliileti gérbék végtelen sorozata, melyre F-nek y,, altal
hatarolt F, darabja az r,, pontot tartalmazza. Tegyiik fel tovabba, hogy a y,, végtelen zart
gorbesorozat az r, pontra zsugorodik. E feltevések mellett

LT
Bizonyitas: A Stokes-tétel és a kettds integralokra vonatkozo kozépértéktétel alkalmazasaval
gondolhato meg.

fﬁyn v(r)dr = rotv(ry) - n.

Megjegyzés: Alkalmazzuk a Stokes-tételt a v(r) = v, (r)i + v,(r)j + 0 k sikbeli vektormezore
¢s az xy sikban fekvo regularis gorbékbol Osszetett, zart pozitiv irdnyitasu y gorbére €s az xy
siknak azon T mérhetd tartomanyara, melyet a y hatarol. Tegyiik fel, hogy a v(r) vektormezd
a TU y halmazon folytonosan differencialhato vektormezd.

Ekkor
i j ok
—det| 2 2 2| ogiqoj4 (22
rotv(r) = det| -~ 3y 92 —Ol+0]+(ax ay)k.
vy Uy 0

Mivel a T sikfeliilet normalvektora k, ezért
6172 6171

g, verydr = [, GE=Sar.

Ezt nevezik sikbeli Stokes-tételnek vagy Green-tételnek.

Megjegyzés: A Green-tételnek szdmos alkalmazasa van. Alkalmazhat6 zart gérbék altal
hatarolt tartomany teriiletének kiszamitasara. Legyen ugyanis v(r) = —yi + xj és y zart,
regularis sikgorbe, valamint T a y altal hatarolt Jordan-mérhetd tartomany.

Ekkor

AT = 5§, v(r)dr.

Mintafeladat: Legyenek a > 0¢és b > 0 adott szamok. Szamitsuk ki a
r(t) = acos(t) i + bsin(t)j, t € [0,2r], gérbe altal hatarolt
korlatos tartomany tertiletét.

Megoldas: Legyen v(r) = —yi + xj és alkalmazzuk a Green-tételt.
Az a és b féltengelyt ellipszis T teriiletére kapjuk:

1
AT) = = jg v(r)dr
2 Jy
Szamitsuk ki a vonalintegralt.

7(t) = —asin(t) i + bcos(t)j €és v(r(t)) = —bsin(t)i + acos(t) j
%Sﬁy v(r)dr = %foznv(r(t)) F(t)dt = %fozn ab dt = %Zabn = abm.

Mintafeladat: Szemléltessiik a Stokes-tételt, ahol
v(r) = x%i + y?j + xyzk

¢s a y gorbének egy paraméterezése

r(t) = cos(t) i + sin(t)j + 1k, t € [0,27]}.



Megoldas:Szamitsuk ki a v(r) vektormezdnek a y gorbén vett vonalintegraljat! Lokalizaljuk a
kapott vektormezot az adott gorbe mentén.
v(r(t)) = cos?(t) i + sin?(t)j + sin(t) cos(t) k
Most hatarozzuk meg a gorbe paraméterezésének az id6 szerinti derivaltjat.
7(t) = —sin(t)i + cos(t)j + 0k
Szamoljuk ki a skalaris szorzatot, amit késdbb integralni kell.
v(r(t)) - 7(t) = (cos?(t) i + sin?(t)j + sin(t) cos(t) k)(—sin(t)i + cos(t)j + 0k) =
= —sin (t) cos?(t) + cos (t)sin?(t).
Szamitsuk ki az integralt.

fy v(r)dr = foznv(r(t)) -r(t)dt = fozn(—sin (t) cos?(t) + cos(t)sin?(t)) dt =

= az integrandusok f'- f?2 tipusaak =

cos(t)]%™ sin(£)]12™

==, + 57, =0
Alkalmasan valasztott fellilet esetén szamitsuk ki a v(r) vektormezo ezen feliileten vett
feliileti integraljat!
Tekintsiik a z = 1 sikban fekvd 1 sugart korlemezt. Ez eleget tesz a Stokes-tétel feltételeinek)

F: = {r:r(u,v} = ucos(v)i + vsin (v)j + 1k, (u,v) € [0,1] X [0, 2]}

Szamitsuk ki a feliilet paraméterezését leird vektor-skalar fiiggvény parcialis derivaltjainak
vektorialis szorzatat!

', (u,v) = cos(v) i + sin(v)j + 0k
’ r',(u,v) = —usin(v) i + ucos(v)j + 0k
Igy
i j k
ry(u,v) X r',(u,v) = det| cos(u) sin(fv) 0 |=
—usin(v) ucos(v) 0
= 0i + 0j + (u cos?(u) + usin? (w) )k = 0i + 0j + uk.

Vizsgaljuk meg a feliileti normalvektor irdnyitasat!
Mivel az u € [0, 1], ezért a feliileti normalvektor felfelé mutat, igy az iranyitasa megfeleld,
azaz iranyabol nézve a y pozitiv irdnyitasu.

crer

i k
a o 0
rotv(r) = det| 5~ %y 9z | = Xzi—yzj+ Ok.
x? y? xyz

Lokalizaljuk a rot v(r) vektormezdt a feliileten.
rot v(r(u, v)) =ucos (v)i —usin (v)j + 0k
Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.
v(r(u, v)) . (r’u(u, v)xr',(uv)) =
= (ucos(v)i—usin (v)j +0k)(0i + 0j +uk) =0
Szamitsuk ki az integralt.

[fp v@)dF = [} [T o(r@v) - (" ) X'y v))udvdu = [ " 0dvdu = 0.



