1. Fuggvénysorozatok

1.1. Konvergencia, hatarfiiggvény

Flggvénysorozat:

fo(z), fi(z), ..., fulz), ..., fo R — R, neN
Jelolése: (f,) vagy (fn)
Ertelmezési tartoménya: D = ﬂ Dy,

@ H C D konvergenciatartomdny:

V xo€ Hra 3 lim f,(x)

n—~o0

(Pontonkénti konvergencia.)

D) | (f,) hatdrfigguénye: f

neDj=Hé  f(a)=lim fu(m)
A an

Azaz Vo € H-ra tetszbleges € > 0-hoz 3 N(e, xy) :

(lan — Al =) |falwo) — f(wo)| <&, han > Nf(e, zo)

N (e, x) neve: kiiszobindex, kiiszobszam.

Néhany példa:

1
PL) fu@)=a*+~ D=R H=R; f(x) = a2
n
n D =R, H=R, =0
BL) fule) = —— ()
¢+ n | 1
n = = D =R; H=R, = -
@) 1) WMH( %H) fo)= 3

@ fo(z) = 2™ D =TR; H=(-1,1]




~J 0, halz|[<1
f(x>_{1, haz =1
Az egyes fiiggvények folytonosak, de a hatarfiiggvény nem.

F)=1=lm f,(1) = lim lm_fu(z)# lim

n—oo r—1-0

o i Frl) = I F) =0

Azt is latjuk, hogy a limesz jelek sorrendje itt nem valtoztathaté meg (nem felcserélhet6ek).

1
folz) =2+ — Csak x > 0-ra vizsgaljuk.
xn

Di=(0,00)  f(x)= lim fu(x) :{ , P H=[1,00)

n—oo

A hatarfliggvény most sem folytonos, bar az f,, fliggvények folytonosak voltak. Tehat nem
oroklodott ez a tulajdonsdg a hatarfliggvényre, vagyis a pontonkénti konvergencia nem ele-
gendé ehhez. (Létni fogjuk, hogy az egyenletes konvergencia esetén mér 6rklédik a folyto-
nossag a hatarfiiggvényre, igy ez a fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens.)

M= () pomion =% o7

Y

A hatarfliggvény most sem folytonos.

n—1 "t —1
, hax#1
(PL) fue) =140ttt =Y b= a1 ’
k=0 n, haz =1
1
D=R; H=(-1,1) f(:v):1 , haz e (—1,1)
-
nw, ha z € [0,1/n)
fol®) =< —n’z+2n, haxell/n2/n)
0, ha z > 2/n
) f(z) =0, mert
n fn(0)=0—40
| o0
n 2 ) 2
i falw) r>0: fulr)=0, ha — <z, vagyisn > —
n x
| . 1
j Példaul = = E—nél fn(z) =0, ha n > 20.




Erdekesség:
1 1

1
1 2
lim [ fu(2)dr = lim (é—n) =liml=1 # /lim fn(z)dmzflim 0dz =0
0

n—oo n—oo n n—oo n—oo
Késébbiekben latni fogjuk, hogy a konvergencia nem lehetett egyenletes a [0, 1] intervallumon

(lasd: elégséges feltétel a limesz és az integrél felcserélhetéségére). (||f, — fll=n - 0)

1.2. Egyenletes konvergencia (f, = f)

©

fo=f H; C H-n (H; altaldban intervallum), ha Ve > 0-hoz I N(e) (fiiggetlen z-t6l) :

[folz) = fx)l<e,  han>N(), zeH

Vagyis az adott H; halmazon megadhatd egy kozos (univerzalis) kiiszobindex. Ez tobb a
pontonkénti konvergencianal, hiszen az egyes pontokban lehet mas és mas a kiiszobszam, nem
biztos, hogy olyan kiiszobszam is taldlhatd, amely a H; halmaz minden pontjaban alkalmas.

Tehat az abran bejelolt 2e savbol f,, nem 1ép ki,
ha n > N(e).
Ugyanis a fenti értelmében, ha n > N(¢) :

f@)—e < fu(z) < f(x)+e, YaeH | H

@ 223 n?
M=y

Mutassuk meg, hogy a fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a (2,5) in-

tervallumon!
Megoldas:

. ) 223
f(z) = lim f,(z) = lim —F =2
n
223 n? 22°n? — 22°n? — 102 — 10z
n - = — 2| = = || =

[ fu(z) = f()] x?n? + 5 v x?n? + 5 x?n? + 5’




10z < 20 - 20 - ha n > 50
22n? 4+ 5 425 4n2 + 5 n? ’ V e
20

Igy az intervallumon kézos (2 -tél fiiggetlen) kiiszobindex példaul: N(g) = 4/ —

€

fo(z) =2"
a.) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat (0, c]-ben, ha 0 <c¢ <17

b.) Egyenletesen konvergens-e a fiiggvénysorozat (0, 1)-ben?

Megoldas:
Legyen 0 <e < 1!
a.) |fulz) — f(x)|=]2" — 0| =2" < " < ¢,
mert 0 < x < c¢ < 1. Innen
1
n > 111_€:N(€) (Inc < 0 volt)
nc
Tehat a konvergencia egyenletes a (0, ¢]-ben, hiszen taldltunk kozos (x-tél fiiggetlen)
kiiszobindexet.

b.) Vizsgaljuk most az egyenletes konvergenciat a (0, 1)-ben:

Ine
o — =lz" — 0l=2" < ¢ h > — .
fult) — f@)l=la" = 0l =a" <& ha  n> o
Mivel lim ln_g = 400,
a—1-0 Inx

azért az 1-hez kozeledve egyre nagyobb kiiszobindex lehetséges csak, és egyetlen kiiszobindex
sem j6 minden z-ben, tehat a konvergencia nem egyenletes a (0, 1) intervallumon.

Tehét bar minden (0, ¢] C (0,1)-ben a konvergencia egyenletes, mégsem egyenletes a konver-
gencia a (0,1) intervallumon!

@ Ha f, = f = f.,— f pontonként z € H;-re

Hy

Ugyanis N (¢) megfelel ¥ z-re.




fo(z) =™ +
a) f(x) = lim f,(z) =7

b) | fa=fIll=7 —ha ze€Dy
Egyenletes-e a konvergencia a konvergenciatartomanyon?

zt +n? + 3

Megoldés:
) fla)=lim (o ¢ ) =", VeeR=D
a.) f(r) = lim (e pra e Al x = Dy
2 2 2
b. n— = 5z N ¥ f —

J =1 iléﬂge +x4+n2+3 ¢ 22§x4+n2+3 n? + 3
lim || f, — f ||= lim =0 = egyenletes a konvergencia
n—oo n—oo n2 + 3

1
folz) =2 + —, x>0
xn

a) f(x) = lim fofa) ="

b.) Egyenletes-e a konvergencia a I; = (1,00) intervallumon?

c.) Egyenletes-e a konvergencia a Iy = (2,00) intervallumon?

Megoldas:




1.4. [a,b]-n egyenletesen konvergens fliggvénysorozatok tulajdonsagai

(a hatarfiiggvény folytonossiga, differencidlhatésiga és integralhatésiga)

@ Ha az f,, fiiggvények folytonosak zg-banés f, = f K, ,-ben, akkoraz f = lim f,

hatarfiiggvény is folytonos xy-ban.

QD A tétel jelentése:

lim f(x> = lim lillln fn(x> = lim lim fn(x) = nh—>r20 fn(%) = f(xO)

T—TQ r—Tog N—00 n—oo r—xo

N
Igaz-e?  |f(x) — f(zo)| < e, ha |z —xo| < d(e)
Tudjuk: f, = f Ky ,-ben = | f,— f||— 0 itt. Vagyis
€ €
»— fll< =, han> N (—)
| fo=f 3 an 03
Tekintsiink egy ilyen f,, figgvényt (n > Ny), ez folytonos zg-ban. Ezért

| fal) = fulo)] <§, ha |z — x| < 61 (g) <r

[f (@) = flzo)| = [f(2) = fulz) + fu(x) = falzo) + fulzo) — f(z0)| <




< |f(@) = fu(@)| + [fal2) = falzo)] + | fulzo) — f(20)] <
< sup [f(x) = fu(@)| + | fu(2) = fulzo)| + sup |fu(z) — f(2)] =

z€a,b] z€la,b]

| f = full Hal@) = Falao)[+ I f = fa IS S+5+5 == ha [z =0l < 8() =61 (5)

A tétel dltalanosithaté intervallumra is:

M| (f,cC? é fo=f In) = feb

Belso pontra a fenti T; tétel bizonyitasa jo. Zart intervallum esetén a végpontokban csak
féloldali folytonossag kell, ekkor a fenti bizonyitasban x > z¢y = a vagy x < xg = b feltételt is
figyelembe kell venniink.

Kovetkezmény:
Ha az f, fliggvények folytonosak az I intervallumon, de az f hatarfiiggvény nem folytonos

ugyanitt, akkor a konvergencia nem egyenletes.
(X}

Elégséges feltétel az integraljel és a limesz felcserélhetOségére:

@ Ha f, € C’[%’b] és

b b b

(fo= fvagyis fu 1) = Tim [ fu(e)de = / Tim f,(x) do = / f(z)da
[&, b} - a a a

o, A




Feltettiik, hogy a < b.

b

T, miatt [ € C’ab] = f€ Ry, tehitd /f(:c) dx

a

b

Megmutatjuk, hogy a a, = / fn(z) dz numerikus sorozat konvergens és hatarértéke:

:/f(x)dx (vagyis |a, — A| <e, n> N(e)).
b

/bfn(:c)dx—/ / ) dz </]fn x)|de <

b
S/smﬂﬂ@ﬁ—ﬂﬂme/Hh—fHdw#Hhaﬂﬁ@—®<& mﬂ>AW}fa)

z€[a,b]

a

Ui.:|| f, — f || kiemelhetd az integralbdl, mert fiiggetlen x-tél.

3

Tovabba || fn — 2

=< a0 NE) =V (50 ) mi |4 £ o,

Kovetkezmény:
Ha az [a,b] intervallumon vett integrdlok nem konvergalnak a hatarfliggvény integréljahoz,
akkor a konvergencia nem egyenletes az [a,b] intervallumon.

Elégséges feltétel a derivaldas operatora és a limesz felcserélésére:

Ty |Ha f, € Cly ¢ [a.bn
Sy (egyenl. konv.)

n

_ —>  f differencidlhaté [a,b]-nés f' =g
fn— f (pontonkénti konv. )

T, miatt g € C[%,b]




