A negyedik allitas igaz, mert szintén a fenti médszerrel

1 n 1 n2 %
lim (1+2) = lim ((1+2> ) =’ =1
n—00 n n—r00 n

Tehat az els6, masodik és negyedik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

X Rogzitett m € N szdm esetén, amennyiben egy (a,)nen sorozatot
ugy adunk meg, hogy az els6 m tagjat megadjuk, és az altalanos
tagot pedig olyan képlettel irjuk fel, melyben szerepel az 6t megel6-
z6 m sorozattag, akkor az (a,),eny numerikus sorozatot rekurzivnak
nevezziik.

[J Van olyan rekurziv numerikus sorozat, melynek két hatarértéke is
van.

X Van olyan rekurziv numerikus sorozat, mely oo-hez tart.

X A szdmtani és mértani sorozatok rekurzivak.

Megoldas:
Az els¢ allitas igaz, hiszen a rekurziv sorozatok definiciéja.

A masodik allitas a hatarérték unicitdsa miatt hamis.

A harmadik &llitas igaz, mert pl. az a; = 1 els6 elemmel, valamint
q = 5 kvécienssel megadott geometriai sorozat rekurziv és oo-hez tart.
hogy a negyedik allitds is igaz. Tehat az els6, harmadik és negyedik
allitas igaz, a masodik hamis.

2.4. Konvergencia topologikus és metrikus terekben*

3. Fiiggvényhatarértékek, folytonossag

3.1. Fiiggvényhatarérték definiciok. Hatarértékszamitasi
technikak

E lecke befejezése utan a hallgato:

e ismeri a fliggvényhatarérték definiciokat és feladatokban is alkal-
mazni tudja 6ket,

e ismeri a fliggvényhatarérték kornyezetes megfogalmazasat is,
e jobb- és bal oldali hatarértéket tud szamolni,

e ismeri a fiiggvényhatarérték és a sorozat hatarértéke kozotti kap-
csolatot (azaz az atviteli elvet) és haszndlni tudja példaul olyan
figgvények esetében, melyeknek adott pontban nincs hatarértéke,
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e tudja hasznalni a rendor-elvet fiiggvényhatarértékek kiszamitasanal
is,

o fiiggvényhatarértéket szamit miiveleti tételekkel és kiillonboz6 egyéb
technikakkal.

3.1.1. A végesben tekintett véges hatarérték fogalma

[J A végesben tekintett véges hatarérték

Definicié: A végesben tekintett véges hatarérték

Legyen o € R. Tegyiik fel, hogy az f figgvény értelmezett az xo va- {Fde:vegesben.v.veges.hat}
lamely k(z¢) kornyezetében, kivéve esetleg az xy pontot. Ekkor az f

figgvény xo-ban vett hatarértéke (limesze) L (vagy f(z) tart L-hez,

ha x tart xyp-hoz), ha barmely € > 0 szamhoz létezik olyan § > 0 szém,

hogy minden z € Dy esetén

O<|z—mo| <d=|f(zx)—L| <e.
Jelolése:

lim f(x) =L vagy f(z)— L, ha x— x.

T—T0

Ide jon a HAT-03-01.png abra

& A végesben tekintett véges hatarérték kiszamitasa definicioval

Mintafeladat: Fiiggvény hatarértékének kiszamitasa definiciéval
Legyen {Fmi:vegesben.veges.kisz}
2 haz € R\ {2}
fz) = _
2, ha z = 2.

« sz

lim f(x)

r—2

értékét.

Megoldas:

Egyelére a hatarérték definicidja nélkiil szamitsuk ki lim, 5 f(x) értékét.

lim f(z) = 2% =8,

r—2

Figgvényhatarértékek szamitasakor, akarcsak sorozatok hatarértékénél
is, elsé teendénk a behelyettesités (jelen esetben x helyére 2-t frunk). Itt
azonnal eredményhez is jutottunk.

sz
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hogy ennyi a limesz, igy tetszolegesen rogzitett € > 0 szamhoz keressiink
olyan ¢ > 0 szamot, melyre igaz, hogy minden x € D; esetén

O<|z—2/<d=|"-8|<c¢g,

azaz becsiljik meg az f(x) és 8 eltérését.

2 —8|<e e |v—2|-|v*+2x+4]| <e.

Tegyiik fel, hogy x mar benne van az xq = 2 hely 1 sugart szimmetrikus
kornyezetében, azaz

—-l<z-2<1l&1l<z<i
Ezt felhaszndlva, kapjuk, hogy 7 < 22 + 2z + 4 < 19, tehat

2% + 27 + 4| < 19.

£

Ha z-et tgy vélasztjuk, hogy |z — 2| < 1 mellett még |z — 2| < 35 is
teljestiljon és x # 2, akkor amennyiben

0= min{l, E},
19

teljestl a kért egyenlotlenség:
3

|2° — 8] < 19|z — 2| < 19 — =
19

E.

Tehat tetszolegesen rogzitett ¢ > 0 szamhoz egy keresett 6 nem més,

mint
0 = min {17 E} :
19

Ide jon a HAT-03-02.png abra

& A végesben tekintett véges hatarérték kornyezetes interpetacidja

Megjegyzés: Fiiggvény hatarértéke kornyezetekkel

Amennyiben zo € R és f értelmezett az zy valamely k(zo) kornyezeté- (Fpe:vegesben.v.veges.korny)
ben, kivéve esetleg az xy pontot, az f fliggvény xo-ban vett hatarértéke

(limesze) L € R, ha az L barmely ¢ > 0 sugari szimmetrikus k.(L)

kornyezetéhez létezik zg-nak olyan § > 0 sugard szimmetrikus kgs(zg)

kornyezete, hogy minden x € Dy esetén

x € ks(xo) \ {zo} = f(x) € ko(L).

A figgvényhatarérték megfogalmazhaté ugyanigy kornyezetekkel akkor
is, ha x¢ vagy L nem végesek. Tulajdonképpen ez a kornyezetes megfo-
galmazds segit definidlni a tobbi hatarértéktipust (a végtelenben tekintett
véges hatarértéket, a végesben tekintett végtelen hatarértéket, valamint
a végtelenben tekintett végtelen hatarértéket is), csak eldbb sziikséges de-
finidlnunk a oo és (—oo) koérnyezeteit. Ezek természetesen nem lesznek
szimmetrikus kornyezetek.

123



3.1.2. Ha x( vagy L végtelen
[ oo és (—o0) kirnyezetei

Definicié: oo kornyezete
Rogzitett A > 0 szdm esetén a (A, co) intervallumot oo kdrnyezetének {Fde:vegtelen.korny}

nevezzik. Jelolése:
ka(oo) = (A, 00).

Definicié: (—oo) kornyezete
Rogzitett B < 0 szdm esetén a (—oo, B) intervallumot pedig a (—00) {Fde:minusz.vegtelen.korny}
kornyezetének nevezziik. Jel6lése:

kp(—o00) = (—o0, B).

B végesben tekintett végtelen hatarérték fogalma

Definicié: Végesben tekintett oo hatarérték

Ha o € R és f értelmezett az xo valamely k(zo) kornyezetében, kivéve (Fge:vegesben.v.vegt.h}
esetleg az xy pontot, akkor az f fiiggvény x¢-ban vett hatarértéke (li-

mesze) oo, ha barmely P > 0 szamhoz létezik zo-nak olyan § > 0 sugart

szimmetrikus ks(zo) kornyezete, hogy minden = € Dy esetén

x € ks(xo)} \ {xo} = f(x) > P.

Jelolés:
A, /(@) = oo.
Definicio: Végesben tekintett (—oo) hatarérték
Az f figgvény zo-ban vett hatarértéke (limesze) (—oo), ha barmely (Fge:vegesben.v.m.vegt.h}
() < 0 szamhoz létezik zg-nak olyan 0 > 0 sugaru szimmetrikus ks(zo)
kérnyezete, hogy minden o € Dy esetén

x € ks(xo)} \ {z0} = fx) < Q.

Jelolés:

Jim f(r) = —oc.

[ A végtelenben tekintett véges hatarérték fogalma

Definicié: oo-ben tekintett véges hatarérték
Legyen A > 0. Ha f értelmezett az (A, c0) intervallumon (ami co-nek (Fge:vegtben.v.veges.h}
egy kornyezete), akkor az f fiiggvény co-ben vett hatarértéke az L € R
szam, ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan P > 0 szam, hogy minden
x € Dy esetén
z € (P,oo) = f(x) € ko(L).
Jelolés:

lim f(z)= L.

T—00
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Definici6: (—oo)-ben tekintett véges hatarérték

Legyen B < 0. Ha f értelmezett a (—oco, B) intervallumon (ami (—00)- {Fde:m.vegtben.v.veges.h}
nek egy kornyezete), akkor az f fliggvény (—oo)-ben vett hatarértéke

az L € R szam, ha barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan P < 0 szam,

hogy minden z € Dy esetén

x € (—o0,P) = f(z) € k.(L).

Jelolés:
A f@) =L
Példa:
Tekintsiik az f : R\ {3} = R,  f(x) = %5 fiiggvény grafikus képét.
Ide jon a ABR-03-03.png abra
Az abrabdl is lehet latni, hogy

nem létezik .

1
lim =0, lim =0 ¢és lim
z—=—oco g — 3 z—oo r — 3 =3 r —

Amennyiben viszont csak jobbrol vagy balrél tartanank z-szel 3-hoz, mar
mas lenne a helyzet. Ez aldtamasztja az egyoldali hatarérték fogalmanak
sziikségességét is.

& Egy végtelenben tekintett véges hatarérték feladat

Mintafeladat: - hatarértéke (a > 0), ha z — oo

Definicié segitségével lassuk be, hogy minden a > 0 esetén {Fmi:1.per.x.ad.a}
1
lim — = 0.
T—00 @
Megoldas:

R

tetszoleges € > 0 esetén létezik olyan P > 0 szam, hogy minden x € Dy
esetén

1
x> P=— ¢€k(0).
ma

1
— € k(0) &

1
—0‘<5<:>
X x

= <eE<=

‘x|a

1\«
<:>]x\><) :
S

1
a

amibdl azonnal kévetkezik, hogy a P = (%) "> 0 j6 valasztas.
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A végtelenben tekintett végtelen hatarérték fogalma

Definicié: co-ben tekintett co hatarérték

Legyen A > 0. Ha [ értelmezett az (A, oo) intervallumon, akkor az f {Fde:vegtben.v.vegt.h}
fiiggvény oo-ben vett hatarértéke oo, ha barmely ) > 0 szamhoz 1étezik

olyan P > 0 szdm, hogy minden z € Dy esetén

x>P= f(z) > Q.

Jelolés:
A f(@) = co.
Definicié: co-ben tekintett (—oo) hatarérték
Legyen A > 0. Ha f értelmezett az (A, oo) intervallumon, akkor az f (Fge:vegtben.v.m.vegt.h}
fiiggvény oo-ben vett hatarértéke (—oo), ha barmely @ < 0 szamhoz
létezik olyan P > 0 szdm, hogy minden x € Dy esetén

x>P= f(z) <Q.

Jelolés:
Jig, J(@) = —oo.
Definici6é: (—oo)-ben tekintett oo hatarérték
Legyen B < 0. Ha f értelmezett a (—oo, B) intervallumon, akkor az f {rde:m.vegtben.v.vegt.h}
fiiggvény (—oo)-ben vett hatarértéke oo, ha barmely @ > 0 szamhoz
létezik olyan P < 0 szdm, hogy minden x € Dy esetén

r< P= f(z) >Q.

Jelolés:
Jim,fla) =
Definicié: (—oo)-ben tekintett (—oo) hatarérték
Legyen B < 0. Ha f értelmezett a (—oo, B) intervallumon, akkor az f {Fde:m.vegtben.v.m.vegt.h}
figgvény (—oo)-ben vett hatarértéke (—oco), ha barmely @ < 0 szamhoz
létezik olyan P < 0 szam, hogy minden x € Dy esetén

r<P= f(z) <Q.
Jelolés:

lim f(z)= —o0.

T—r—00

3.1.3. A jobb- és bal oldali hatarérték fogalma
[ Az egyoldali véges hatarérték fogalma

Definicié: Jobb oldali véges hatarérték

Ha f értelmezett az zo € R valamely jobb oldali kérnyezetében, kivéve {Fde:j.o0.veges.h}
esetleg az xy pontot, akkor az f fiiggvény r,-ban vett jobb oldali ha-

tarértéke az L € R, ha az L barmely ¢ > 0 sugart k.(L) kornyezetéhez

létezik wg-nak olyan § > 0 sugaru kj (o) jobb oldali kornyezete, hogy

minden z € Dy esetén

x € ki (zo) \ {zo} = f(z) € k.(L).
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Jelolése:

lim f(z)=1L
I—}Za_
vagy
xllgl+of(x) =L

Definicié: Bal oldali véges hatarérték

Ha 2y € R és f értelmezett az xg valamely bal oldali kornyezetében, {Fde:b.o.veges.h}
kivéve esetleg az xq pontot, akkor az f fliggvény z,-ban vett bal oldali

hatarértéke az L € R, ha az L barmely ¢ > 0 sugara k. (L) kornyezetéhez

létezik xp-nak olyan § > 0 sugaru kj (x¢) bal oldali kornyezete, hogy

minden z € Dy esetén

x € ks (xo) \ {z0} = f(z) € k(L).

Jelolése:
lim f(x)=1L
=T
vagy
x_l}lgl_of(a:) = L.
Példa:

Az f:R—= R, f(r) =signzx el§jel fiiggvény grafikus képén lathato,

hogy

lim signx =1, ¢és lim signz = —1.
z—07t x—0~

[ Az egyoldali végtelen hatarérték fogalma

Definicié: A jobb oldali oo hatarérték

Amennyiben xg € R és f értelmezett az z¢ valamely jobb oldali kornye- {Fde:j.o.vegt.h}
zetében, kivéve esetleg az xy pontot, akkor az f fiiggvény zo-ban vett

jobb oldali hatarértéke oo, ha barmely P > 0 szamhoz létezik xg-nak

olyan § > 0 sugaru k; (xo) jobb oldali kdrnyezete, hogy minden = € D;

esetén

z € ky (z0)} \ {mo} = f(z) > P.

Jelolés:

lim f(x) = co.
z—zd

Definicié: A bal oldali oo hatarérték
Ha f értelmezett az ro € R valamely bal oldali kornyezetében, kivéve {Fde:b.o.vegt.h}
esetleg az xg pontot, akkor az f fiiggvény ro-ban vett bal oldali hatar-

értéke oo, ha barmely P > 0 szamhoz létezik xy-nak olyan 6 > 0 sugaru
ks (xo) bal oldali kornyezete, hogy minden x € Dy esetén

x € ks (x0)} \ {zo} = f(z) > P.

Jelolés:

lim f(x) = oo.
=T

Hasonlban értelmezziik az o € R pontban vett jobb oldali és bal oldali
(—o0) hatéarértéket is.
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Példa:
Az f R\ {3} = R, f(z) = 15 figgvény grafikus képén lathato,

hogy
1 ) . 1
=00, €8 lim
z—3- 1 — 3

lim
=3+t — 3

= —0OQ.

3.1.4. A fiiggvények és a sorozatok hatarértéke kozotti kapocs

El Az atviteli elv - a fiiggvény és a sorozat hatarértéke kozotti kapcso-
lat

Tétel: Atviteli elv

Legyen 1y € R, L € R a kibdvitett valés szimhalmaz elemei. {Fte:atviteli.elv}
lim, ., f(x) = L akkor és csak akkor, ha minden olyan (x,,),en sorozat-

ra, melyre

lim z,, = 29 és x T
nesoo M 0 n7é 0

teljesiil, hogy

A, f(@n) = L.
Bizonyitas:
A tételt zp, L € R esetben bizonyitjuk csak, ha xy vagy L végtelen, ha-
sonldan jarunk el. A sziitkségesség bizonyitasa (,=" irdny):
Feltesszik, hogy lim,_,,, f(z) = L. Legyen tetsz6legesen rogzitett (2, )nen
sorozat, melyre x,, — x¢ és x, # xo. Rogzitstink tetszolegesen egy € > 0
szamot. Megmutatjuk, hogy e-hoz létezik ny € N kiiszobszam, tgy, hogy
minden n > ng esetén teljesil az |f(z,) — L| < €. egyenl6tlenség. A
lim, ., f(x) = L definici6ja miatt ehhez az e-hoz létezik olyan § > 0,
hogy

0<|z—mo| <d=|f(z)—L| <e.

Mivel x,, — x¢, x,, # xo, kovetkezik, hogy ehhez a d-hoz van olyan ng € N
kiiszobszdm, hogy minden n > ng esetén teljesiil az 0 < |z, — x| < 0,
ekkor viszont a lim,_,,, f(x) = L feltétel miatt |f(z,) — L| < ¢, ami azt
jelenti, hogy

58, f(@n) = L.

Az elégségesség bizonyitasa (,,<” irdny): Ha feltessziik, hogy minden
olyan (x,)ner sorozatra, melyre x,, # xg és lim,,_,o, x, = x( teljesiil, hogy
lim,, o f(x,) = L, és mellette indirekt még azt is, hogy lim, ., f(z) #
L, akkor ez utébbi azt jelenti, hogy létezik € > 0, melyre Vo > 0 esetén
vannak olyan x,, szamok, melyekre

0 < |z, —zo| < fenndll, de |f(z,) — L| > ¢,

ami azt jelenti, hogy lim,, ., f(z,) = L nem teljesiil, ami ellentmondas.

Megjegyzések:

e A tétel neve (atviteli elv) utal arra, hogy segitségével a sorozatok
hatarértékére tanult tulajdonsdgokat alkalmazhatjuk a fliggvények
hatarértékénél is, egy konnyen hasznalhaté alternativat is szolgal-

« sz
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e Fiiggvények hatarértékét sokkal konnyebb meghatérozni sorozatok
hatarértékeként, mint tetszolegesen rogzitett € > 0-hoz alkalmas
0 > 0 szamot talalni.

[& Az atviteli elv feladatokban

Mintafeladat: Az atviteli elv hasznalata
Szamitsuk ki a {Fmi:atviteli.elv.haszn}

5

sin —, ha x € R\ {0}
x
0, ha x = 0.

9:R\{0} =R, g(z) =

fiiggvény hatarértékét az zy = 0-ban, ha létezik.
Megoldas:

Keressiink két kiilonbozd 0-hoz tartd sorozatot, melyek fiiggvényértékei-
nek sorozata nem ugyanoda tart. Tehat azt bizonyitjuk, hogy a ¢ flige-
vénynek az ry = 0-ban nincs hatarértéke.

A két kiilonbozé 0-hoz tartd sorozatunk példaul:

1 ; 1
— €S n —
2nm + % 4

T = —
2nm — %

Azért valasztottuk ezt a két 0-hoz tartd sorozatot, mert

5
g(x,) = sin — = sin 5(2n7 + z) =1
Tn 2
és 5
T
9(yn) = sin — =sin5(2nw — =) = —1,
Yn 2
tehat nem egyezik meg a hatarértékiik, igy az atviteli elv miatt belattuk,
hogy a g fliggvénynek az xy = 0-ban nincs hatarértéke.

El Az atviteli elv - a fiiggvény egyoldali hatarértékére

Tétel: Atviteli elv fiiggvény jobb oldali hatarértékére
Legyen z € R, L € R. Ekkor {Fte:atviteli.elv.j.o}
lim, .+ f(x) = L akkor és csak akkor, ha minden olyan (zn)ner sorozat-
ra, melyre x,, > xq és lim, . T, = o, teljesiil, hogy
g, f(@n) = L.
Bizonyitas:
A tétel bizonyitasa ugyanugy torténik, mint a fiiggvény hatarértéke és
sorozatok hatarértéke kozotti kapcesolatot biztosito atviteli elv esetében,

« sz
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Megjegyzés: Atviteli elv fiiggvény bal oldali hatarértékére

Ertelemszertien, bal oldali hatérértékre is hasonléan fogalmazunk: {Fte:atviteli.elv.b.o}
Legyen o € R, L € R. Ekkor

lim,, - f (x) = L akkor és csak akkor, ha minden olyan (z,),ecr sorozat-

ra, melyre z,, < xg és lim,_,, x,, = Xy, teljestl, hogy

lim f(x,)= L.

n—oo
Tétel: Egyoldali fiiggvényhatarértékek és a fiiggvényhatarérték
Legyen f az ¢ € R valamely kornyezetében értelmezett fiiggvény, kivéve {Fte:egyold.h.es.h}
esetleg az xo pontot. Ekkor f-nek az x( helyen akkor és akkor van hatar-
értéke, ha van jobb oldali és bal oldali hatarértéke és ezek megegyeznek
egymassal.

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik a fiiggvény hatarértékére és jobb oldali /bal
oldali hatarértékére vonatkozé atviteli elvbdl.

E A fliggvénymiiveletek és a hatarérték kapcsolata

Tétel: Fiiggvénymiiveletek és a hatarérték

Jelolje D # () az f és g egyvaltozos valds figgvények értelmezési tar- {Fte:fv.muv.es.hat}
toméanyainak metszetét, és legyen zo € R. Tegyiik fel tovdbba, hogy

D tartalmazza az xy egy kornyezetét, esetleg kivéve az xy pontot. Ha

léteznek
lim f(x)=LeR ¢é  limg(x) =M €R,

T—T0 T—rT0

akkor
o létezikaz f+g: D — R, (f+g)(z) = f(x)+g(x) osszegfiggvény
hatarértéke és
lim [/(2) + g(2)] = L+ M;

T—T0
e barmely k € R esetén létezik az kf : D - R,  (kf)(z) = kf(z)
fiiggvény hatarértéke és

lim [kf(x)] = kL;

Tr—T0

o létezik az fg : D — R, (f9)(x) = f(z)g(x) szorzatfiiggvény
hatarértéke, és
lim [£(2)g(x)] = LM;

T—T0

e ha M # 0 és tetszileges x € D esetén g(x) # 0, akkor létezik az
I por <f> (2) = L)

g g 9(x)
hanyadosfiiggvény hatarértéke és
L
lim @ = —.

Bizonyitas:

A tétel minden pontjanak bizonyitdsa azonnal kovetkezik a fuggvény és
sorozatok hatarértékét osszekapcesold atviteli elvbdl valamint a sorozat-
miveletek és hatarérték tételbol.
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El A rendér-elv fliggvények hatarértékére

Tétel: Rendor-elv fiiggvényekre
Ha az f(z), g(x) és h(x) figgvények értelmezettek egy zo € R pontnak (rie:rend.elv.fv}
ugyanabban a k(xg) kornyezetében, kivéve esetleg az o pontot, tovabba
lim f(z) = lim h(x) = M,
T—TQ

T—T0

valamint
minden x € k(zo) \ {zo} esetén f(x) < g(x) < h(z),
akkor a g(x) fiiggvénynek is van zg-ban hatarértéke és
lim g(z) = M.

T—xT0

Bizonyitas:

A tétel azonnal kovetkezik az atviteli elvbdl és a sorozatokra megfogal-
mazott rendor-elvbdl. Mi itt most egy kornyezetes bizonyitast is adunk.
Ha minden =z € k(xg) \ {zo} esetén f(z) < g(x) < h(z), tovabba
lim, ., f(x) = lim,_,,, h(x) = M, akkor a hatarérték definici6jabél ko-
vetkezik, hogy minden ¢ > 0 szdmhoz léteznek olyan 6; > 0 és 9, > 0
szamok gy, hogy minden k(zg) \ {xo}-beli elemre igazak a kovetkezdk:

x € ks (o) \ {xo} = [f(z) € k(M),
és
T € ksy(x0) \ {x0} = h(x) € k. (M).
Legyen 6 := min{dy, d2}. Ekkor
x € ks(xo) \ {zo} = [f(z) < g(x) < h(x) és f(z), h(x) € k(M),
igy ugyanarra a /-ra igaz, hogy
x € ks(zo) \ {zo} = g(z) € ke(M),
ami azt jelenti, hogy létezik a ¢ fiiggvény xo-ban vett hatarértéke és

lim g(x) = M.

r—x0 "

Megjegyzések: {mek:rend.elv.vegt}

e A rendér-elvet kozrefogasi elvnek is nevezziik.

e Az 1y = —o0 vagy xg = oo esetekben is igaz a rendér-elv, csak
akkor a k(xo) \ {zo} helyett a —oo vagy a oo kornyezetével fogal-
mazunk.

e Az 1y = —o0 vagy ro = oo esetekben a rendor-elv kornyezetekkel
torténd bizonyitasa az xg € R esethez hasonldéan torténik.

Példa:
A fiiggvényhatarértékekre megfogalmazott rendor elv miatt kénnyt be-
latni, hogy
lim [f(z)] = 0= lim f(z) =0.
T—>T0

T—T0
Mivelhogy
—|f(@)] < f(z) <[ f(2)]
és
wll}ngo |f(z)|] = 0 valamint mll)rgo —|f(z)| =0,

a renddr elv miatt lim, ., f(z) = 0.
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E A fliggvénykompozicié és a hatarérték

Tétel: Osszetett fiiggvények hatarértéke

Ha lim, ., g(z) = M és lim, 5 f(x) = L, tovabba 1étezik 6 > 0, melyre

igaz, hogy 0 < |x — x| < § esetén g(z) # M, akkor
Jim / (g(a)) = L.

Bizonyitas:

Ez a bizonyitas is kdvetkezik az atviteli elvbol, mert a tétel feltételeibol
azonnal kévetkezik, hogy tetszlleges (z,)nen sorozatra, melyre x,, # xg

és lim,, .o T, = xo teljesiil, hogy

lim f(g(z,)) = L,

n—o0

ami pontosan azzal ekvivalens, hogy lim, ., f (g(z)) = L.

El Hatarértékszamitas fiiggvények esetében

Osszefoglalas: Hatarértékszamitasi technikak fiiggvényekre

o A filiggvények hatarértékének szamitasakor - amennyiben x — oo,

hasznéljuk a sorozatoknél tanultakat (az atviteli elv miatt ez lehet-
séges).

Az © — —o0 esetben is nagyon hasonléan jarunk el, mint z — oo
esetén, azzal a kiillonbséggel, hogy akkor x helyére —oo-t helyette-
sitiink be és az elojelekre figyeliink.

Ahogyan azt sorozatok hatarértékszamitasanal is lathattuk, altala-
ban a fliggvények hatarértékét sem a definicidval szamoljuk ki (csak

azt).

A kovetkezOképpen jarunk el: el6szor x helyére xo-t helyettesitiink
be. Figyelembe vessziik itt is a kovetkezOket: tetszoleges & > 0

esetén
00 + 00 = 0Q;

—00 — 00 = —0Q;
00+ (—00) = —0o0;
k
Too U
k- 00 = o0;
(—k) - 00 = —o0;
k- (—o0) = —o0;

Amennyiben behelyettesités utan konkrét szamot kapunk, vagy oo,
esetleg —oo az eredmény, készen vagyunk.

Ha viszont a
too 0
+oo’ 0

alakokkal allunk szemben, kritikus fiiggvényhatarértékekrol beszé-

link. Ezek kiszamolasa tovabbi technikakat igényel.

0-(£00); o0—o0; 0% (do0)’; 17
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3.1.5. [Nevezetes fiiggvényhatarértékek hasznalata
El Nevezetes fliggvényhatarértékek

Tétel: Nevezetes fiiggvényhatarértékek

1
lim — =0; és lim — = 0;
2.
.1 , .1
lim — =o00; és lim — = —o0;
z—=0t T z—0— T
3.
) . 0, hald<a<l1
lim a® = ;
T—r00 o0, haa>1
4. N
lim (1—}——) =e; ©6s lim(l—l-x)% =g
T—00 €T z—0
5. .
lim ST 1;  és lim .x =1;
z—0 g z—0 SIn x
6. .
limﬂzl; és limizl;
=0 =0 tgx
g log,(1+z) 1
. og, 1+« .
lim = = e Daac(000)\ {1},
In(1
specidlis esetben  lim M =1;
z—0 €T
8.
im ™ ! e haae(0,00)\ {1}
lim —— =Ina a , 00 ,
s et —1
specidlis esetben  lim =1;
z—0 €T
9. | o1
i L "L e e R
z—0 x

Bizonyitas:

A bizonyitasban felhasznaljuk a nevezetes sorozatok hatarértékénél ta-
nult képleteket, illetve azok bizonyitasi modszereit.

Az els6 képletpar elso képletének van megfeleldje a sorozatokndl is, csak
ott n € N. Ennek bizonyitasahoz a végtelenben vett véges fiiggvényha-
szbleges € > 0 esetén létezik olyan P > 0 szam, hogy minden z € Dy
esetén

1
r>P= —€k(0).
T
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amibdl azonnal kovetkezik, hogy a P = % > () jo valasztas.
Az els6 képletpar masodik képletét, valamint a 2. képletpart hasonlo-
an bizonyitjuk, utébbiak esetében az egyoldali hatarértékek definicidja
sziikséges.
A 3. képlet és 4. képletpar elso képlete a sorozatoknal is megtalalhatok,
az ott bizonyitottakat felhasznalhatjuk itt is.
Az 5. és 6. képleteket bizonyitjuk csak: A lim, o 57— = 1 képlet bizonyi-
tasdhoz a rendor-elvet hivjuk segitségtil.

Ide jon a FHA-03-04.png abra
[vmértékkel mérve az = szoget, a mellékelt dbra teriileteibél 1atszik, hogy

sine <z <tgux.

Ha sinx > 0 és osztunk a pozitiv sin z-szel, kapjuk, hogy

T 1
1< - < .
sinx ~ cosx
Mivel
. . 1
lim 1 = lim =1,
z—0 z—0 COS &
ezért a renddr-elv szerint lim, o ;>— = 1. Ha sinz < 0 hasonl6an jarunk
el.

A képletpar masik feléhez a fiiggvénymiiveletek és a hatarérték tétel osz-
tasra vonatkozé képletét hasznaljuk, azaz

. sinx . 1 1
lim = lim =-=1.
z—0 z—0 % 1

Sin T

A 6. képletek bizonyitasahoz felhasznéaljuk az 5. képleteket:

. tgx . sinz 1
lim —— = lim .
z—0 z—0 cos T

=1

(szintén a fliggvénymiiveletek és a hatarérték tétel miatt), amibél azonnal
kovetkezik, hogy a reciproka is 1-hez tart.

[& Fiiggvényhatarértékek kiszamitasa

Mintafeladat: Polinomfiiggvény hatarértéke

Szamitsuk ki a {Fmi:pol.fv.hat}
lim (z° — 2% — 6)
T—rx0

hatarértéket, ha

a) xry = 00;
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b) xy = —o0;
c) xo=1.

Megoldas:
a)

Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?

Behelyettesitve x helyére oo-t oo — 0o esetet kapunk (tehat kritikus ha-
tarértékrél van sz6, nincs azonnal eredményiink).

Jegyezzilk meg, hogy polinomfiiggvény hatarértékének kiszamitasakor,
amennyiben z — oo vagy r — —oo, kiemeljiik x elofordul6 legmagasabb
hatvanyat, majd ujra behelyettesitiink. Polinomfiiggvény esetében (akér
r — 00, akdr r — —o0) az eredmény oo vagy —oo, a féegytutthatdk els-
jelétol és fokszamtol fliggden. Emeljiik tehat ki x eloforduld legmagasabb
hatvanyat, majd djra helyettesitsiink be.

Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?
Behelyettesitve x helyére (—oo)-t —oo + oo (kritikus) esetet kapunk.

Emeljik ki z el6forduld legmagasabb hatvanyat, majd tjra helyettesit-
siink be.

1
lim (2° —2* — 6r) = lim 2° (1——6) = —00.
c)

Mit vesziink észre behelyettesitéskor?

Behelyettesitve 1-et x helyére, kapjuk

lim(z° — 2 —62) =1° - 1> =6 -1 = —6.

r—1

Mintafeladat: Racionalis tortfiiggvény hatarértéke
Szamitsuk ki a

hatarértéket, ha
a) xy = 00;

b) zg = —o0;
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c) o= —2;
d) Tog = 1.

Megoldas:
a)

Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?
Amennyiben x — oo, behelyettesités utan =2 esetet kapunk.
Emeljiik ki x elé6forduld legmagasabb hatvanyat a szamlalébél, majd a

nevezobol is, majd egyszertlsitsiink. Mit kapunk egy ismételt helyettesi-
tés utan?

& rof]o
S~—

~—

Il
3

8 [=8 =

Ez az eredmény mar a sorozatoknal tanult racionélis tortfliggvény hatar-
értékek alapjan is varhato volt, hiszen a szdmlalé magasabb foku, mint
a nevezo. Itt is az eredmény elGjelét a foegytitthatok elojele hatarozza
meg.

b)
Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?
Ha x — —o0, behelyettesités utan —>° esetet kapunk.

Emeljiik ki x el6forduld legmagasabb hatvanyat a szamlalébél, majd a
nevezobol is, egyszertsitsiink, majd végezziink ijabb helyettesitést.

I
|
8

S
SN—

~—

8] =8 =

Ez az eredmény varhato volt, hiszen a szamlaldo magasabb fokd, mint a
nevezd. Az eredmény el6jelét a féegyiitthatok elbjele és a szamlalo és
nevezd fokszdma hatarozza meg.

c)

Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?

Ha z — —2, behelyettesités utan a kritikus % esetet kapjuk.

Ha z egy adott szamhoz tart, a kritikus % eset méas megoldési techni-
kat igényel: itt nem lehet x legmagasabb hatvanyat kiemelni, mert nem
vezet eredményre. Ilyenkor mind a szamlald, mind a nevez6 R-beli gyok-

tényezés alakjat kell felirnunk, majd (x + 2)-vel egyszertisitiink (ezt a
Bézout-tétel garantalja).
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lim & 0T _ _
o2 g2z 2 a2 (x —1)(z+2) -3

3 — 1% — 6x o x(z=3)(x+2)  (=2)(-5) 10
X

d)
Milyen esetet kapunk behelyettesités utan?
Ha x — 1, behelyettesités utan a %6 esetet kapjuk.

Egy nem 0 szam osztva 0 esetben mindig egyoldali hatarértékeket kell
szamolnunk. Ilyenkor vagy azt kapjuk, hogy a jobb- és bal oldali lime-
szek nem egyeznek meg, mert egyik oo, masik (—oo), ekkor nem létezik
a hatarérték, vagy pedig azt, hogy a jobb- és bal oldali hatarértékek
megegyeznek, ilyenkor pedig ez lesz a hatarérték is. Mit kapunk ennél a
limesznél?

y x® — 2% — 6x
im ——— = —00
o1t 12— 2 '
mert a helyettesités utan jr—g-t kaptunk, és

. 3 — 2% — 6x

im ———— =

z1- a2+ —2 '
mert a helyettesités utan :—g—t kaptunk, tehat a kért hatarérték nem
létezik.

Mintafeladat:

Szamitsuk ki a
~ ba® — 3zt + 223
lim

=0  2x% — 5?2

hatarértéket.

Megoldas:

Helyettesitsiink be. Mit kapunk?

Az x helyére 0-t helyettesitve, a kritikus % esetet kapjuk.

Amennyiben x — 0 és g esetiink van, célszerti x el6fordulé legalacsonyabb
hatvanyat kiemelni mind a szamlalobél, mind pedig a nevez6bdl. Utana
kovetkezzen egy tjabb helyettesités. Mit vesziink észre?

. bxd =3zt 4223 23(5x? — 3x+2)
lim = lim ,
=0 2pt — 52 =0 12(22% —5)
ahonnan egyszertsités és tijabb 0-val valo helyettesités utan kapjuk, hogy

a kért limesz 0.
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Mintafeladat: \/P(x) — \/Q(z) tipusii hatarérték

Szamitsuk ki a
. VOo—x—2
m-—
=12 -2 —1

hatarértéket.

Megoldas:

Helyettesitsiink be. Mit kapunk?
Helyettesités utan % kritikus esetiink van.

Mivel x nem oo-hez vagy —oo-hez tart, x eloforduld legmagasabb hatva-
nyanak kiemelése nem vezet eredményhez. [tt mind a nevezd, mind pedig
a szamlalo konjugdltjaval azaz (v/b — x 4 2)-vel, illetve (v/2 — 2+ 1)-gyel
érdemes béviteni, és hasznéljuk az (a — b)(a + b) = a® — b* képletet is.
Mit kapunk?

Voi—z—-2 . (b-z—-4)W2-z+1)

lim 11m =lim —w— = —.

12—z —1 o1 (2—z—1)(Vb—2+2) +=1E—x+2 2

Mintafeladat: 1°° tipusa hatarérték

Szamitsuk ki a ;
i (1 42?4+ 5\
im
z—00 33 — 1

hatarértéket.

Megoldas:

Helyettesitsiink be. Milyen esetiink lesz?
Behelyettesités utan 1*° esetet kapunk.

A numerikus sorozatoknal tanult 1°° kritikus eset mintajara itt is felirjuk
az alapot 1 és egy 0-hoz tarto fiiggvény Osszegeként, majd ennek a 0-hoz
tartd fiiggvénynek a reciprokara emeljiik ezt az alapot, igy amit most
eddig felirtunk e-hez tart. Nem marad mas hatra, mint a hatvanykitevét
még megszorozni azzal a kifejezéssel, aminek koszonhetéen az eredeti
feladat hatvanykitevojét kapjuk vissza és tjabb helyettesitéssel kapjuk a
kért hatarértéket.

(422 45)3z
3251 3231

422 + 5\ 422 4 5 27255
lim <1+$+> ~ lim <1+H> s

A Fiiggvényhatarérték definiciok. Hatdrértékszamitdsi tech-
nikdk lecke elméleti tesztfeladatai:
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Tesztkérdés:

Szamitsuk ki a kovetkezé hatarértékeket. A véalasz szovegébe csak az

eredményeket irjuk be, szamokkal.

. 1.
. hmm—)oo 457

. 1.
L hmz—)—oo 457

: 1
® hmm_>5 45"

Valasz: lim, . =0 .

1
z+5

0 .

Valasz: lim,_,_ ﬁ

Valasz: lim,_,s 5 10110,1

1
z+5

Megoldas:

Az eredmények mar behelyettesités utan latszanak.

Tesztkérdés:

Viélasszuk ki az alabbiak koziil a végesben vett véges hatarérték definici-

siat.

o Amennyiben zy € R és f értelmezett az xo valamely k(x) kérnyeze-
tében, kivéve esetleg az xy pontot, az f fliiggvény xo-ban vett hatar-
értéke (limesze) L € R, ha az L barmely € > 0 sugart szimmetrikus
k-(L) kornyezetére és xp-nak minden 6 > 0 sugart szimmetrikus
ks(xo) kornyezetére igaz, hogy minden x € Dy esetén

x € ks(zo) \ {zo} = f(x) € ko(L).

Amennyiben g € R és [ értelmezett az xy valamely k(zq) kornyeze-
tében, kivéve esetleg az xy pontot, az f fliiggvény xp-ban vett hatar-
értéke (limesze) L € R, ha az L barmely € > 0 sugart szimmetrikus
k.(L) kornyezetéhez 1étezik zo-nak olyan § > 0 sugari szimmetrikus
ks(xo) kornyezete, hogy minden x € Dy esetén

x € ks(zo) \ {zo} = f(x) € k.(L).

Amennyiben 7y € R és f értelmezett az xy valamely k(xq) kor-
nyezetében, kivéve esetleg az xy pontot, az f fiiggvény xo-ban vett
hatérértéke (limesze) L € R, ha az L-nek van olyan € > 0 sugart
szimmetrikus k.(L) kornyezete, melyre létezik x¢-nak olyan 6 > 0
sugaru szimmetrikus ks(zo) kornyezete, hogy minden z € Dy esetén

x € ks(zo) \ {zo} = f(x) € ko(L).
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o Amennyiben 2y € R és f értelmezett az xy valamely k(xg) kor-
nyezetében, kivéve esetleg az xy pontot, az f fiiggvény xo-ban vett
hatérértéke (limesze) L € R, ha az L-nek van olyan € > 0 sugart
szimmetrikus k.(L) kornyezete, hogy xg-nak minden § > 0 suga-
ra szimmetrikus ks(xo) kornyezetére igaz, hogy van olyan z € Dy,
melyre

x € ks(zo) \ {zo} = f(x) € ko(L).

Megoldas:
A végesben vett véges hatarérték definici6jabol kovetkezik, hogy a ma-
sodik allitas az, amit keresiimk.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Legyen A > 0. Barmilyen (A, co) intervallum tekinthet6é oo kérnye-
zetének és barmilyen (—oo, —A) intervallum tekinthet6 (—oo) kor-
nyezetének.

X Az f figgvény zo € R véges szdmban vett hatarértéke (—oo), ha bar-
mely ) < 0 szdmhoz létezik xy-nak olyan § > 0 sugard szimmetrikus
ks(xo) kornyezete, hogy minden x € D esetén

x € ks(xo) \ {zo} = f(x) < Q.

O Legyen B < 0. Ha f értelmezett a (—oo, B) intervallumon, akkor
az [ figgvény (—oo)-ben vett hatérértéke oo, ha van olyan @ > 0
szam, melyre létezik olyan P < 0 szdm, hogy minden x € Dy esetén

r<P= f(z) > Q.

K Az f:R\ {2}, f(x)= ﬁ fiiggvény x, = 2-ben vett jobb- és

bal oldali hatarértéke oo.

Megoldas:
Az els6 allitas igaz, a oo és (—oo) kornyezeteit igy definialjuk.

A mésodik &llitds nem mas, mint a végesben tekintett (—oo) hatar-
érték definicidja, tehat igaz.

A harmadik allitas hamis, mert ,van olyan ) > 0 szam, melyre”
helyett ,barmely ) > 0 szamhoz” kellett volna helyesen.

A negyedik allitas helyes, mar a behelyettesités utan kapjuk, hogy a
hatarérték oo.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Legyen xy € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az xy valamely
k(x¢) kornyezetében, kivéve esetleg az xo pontot. Ha lim, ., f(z) =
L € R, akkor az f fliggvénynek létezik az xg-ban vett jobb- és bal
oldali hatarértéke is és ezek egyenlok egymaéssal.
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O Legyen xy € R és legyen az f fliggvény értelmezett az xy valamely
k(xo) kornyezetében, kivéve esetleg az xy pontot. Ha az f fiigg-
vénynek létezik az xg-ban vett jobb oldali hatarértéke és egyenld az
L € R szammal, akkor ugyanitt van a fiiggvénynek hatarértéke is és
lim, ,,, f(x) = L.

O Legyen D # () tetszdleges halmaz és zg a D halmaz egy bels6 pontja.
Haaz f : D — R és g : D — R fiiggvények hatarértéke az xg
pontban oo vagy (—o0), akkor az f 4 g 6sszegfiiggvény hatarértéke
az xy pontban oo vagy (—oo) vagy nem létezik.

X Legyen zp € R. Haaz f: R\ {20} > Résg: R\ {zo} - R
figgvények hatarértéke az xy pontban oo vagy (—oo), akkor az fg :
R\ {x0} — R szorzatfiiggvény hatarértéke az xy pontban oo vagy

(—00).

Megoldas:
Az elso allitds nem mas, mint az egyoldali fliggvényhatarértékek és a
figgvényhatarérték tétel sziikséges iranya, tehat igaz.

A masodik allitds hamis, mert az xo-ban vett véges jobb oldali hatar-
érték létezése nem elégséges a véges hatarérték létezéséhez.

A harmadik &llitds hamis, mert ha pl. f: R\ {2} - R, f(z) =
ﬁ és g : R\ {2}, g(z) = —ﬁ fliggvények esetén az Osszeg az
R\{2} halmazon értelmezett nullfiiggvény, melynek hatarértéke az o = 2
pontban 0.

A negyedik allitas igaz, egyszeri behelyettesitéssel latszik. Tehat az

elso és negyedik allitas igaz, a masodik és harmadik pedig hamis.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

X A rendor-elv megfogalmazhaté fiiggvényhatarértékekre is, nemcsak
sorozatok hatarértékére.

U lim, o =5 = 1.

X

lim,_, o % =0.

R A /P(x) — /Q(x) tipusi kritikus hatdrértékek szamitésakor (P(x)
és @(x) polinomok) altaldban bévitiink a konjugdlttal.

O Az el6bbi allitdsok mind igazak.

Megoldas:
Az els allitas a fiiggvényhatarértékekre megfogalmazott rendér elv miatt
igaz.

A masodik allitas hamis, mert mivel a sin fiiggvény korlatos R-en, az
R\ {0} halmazon értelmezett % fuggvény pedig 0-hoz tart, ha x — oo,
az atviteli elv miatt és a sorozatoknal tanult korlatos és nullahoz tartd
sorozat szorzatanak tétele miatt szorzatuk hatarértéke 0.

Ugyancsak emiatt a harmadik allitas igaz.

A negyedik allitas szintén igaz az atviteli elv miatt és a sorozatoknal
tanult \/ P(n)— \/ Q(n) tipusu hatarérték miatt. Tehat az els6, harmadik
és negyedik allitas igaz, a masodik és az 6todik pedig hamis.
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