5. Eloadas

Definicio: A v(r) folytonos vektor-vektor fiiggvény a tér D c R3 nyilt dsszefliggd halmazan
potencialos, ha van olyan u(r) folytonosan derivalhat6 skalar -vektor fiiggvény, melyre

v(r) = grad u(r) (r € D)
Ezt az u(r) skalar-vektor fliggvényt v(r) vektor-vektor fiiggvény potencialfiiggvényének
nevezziik.

Megjegyzések: 1. Mivel a konstans fliggvény gradiense (derivaltja) zérus, ezért ha u(r)
potencialfiiggvénye a v(r)-nek, akkor tetszdleges ¢ allandora u(r) + c is potencialfiiggvény.
Igy, ha 1étezik egy vektor-vektor fiiggvénynek potencialfiiggvénye, akkor végtelen sok is
1étezik. Barmely kettd kiilonbsége konstans.

2. A potencialfiiggvény fenti definicidja tulajdonképpen az egyvaltozos primitiv fliggvény
altalanositasa tobb dimenziora, ugyanis egy skalar-vektor fiiggvény gradiense ezen fliggvény
derivaltja.

Definicio: A v(r) r € D c R3 folytonos vektor-vektor fliggvény konzervativ egy nyilt V c D
tartomanyban, ha barmely y c V (iranyitott) zart gorbén vett vonalintegralja a v(r)-nek zérus.

Tétel: A v(r) r € D c R3 folytonos vektor-vektor fiiggvény konzervativ egy nyilt, 6sszefliggd
V c D c R3 tartomanyban pontosan akkor, ha V-ben a vonalintegral az Gtvonaltol fiiggetlen,
ennek az értéke csak a kezdd és végponttol fiigg.

Bizonyitas:

I. Tegyiik fel, hogy a v(r) r € D c R3 folytonos vektor-vektor fliggvény konzervativ egy nyilt,
osszefliggd V © D c R3 tartomanyban. Legyen a, b € V tetszOleges adott pont és jeldlje

Y1, Y2 € V tetszdleges két olyan irdnyitott gérbét, melyeknek kezddpontja a és a végpontja b.
Ekkor ay, U (—y,) c V zart gorbe.

A v(r) konzervativ tulajdonsaga és a vonalintegral tulajdonsagai miatt:

0= gﬁylu (_yz)v(r)dr = gﬁyl v(r)dr + gﬁ_yz v(r)dr = gﬁyl v(r)dr — gﬁyz v(r)dr, azaz

gﬁyl v(r)dr = gﬁyz v(r)dr.

Il. Tegyiik fel, hogy a v(r) r € D c R3 folytonos vektor-vektor fliggvény esetén egy nyilt,
Osszefiiggd V < D c R3 tartomanyban a vonalintegral az utvonaltol fiiggetlen, az értéke csak a
kezdd és végponttol fiigg.

Legyen y c V tetszbleges, iranyitott, zart gorbe és legyen a, b € y tetszdleges adott pont.
jelolje y; c V azt az irdnyitott gérbét, melyeknek kezddpontja a €és a végpontja b és ay, c V azt
az iranyitott gérbét, melyeknek kezddpontja b és a végpontja a. EKKor ay = y; U (v2).

Ekkor a feltétel szerint:

45},1 v(r)dr = 45—]/2 v(r)dr.
fgy
0= Sﬁyl v(r)dr — fﬁ_yz v(r)dr = gﬁyl v(r)dr + gﬁyz v(r)dr = gﬁy v(r)dr.



Tétel: Newton-Leibniz formula 1 A v(r) r € D c R3 folytonos vektormez6 fiiggvény
konzervativ egy nyilt, 6sszefliggd V « D c R3 tartomanyban pontosan akkor, ha v(r)
potencialos.

Bizonyitas: |. Tegyiik fel, hogy v(r) potencidlos V-ben. Ekkor létezik olyan u = u(r)
skalarmez6, hogy

v(r) = grad u(r)
Tekintsiink egy tetszoleges y irdnyitott, kétszer folytonosan differencialhatd {r: r(¢t),t €
[a, B} térgorbét, amelynek a kezdépontja a = r(a) €s a végpontja b = r(B).
Ekkor

gﬁy v(r)dr = ff grad u(r(v)) - (t)dt =

- kompozici6 fliggvény derivalasi szabalya miatt -

= w dt = [u(r(t))]ﬁ = u(r(®)) — u(r(@)) = u(b) — u(a).

Igy a v(r) konzervativ vektor-vektor fliggvény, ugyanis a vonalintegral az utvonaltol
fliggetlen, ennek az értéke csak a kezdd és végponttol fligg.

Il. Tegyiik fel, hogy a v(r) r € D ¢ R3 folytonos vektor-vektor fiiggvény konzervativ egy
nyilt, V c D 6sszefiiggd tartomanyban. Legyen y c D tetszéleges a € V kezdOponta r € V
végponti r = r(t) kétszer folytonosan differencidlhat6 gorbe.

Ekkor az

u(r) = far v(r)dr

vonalintegral a v(r) konzervativ tulajdonsadga miatt fliggetlen a y gorbétdl, csak r-tdl fiigg,
igy egy skalar-vektor fliggvényt definial.
Megmutathato, hogy az u(r) a v(r) egy potencialfiiggvénye.

Megjegyzés: A tétel fizikai tartalma a kdvetkezd: ha egy erétérben az erdt definialé vektor-
vektor fliggvénynek van potencialfiiggvénye (primitiv fliggvénye), akkor barmely folytonos
¢s rektifikalhato gérbe mentén végzett munka csak a gérbe kezd6 - és végpontjatol fiigg, €s
értéke a potencialfiiggvény e két pont kozotti megvaltozasa.

Tétel: Newton-Leibniz-formula 2 Legyen D ¢ R3 nem iires nyilt halmaz. Legyen a v(r)
r € D c R3 folytonos vektor-vektor fliggvény potencialfiiggvénye az u(r) r € D skalarmezd.
Ekkor minden r = r(t), t € [a, B] c D folytonos, rektifikalhato y gorbe esetén

[, v@)dr =u(r(p)) - u(r(@)).

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel potencialossagra

Legyen D ¢ R3 nem iires nyilt halmaz, és legyen v(r) r € D c R3 folytonos vektor-vektor
fliggvény. A v(r) fliggvény pontosan akkor potencialos D-n, ha barmely D -ben fekvd
folytonos, rektifikalhat6 és zart y gorbére teljesiil

fy v(r)dr =0

Tétel: Legyen v(r): = (v, (r), vo(r), v3(r)): D - R? differencialhato vektor-vektor fiiggvény

egy D nyilt halmazon. Ha v(r)-nek van potencialfiiggvénye a D-n, akkor
ovi (9
ax,- (T) - axi (T')



minden r € D-re és i,j = 1,2,3-ra azaz, ha a v(r) differencialhato vektor-vektor fliggvénynek
van potencialfiiggvénye a D nyilt halmazon, akkor barmely r € D pontban a v(r) vektormez6
Jacobi-matrixa szimmetrikus.

Bizonyitas:
Legyen u(r) a v(r) primitiv fliggvénye D -n. Ekkor a feltétel szerint az u(r) kétszer

differencidlhat6é D -n, igy a Young tétel miatt

Wiy =0 0%y = 2 0y 0Y
Oxj (r) a 0xj 0x; (r) o Ox; 0x;j (r) T oox (r)

teljesiil minden r € D -re és i,j = 1, 2,3-ra.

Mintafeladat :
Mutassuk meg, hogy a v(r) = (—

R2\ {0,0} halmazon!

y

X ” . .y . J
——,———)) vektormez6nek nincs potencialfiiggvénye az
iy iyt ) p ggveny

Megoldas:
Szamitsuk ki egy R sugaru origd kdzéppontu korvonalon a v(r)-nek a vonalintegraljat.

Tekintsilik a y korvonal szokasos paraméterezését:
r(t) = (Rcos (t), Rsin (t)), ahol t € [0, 27).
Lokalizaljuk a vektormezd6t az adott gérbe mentén.
Rsin (t) Rcos (t
v(r(©) = (- RO s ©
Most hatarozzuk meg a gérbe paraméterezésének az id szerinti derivaltjat.
7(t) = (—Rsin (t), Rcos (t))
Szamoljuk ki a skaléris szorzatot, amit késdbb integralni kell.

v(r(t)-7(t) = (—%z(t),mi—sz(t)) - (—Rsin (t), Rcos (1)) = sin?t + cos?t = 1

Szamitsuk ki az integralt.
2m . 21
fy v(rdr = [T v(@r@®) - F(t)dt = [, 1dt = 2m.
Mivel a vektormezdnek az adott korvonalon vett vonalintegralja nem nulla, ezért nincs
potencialfiiggvénye.

Megjegyzés: Lényeges kiilonbség van az egy- €és tobbdimenzios analizis kozott. Ismeretes,
hogy egy intervallumon értelmezett egyvaltozds folytonos fiiggvénynek mindig van primitiv
fliggvénye. Ezzel szemben tobbvaltozoban altalaban egy folytonos, sét differencialhato
vektor-vektor fliggvénynek sincs primitiv fliggvénye, s6t az drvénymentesség sem elégséges
feltétele annak, hogy legyen a vektormezdnek potencialfiiggvénye.

Tétel: Egy A: R® - R3 linearis leképezésnek akkor és csak akkor van potencialfiiggvénye, ha
az A leképezés matrixa szimmetrikus.

Bizonyitas:
I. Lattuk, hogy minden linearis leképezés differencialhato, és a derivaltja barmely pontban
6nmaga, tehat a Jacobi-matrixa minden pontban megegyezik a matrixaval. Igy a fentiek
szerint, ha az A linearis transzformacionak van primitiv fiiggvénye, akkor a matrixa
szimmetrikus.
Il. Tegyiik fel, hogy A linedris leképezés matrixa szimmetrikus.
Legyen ez a matrix

A = (a;;), ahol a;; = a;; minden i,j = 1,2,3-ra.



Legyen

1
u(xy, xp,x3 ) = 521'3:1 Z?:l Ajj XiX;

Megmutathato, hogy a fenti u(xy, x,, x3 ) skalarmezé (kvadratikus alak) az A linearis leképzés
potencialfiiggvénye. Valdban, az u(xy, x,, x5 ) (nyilvanvaloan) differencialhat6 és

Ju

ox; (1, %2, %3) = 2?:1 ajj X;
minden i,j = 1,2,3 esetén, igy a % (x1, x5, x3) Mmegegyezik az A(xq, x5, x3) vektor i-edik
koordinatafiiggvényével . Kovetkezésképpen az u(xy, x,, x5 ) az A linearis leképzés potencial
fliggvénye.

Tétel: Legyen D konvex nyilt halmaz. Egy differencialhat6 v(r): D - R3 vektor-vektor
fliggvénynek pontosan akkor 1étezik potencialfiiggvénye D-ben, ha barmely r € D pontban
v(r) Jacobi-matrixa szimmetrikus.

Bizonyitas: A feltétel sziikségességét mar lattuk. Az elégségesség bizonyitasa bonyolult.

Definicio: A sikbeli D tartomany egyszeresen osszefiiggé, ha D nyilt, 6sszefiiggd és minden
D-ben fekv zart gorbe esetén a gorbe altal hatarolt tartomany is D-ben van.

Definicié: Egy adott egyszerii feliilet egyszeresen osszefiiggd, ha egy sikbeli egyszeresen
Osszefiiggd tartomany homeomorf képe.

Definicio: Egy V térbeli részhalmaz egyszeresen osszefiiggo tartomany, ha barmely y c V
szakaszonként egyszert, zart differencialhato gorbébe illeszthetd olyan egyszeresen
Osszefliggd, regularis feliiletdarab, amely V-ben van.

Megjegyzések: 1. A sikbeli és térbeli konvex tartomanyok egyszeresen 0sszefiiggdek.
Sikbeli korlatos nyilt tartoméany pontosan akkor egyszeresen Osszefiiggd, ha a tartomany
hatara 6sszefliggo.

2. A térusz nem egyszeresen Osszefliggd.

Tétel: Legyen D egyszeresen Osszefliggd nyilt halmaz. Egy differencialhato v(r): D - R3
vektormezOnek akkor és csak akkor van potencialfiiggvénye D-ben, ha v(r) Jacobi-matrixa
minden r € D pontban szimmetrikus.

Tétel: Legyen D egyszeresen Osszefliggd nyilt halmaz. Egy differencialhato v(r): D - R3
vektormezOnek pontosan akkor van potencialfiiggvénye D-ben, ha a rot v(r) = 0 D-n.

crer

Tétel: Legyen D egyszeresen sszefliggd nyilt halmaz és v(r): D —» R3 differencialhato
vektormezd. Ekkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

1. v(r)-nek létezik potencialfiiggvénye D —ben.

2. v(r) konzervativ D-n

3.rotv(r) =0 D-n.

Bizonyitas: Az eldz6 allitdsok kozvetlen kdvetkezménye.

Mintafeladat: Hatarozza meg a v(r) = (2xy + 3x2yz + z%,x? + x3z, x3y + 2x2)



vektormezd potencialfiiggvényét!

Megoldas: Nézziikk meg, hogy 6rvénymentes-€.

i j ok i Kk k
d d d
rot v(r) = det i i i = det == - - =
dx dy 0z ox dy 0z
vy VU, U3 2xy +3x%yz+2z2 x?+x3z x3y+2xz

= (x3 — x3,3x%y + 2z — (3x%y + 22), 2x + 3x%z — (2x + 3x%2)) = (0,0, 0),

azaz a v rotaciomentes, igy létezik potencialfiiggvénye. u(x, y, z)-t a gradiensének ismeretében
szamoljuk ki. Egy olyan u(x, y, z) skalarmez6t keresiink, amelyre

g—z (x,y,2z) = 2xy + 3x%yz + z2,
du — 22 1 43
ay(x,y,z) =x“+x°z
Z—lzl(x,y,z) = x3y + 2xz.
Integraljuk az elsé egyenlet mindkét oldalat rogzitett y és z-re az x valtozé szerint.

u(x,y,z) = x%y + x3yz + xz% + h(y, 2).
Helyettesitsiik be ezt a fliggvényt a méasodik egyenletbe.

Z—;(x,y,z) =x*+x3z=x*+x32+ hy(y,2).
Az igy kapott hy,(y, z) fliggvényt integraljuk az rogzitett z-re az y valtozo szerint.
hy(y,z) = 0,igy h(y,z) = h(2).
Helyettesitsiink be a harmadik egyenletbe.
g—z(x.y, z) = x3y +2xz = x3y + 2xz + h'(2).
Mivel h'(z) = 0, ezért a keresett potencialfiiggvény:
u(x,y,z) =x*y +x3yz+xz>+C (C €R).



