Tobbvaltozos Analizis

Bels6 pont: A b € R" az A C R" bels6 pontja, ha 3K, : K, C A.

int A: A belseje, azaz A bels6é pontjainak halmaza.

Hatarpont: A h € R"-et az A C R"™ hatarpontjanak nevezziik, ha se nem bels6
pontja, se nem kiilsé pontja, azaz ha VK, : K, ¢ A és K, N A # 0.

front A: A hatara, azaz A hatarpontjainak halmaza.
Kiils6 pont: A k € R™ az A C R™ kiils6 pontja, ha 3K : KN A = 0.

cl A: A lezartja, azaz A bels6 pontjainak és hatarpontjainak halmaza. Mésképpen
azon pontok halmaza, melyek nem kiils6 pontok.

Torloédési pont: ¢ torlédasi pontja az A C R™ halmaznak, ha VKQ atszurt kornye-
zetre:

K.NA#D.

Nyilt halmaz: A C R™ nyilt, ha minden pontja belsé pont, azaz int A = A.



e Zart halmaz: A C R” zart, ha minden hatarpontja eleme, azaz cl1 A = A.
e Korlatos halmaz: Az A C R™ halmaz korlatos, ha

ElKQ . A C KQ.
e Kompakt halmaz: A C R™ kompakt, ha korlatos és zart.

Megjegyzés Ha A jel(')'l?A C R™ komplementerét, azaz A = R"™ \74, akkor meg-mutathat
oak a kovetkezok:

1. ACR" pogtoscm akkor zart, ha komplementere nyilt.

2. A C R"pontosan akkor zdart, ha tartalmazza minden torloddsi pontjdt.

e Szakasz: Ha a,b € R", akkor az
lap={a+t(b—a):t€[0,1]}
az a és b pontokat 0sszekotd szakasz.

e Konvex halmaz: A C R" konvex, ha barmely két pontjat 6sszekoto szakasz a

halmazban fut, azaz
Va,be A:l,p C A



Pontsorozatok
Definicié Az x : N — R" fiigguényt n-dimenzids pontsorozatnak, vagy vektorsoro-zatnak
nevezzik.

A szamsorozatokndl megszokott médon a sorozat k-adik elemére az x(k) helyett az xy,
jelolést hasznaljuk, és ha ez nem okoz félreértést a sorozatot is xi-val jeldlyiik.

a € R™ esetén azt mondjuk, hogy xy konvergens, és hatdrértéke a, ha
Ve >0:3N(e) k> N(e) = zp € K.
Ezt gy s mondjuk, hogy xy tart a-hoz, és az alabbi modokon jeldljik.

lim 2, = a limzy =a  zx —a
k—o0

Tétel (Koordinatankénti konvergencia) Ha az z; n-dimenzids pontsorozat
k-adik elemének koordindtdira az Tgi, Tk, - . . , Ty jeloléseket haszndljuk, ésa = (a1, as, ..., a,) €

R™, akkor
limz, =a <= Vie{l,...,n}: limzy = a,.

Bizonyitas. e —>: Legyen N(e) az x;, — a pontsorozat konvergencidjanal szerepld,
e > 0-hoz tartozé kiiszob! Ugyanez j6 lesz minden i € {1,...,n} esetén az xy; — a;
konvergencidjandl is e-hoz tartozé kiiszébnek, hiszen a 3.5. Tétel szerint, ha k >
N(e), akkor

|Tg — a;| < d(xg,a) <e.

e <=: Legyen most N;(%) az =-hez tartozé kiiszob, az ry; — a; konvergencidnal, és
legyen N(e) = max N;(£). Ekkor & > N(e) esetén k > N;(£) minden i-re, és igy

i
e
3 i

Emiatt a tétel miatt a pontsorozatok konvergenciajat mindig visszavezethetjiik szam-
sorozatok konvergencidjanak vizsgalatara, igy ezzel nem kell kiilon foglalkoznunk.

Példa Mi a hatdrértéke az

sorozatnak?
Megoldas:



Kétvaltozos fiiggvény grafikonja

A vektor valtozos, valds értéki fiiggvények koziil fontos a kétvaltozods fiiggvények vizs-
galata. Ezeket szemléltetni is tudjuk az alabbi mdédokon.

Ahogy az egyvéltozds (egyértékil) fiiggvényt egy gorbeként abrazolhattuk, a kétval-
tozds fliiggvényt egy feliilettel szemléltethetjiik, ha elég ’sima’. Ezt a H, feliiletet f
grafikonjanak nevezziik:

Hy = {(z,y,2) e R®: (2,9) € D¢,z = f(x,y)} = graf f.

(a) Egy pont (b) Feliilet

Példaul az f(z,y) = c — o — 7y fiiggvény grafikonja a z = ¢ — o — 7y feliilet, azaz
T z
a b ¢
tehat egy olyan sikrdl van sz6, amely az x, y, z tengelyeket rendre az (a, 0, 0), (0, b, 0),(0,
0, ¢) pontokban metszi.

Ha megforgatjuk az (z, z) sikban 1é6v6 z = f(x) gorbét a z tengely koriil, akkor a

o= )= 1 (V)
felillethez jutunk.
Példul a z = 2% + 1 gorbének a z tengely koriili megforgatdsaval a

2
z = <\/x2+y2> +l=a?+9*+1
felulethez Jutunk (forgasi paraboloid).

= /2?2 +y? grafikonja a z = * 22 4 y? feliilet, ami a z = /z gorbe z
tengely koruh forgatasaval keletkezett.



T

Tengelyeket adott pontokban metszo sik.




Forgasparaboloid.
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Szintvonal

z = f(z,y) = a? + y? esetén a z = 0-hoz tartozé szintvonal egyetlen pont, negativ
z-hez nem tartozik szintvonal, mert Ry= [0, 00), és pozitiv z esetén a szintvonal egy origd
kozéppontu kor.
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Forgastest szintvonala



Néhany feliilet
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r+y+22=6 rT+y+22=12




