O Legyen xy € R és legyen az f fliggvény értelmezett az xy valamely
k(xo) kornyezetében, kivéve esetleg az xy pontot. Ha az f fiigg-
vénynek létezik az xg-ban vett jobb oldali hatarértéke és egyenld az
L € R szammal, akkor ugyanitt van a fiiggvénynek hatarértéke is és
lim, ,,, f(x) = L.

O Legyen D # () tetszdleges halmaz és zg a D halmaz egy bels6 pontja.
Haaz f : D — R és g : D — R fiiggvények hatarértéke az xg
pontban oo vagy (—o0), akkor az f 4 g 6sszegfiiggvény hatarértéke
az xy pontban oo vagy (—oo) vagy nem létezik.

X Legyen zp € R. Haaz f: R\ {20} > Résg: R\ {zo} - R
figgvények hatarértéke az xy pontban oo vagy (—oo), akkor az fg :
R\ {x0} — R szorzatfiiggvény hatarértéke az xy pontban oo vagy

(—00).

Megoldas:
Az elso allitds nem mas, mint az egyoldali fliggvényhatarértékek és a
figgvényhatarérték tétel sziikséges iranya, tehat igaz.

A masodik allitds hamis, mert az xo-ban vett véges jobb oldali hatar-
érték létezése nem elégséges a véges hatarérték létezéséhez.

A harmadik &llitds hamis, mert ha pl. f: R\ {2} - R, f(z) =
ﬁ és g : R\ {2}, g(z) = —ﬁ fliggvények esetén az Osszeg az
R\{2} halmazon értelmezett nullfiiggvény, melynek hatarértéke az o = 2
pontban 0.

A negyedik allitas igaz, egyszeri behelyettesitéssel latszik. Tehat az

elso és negyedik allitas igaz, a masodik és harmadik pedig hamis.

Tesztkérdés:
Valaszd ki az igaz allitdsokat!

X A rendor-elv megfogalmazhaté fiiggvényhatarértékekre is, nemcsak
sorozatok hatarértékére.

U lim, o =5 = 1.

X

lim,_, o % =0.

R A /P(x) — /Q(x) tipusi kritikus hatdrértékek szamitésakor (P(x)
és @(x) polinomok) altaldban bévitiink a konjugdlttal.

O Az el6bbi allitdsok mind igazak.

Megoldas:
Az els allitas a fiiggvényhatarértékekre megfogalmazott rendér elv miatt
igaz.

A masodik allitas hamis, mert mivel a sin fiiggvény korlatos R-en, az
R\ {0} halmazon értelmezett % fuggvény pedig 0-hoz tart, ha x — oo,
az atviteli elv miatt és a sorozatoknal tanult korlatos és nullahoz tartd
sorozat szorzatanak tétele miatt szorzatuk hatarértéke 0.

Ugyancsak emiatt a harmadik allitas igaz.

A negyedik allitas szintén igaz az atviteli elv miatt és a sorozatoknal
tanult \/ P(n)— \/ Q(n) tipusu hatarérték miatt. Tehat az els6, harmadik
és negyedik allitas igaz, a masodik és az 6todik pedig hamis.
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3.2. Fiiggvények folytonossaga

E lecke befejezése utan a hallgato:

e ismeri a fliggvények folytonossaganak, valamint egyoldali folytonos-
saganak fogalmat és érti a ketto kozotti kapcesolatot,

e meg tudja mondani egy fiiggvényrdl, hogy folytonos-e vagy sem,
e ismeri a szakadasi helyek osztalyozasat,

e megsziintethetd szakadas esetén folytonossa tud tenni egy fiigg-
vényt.

3.2.1. Adott pontbeli folytonossag
[} Adott pontbeli folytonossag definicidja

Definicié: Adott pontbeli folytonossag

Legyen zo € R és legyen az f figgvény értelmezett az zo valamely k(z9) {Fde:x0.epsz.folyt}
kornyezetében. Az f fiiggvény folytonos az r, pontban, ha barmely

g > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szam, melyre igaz, hogy

x € Dy és |z —zo| <d=|f(z) — fzo)| <e.

Az f € C{xo} jelolést hasznaljuk, ha az f figgvény folytonos az x
pontban.

Megjegyzés:
Szimmetrikus kornyezetekkel megfogalmazva az adott pontbeli folytonos-  {Fme:x0.korny.folyt}
sdgot, elmondhatjuk, hoogy az f : k(zg) — R fliggvény folytonos az r
pontban, ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam, melyre
igaz, hogy
x € Dy ésx € ks(xg) = f(z) € ke (f(z0)) -

Tulajdonképpen azt fogalmazzuk meg precizen, hogy egy f fliggvény
adott xo pontbeli folytonossaga azt jelenti, hogy ha , kicsit” valtoztatunk
az xo értékén, akkor a fiiggvényérték is csak ,kicsit” valtozik.

Példa:

Az abszolutérték-fiiggvény minden xg € R pontban folytonos.

Az egészrész fliggvény és a tortrész fiiggvény egyetlen zy € Z pontban
sem folytonosak, mindentitt mashol viszont igen.

A szignum fliggvény csak xg = 0-ban nem folytonos, mindeniitt mashol
az.

El Az 2q-beli folytonossag és hatarérték

Tétel: Folytonossag és hatarérték kapcsolata
Legyen zo € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az xo valamely k(zo) {Fte:folyt.hat}
kornyezetében. Ekkor

f folytonos zp-ban < (EI mll}rgo f(z) és lim f(x) = f(xo)) )

T—T0
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Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik az xg-ban vett fliggvényhatarérték definicio-

R

Osszefoglalas: Az x, pontbeli folytonossag (azaz f € C{x,}) feltételei
{Fof:folyt.hat}

o 19 € Dy;
o létezik és véges a lim,_,,, f(z) hatarérték;

o lim, ,,, f(x) = f(xo).

E Atviteli elv adott pontbeli folytonossagra

Tétel: Atviteli elv folytonossagra

Az f figgvény akkor és csak akkor folytonos az o pontban, ha f értel- {Fte:atviteli.folyt}
mezve van az xy valamely k(zq) kornyezetében és minden olyan (x,,),en

sorozatra, melyre lim,, ,., x, = xo, kovetkezik, hogy lim, .. f(z,) =

f (o).

Bizonyitas:

A bizonyitas azonnal kovetkezik a folytonossag és hatarérték kozotti kap-
csolat tételébdl valamint a fiiggvény- és a sorozat hatarértéke kozotti
atviteli elvbol.

[& Pontbeli folytonossag vizsgalata

Mintafeladat: Sehol sem folytonos fiiggvény
Igazoljuk, hogy a Dirichlet-fiiggvény olyan mindenttt értelmezett figg- {Fmi:sehol.folyt.fv}
vény, mely sehol sem folytonos.

Megoldas:

[rjuk fel a Dirichlet-fiiggvényt és gy6zédjink meg arrdl, hogy mindeniitt
értelmezett.

Tekintsiik tehat az

1, haz e Q

JiR=ER, f(m):{o haz € R\ Q

Dirichlet-fiiggvényt. Azonnal latszik, hogy mindentitt értelmezett.

Lassuk be, hogy f-nek sehol sincs hatarértéke, nemhogy folytonos len-
ne. Hasznaljuk a fiiggvények folytonossagaval kapcsolatos atviteli elvet.
Hasznaljuk a valés szamok archimédeszi tulajdonsaganak azt a kovetkez-

ményét is, hogy Q stirit R-ben. Mit vesziink észre?

Mivel minden intervallumban van racionalis és irracionalis szam is, vizs-
galjuk a limeszt egy tetszolegesen rogzitett xo € R pontban. Indirekt
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bizonyitassal belatjuk, hogy f nem folytonos xp-ban. Tekintsiink két,
xo-hoz tartd valds szamsorozatot is, melynek tagjai kiilonboznek xp-t6l:
egyik legyen egy csupa racionélis taghdl all6 (jelolje ezt (x,,)nen), @ masik
meg egy csupa irraciondlis tagbdl allé (jelolje ezt (yy,)nen). Ekkor, ha f
folytonos lenne zy-ban, akkor az atviteli elv miatt mind az (f(z,))nen,
mind pedig az (f(yn))nen sorozatok f(xg)-hoz tartananak, de ez lehe-
tetlen, hiszen az (f(z,))nen egy konstans 1 sorozat, ami 1-hez tart, az
(f(yn))nen pedig egy konstans 0 sorozat, ami 0-hoz tart és 0 # 1, tehat
ellentmondashoz jutottunk.

Mintafeladat: n pontban folytonos fiiggvény
Legyen n € N rogzitett természetes szam. Adjunk meg olyan valés fligg- {Fmi :n.pontban.folyt.fv}
vényt, mely pontosan n pontban folytonos.

Megoldas:

Az ilyen tipusu feladatoknal érdemes a Dirichlet-figgvényt elovenni. Mit
tudunk réla? Vannak pontok, melyben folytonos?

A
1, haz eQ

R — R, =

/ /(@) {0, haz € R\ Q,
Dirichlet-fiiggvény sehol sem folytonos.

Rogzitsiink n raciondlis szamot, ahol folytonossagot szeretnénk.

Legyenek x1, o, ..., x, € Q ezek a szamok.

[rjunk most fel pl. egy olyan ¢ fiiggvényt, mely csak az irracionélis szé-
mokban, meg az x1, s, . . ., x, racionalis szdimokban nulla értéki, a tobbi
racionalisban pedig nem. Mit vesziink észre folytonossag szempontjabol?

(x —x)(x —23)...(x —x,), hax €Q
0, haz e R\ Q,

Mivel barmely intervallumban van irracionalis szam is és racionélis szam
is, g hatarértéke az x1, o, ..., x, € Q pontokban 0, akarcsak a fliggvény-
értékek, tehat g folytonos az x1,xs, ..., x, pontokban, sehol masutt meg
még hatarérték sincsen.

g:R—R, g(x)Z{

E A fiiggvénymiiveletek és a pontbeli folytonossag kapcsolata

Tétel: xo-ban folytonos fiiggvények és fiiggvénymiiveletek
Ha f és g az zo helyen folytonos fiiggvények, akkor az f + g, kf (ahol {Fte:x0.folyt.muv}
!

k € R), f-g, és, amennyiben g(zg) # 0, az 5 figgvények is folytonosak

az o helyen. Amennyiben értelmezett az [f (:E)]§ fiiggvény, az xq helyen
0 is folytonos lesz.
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Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik az xg-beli folytonossag és a hatarérték kap-
csolatanak tételébdl és a fliggvénymiiveletek és a hatarérték tételbol.

Tétel: A fiiggvénykompozicio és az adott pontbeli folytonossag
Ha az [ figgvény folytonos az o pontban, g pedig az f(zo) pontban, (rte:x0.folyt.komp}
akkor a g o f folytonos az xy pontban.

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik a xg-beli folytonossag és a hatarérték kapcso-
latanak tételébdl és az Osszetett fliggvények hatarértékének tételébol.

3.2.2. Egyoldali folytonossag adott pontban
[ A jobb- és bal oldali folytonossag fogalma

Definicié: Jobb oldali folytonossag xy-ban

Legyen z € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az xo valamely k¥ (29)  {Fde:j.0.epsz.folyt}
jobb oldali kérnyezetében. Az f fiiggvény jobbrdl folytonos az z, pont-

ban, ha barmely € > 0 szamhoz létezik olyan § > 0 szam, melyre igaz,

hogy
x € Dy ésa € [rg,x0+06) = |f(z) — flzo)] <e.

Megjegyzés: Jobb oldali folytonossag kornyezetes megfogalmazasa

Legyen zo € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az xo valamely k™ (z0) {Fde:j.o0.korny.folyt}
jobb oldali kérnyezetében. Az f fiiggvény jobbrdl folytonos az z, pont-
ban, ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam, melyre igaz,

hogy
x € Dy és x € ki (x0) = f(2) € ke (f(0)) .

Definicio: Bal oldali folytonossag xo-ban

Legyen zy € R és legyen az [ fiiggvény értelmezett az x valamely k™ (20)  {Fde:b.o. epsz.folyt}
bal oldali kérnyezetében. Az f fliiggvény balrél folytonos az x, pontban,

ha barmely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam, melyre igaz, hogy

x € Dy ésx € (xg— 0,20 = |f(x) — fzo)| < e.

Megjegyzés: Bal oldali folytonossag kornyezetes megfogalmazasa

Legyen xo € R és legyen az [ fliggvény értelmezett az o valamely k™ (29) {Fde:b.o.korny.folyt}
bal oldali koérnyezetében. Az f fiiggvény balrdl folytonos az x, pontban,

ha barmely € > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0 szam, melyre igaz, hogy

x € Dy és x € ky (x0) = f(x) € k. (f(20))-

Példa:

Az egészrész figgvény és a tortrész fiiggvény minden xy € Z pontban
jobbrdl folytonos fliggvények, balrdl viszont nem.

A szignum fliggvény az xo = 0 pontban sem jobbrél, sem pedig balrél
nem folytonos, mindentitt mashol viszont folytonos.
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E Az egyoldali folytonossag és egyoldali hatarérték kozotti kapocs

Tétel: Jobb oldali folytonossag és a jobb oldali hatarérték
Legyen zg € R és legyen az [ fiiggvény értelmezett az zo valamely ki (z)
0 sugaru jobb oldali kérnyezetében. Ekkor

f jobbrdl folytonos xy-ban < (3 lim, f(z) és lim f(z) = f(x0)> .

+
ac—):co x—)xo

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik az xg-ban vett jobb oldali fiiggvényhatarérték

////////

Tétel: Bal oldali folytonossag és a bal oldali hatarérték
Legyen z € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az xo valamely k; ()
0 sugaru bal oldali kornyezetében. Ekkor

f balrdl folytonos x¢-ban < (EI lim f(z)és lim f(x) = f(x0)> .

CL’—}LIJO 13—}1:0

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik az xg-ban vett bal oldali fliiggvényhatarérték

////////

E Egyoldali folytonossag és folytonossag adott pontban

Tétel: A folytonossag kapcsolata az egyoldali folytonossaggal
Legyen zy € R és legyen az f fiiggvény értelmezett az x valamely k(xg)
kornyezetében. Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az xq pont-
ban, ha léteznek az lim, .+ f (x) és a lim, s S (x) jobb- és bal oldali
hatarértékek xo-ban, egymassal és az f(xg) helyettesitési értékkel egyen-
16k.

Bizonyitas:

A tétel azonnal kovetkezik a jobb oldali folytonossag és a jobb oldali
hatarérték kapcsolatanak tételébol, valamint ennek a bal oldali folyto-
nossagra megfogalmazott verziéjabol.

3.2.3. Fiiggvények intervallumon vett folytonossaga
[ Az (a,b) intervallumon folytonos fiiggvény fogalma

Definicié: Nyilt intervallumon folytonos fiiggvény

Legyen az f fiiggveny értelmezett az (a, b) intervallumon. Az f fliggvény
folytonos az (. b) intervallumon, ha folytonos az (a, b) intervallum min-
den pontjaban.

Példa:
Az f:(—-1,1) = R, f(z) = |z| folytonos fuggvény a (—1,1) intervallu-
mon.
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[ Az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvény fogalma

Definicié: Zart intervallumon folytonos fiiggvény

Legyen az f fiiggveny értelmezett az [a, b] intervallumon. Az f fliggvény {Fde:z.int.folyt}
folytonos az [a, b] intervallumon, ha folytonos az (a, b) intervallum min-

den pontjaban, jobbroél folytonos az a pontban és balrdl folytonos a b

pontban.

3.2.4. Folytonos fiiggvények
A folytonos fiiggvény fogalma

Definicié: Folytonos fiiggvény
Egy figgvény folytonos, ha értelmezési tartomanydnak minden pontja- {rde:folyt.fv}
ban folytonos.

Példa:
A abszolutérték-figgvény folytonos fliggvény (mert értelmezési tartoma-
nyanak minden pontjaban folytonos).

Megjegyzés: Folytonossag geometriai szemmel

Folytonosség tehat csak értelmezési tartomdnybeli pontok esetén johet {Fme:folyt.geom}
szoba. Ha egy fliggvény grafikonjat le tudjuk rajzolni ceruzank felemelése

nélkil, akkor a fiiggvény folytonos. Forditottja nem igaz, gondoljunk csak

az f: R\ {0} = R, f(z) = % reciprok fiiggvényre, ami folytonos (mert

R\ {0} minden pontjaban az, de nem rajzolhaté le ceruzénk felemelése

nélkiil, hiszen a 0-ban nem értelmezett.

E A fiiggvénymiiveletek és a folytonossag kapcsolata

Tétel: Folytonos fiiggvények és fiiggvénymiiveletek
Ha f és g folytonos fiiggvények, algkor - amennyiben léteznek - az f + ¢, {Fte:folyt.muv}
kf (ahol k € R), f- g, g és [f(z)]e fiiggvények is folytonosak.

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik az xp-ban folytonos fiiggvények és fiiggvény-
miveletek tételébol.

Tétel: Folytonos fiiggvények kompozicidja
Folytonos f és g fliggvények esetében, ha létezik az f o g Osszetett fiigg-  {Fte:folyt.komp}
vény, akkor az is folytonos.

Bizonyitas:

« /ey

vénykompozicié és az adott pontbeli folytonossag tételébol.

Megjegyzés: Inverz fiiggvény folytonossaga
Az inverz figgvény definici6jabol kovetkezik, hogy invertalhato folytonos {Fme:folyt.inv}
fiiggvény inverze is folytonos.
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Tétel: Szigoriian monoton, folytonos fiiggvény inverze
Ha f szigorian monoton, folytonos fiiggvény, akkor invertalhaté és az  {Fte:sz.mon.folyt.inv}
f~t inverz fiiggvény is folytonos és ugyanolyan monotonit4st.

Bizonyitas:

A tétel azonnal kovetkezik az invertalhatosagra adott elégséges feltétel
tételbdl (mely szerint az f fiiggvény szigori monotonitésa elég az inver-
talhatosaghoz és az f~! fiiggvény megbrzi az f monotonitasat), valamint
az invertalhato folytonos fiiggvény inverzérdl szoldé megjegyzésbol.

[} Elemi fiiggvények és folytonossaguk

Definicié: Az elemi fiiggvény fogalma
Elemi fiiggvénynek neveziink minden olyan fiiggvényt, amely az {Fde:elemi.fv}

fi:R—=R, fi(z) =2 identikus fliggvénybdl,

fo: R—= R, fo(z) =sinx  szinusz fiiggvénybdl,
és az
fs:R—= R, f3(z) =e® exponencidlis fiiggvénybdl

véges sok Osszeadassal, allanddval torténo szorzassal, szorzassal, osztés-
sal, invertalassal és fiiggvénykompozicioval allithato elo.

Példa:

Elemi fiiggvények példaul a hatvanyfiiggvény, a polinomfiiggvények, a {Fpe:elemi.fv}
raciondlis tortfiiggvény, a trigonometrikus fiiggvények és inverzeik, és az

ezekb6l (a definicioban megadott szabaly szerint) eléallithaté fiiggvények.

Tétel: Elemi fiiggvények folytonossaga
Az elemi fiiggvények folytonosak értelmezési tartomanyukon. {Fte:elemi.fv.folyt}

Bizonyitas:

c sz

folytonos fliggvények és fiiggvénymiiveletek tételébol.

3.2.5. Szakadasi helyek osztalyozasa

[J A szakadasi helyek tipusai

Definicio: Megsziintethet6 szakadasi hely

Az g € Dy hely az f fiiggvény megsziintethet6 szakadasi helye, ha (rge.pegszun. szak}
létezik és véges a lim, ., f(z), de nem egyenld az f(zo) helyettesitési

értékkel.

Az elnevezés abbdl adédik, hogy amennyiben az f(xq) helyettesitési ér-

téken valtoztatunk (lim, ., f(x)-szel egyenlének vessziik), akkor a sza-

kadéas xp-ban megsziinik.
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Példa: Megsziintethetd szakadasi hely

Legyen
sinx

——, haz #0
x
0, ha z = 0.

fR=>R, f(z)=

Mivel az elemi fiiggvények folytonosak (értelmezési tartoméanyukon), az
f fiiggvény folytonos az R\ {0} halmazon. Szakadasi pontot igy csak

xg = 0-ban kell vizsgalni. A hatarértékszamitdskor hasznaljuk a ne-
vezetes fliiggvényhatarértékek tétel 5. képletét, azaz a lim, o S22 = 1

Tz
képletet.
sinx

lim f(z) = lim =1#0= f(0),

z—0 z—0 g o

igy az x = 0 az f fiiggvény megszintetheté szakadasi helye. (Az f
figgvény folytonossa teheté x = O-ban (és ezaltal mindeniitt), ha ebben
a pontban a fliggvényértéket 1-nek vessziik 0 helyett.)

Definicié: Elsofaju szakadasi hely; ugras

Az x = xg hely az f fliggvény elsofaji szakadasi helye vagy mondjuk
azt is, hogy f-nek ,ugrasa” van = = xg-ban, ha léteznek és végesek
alim, . f (x) és lim, s S (x) jobb- és bal oldali hatarértékek, de nem
egyenlok egymassal.

Definicié: Masodfaju szakadasi hely
Az x = x¢ hely az f fiiggvény masodfaji szakadasi helye, ha szakadasi
hely, de nem megsziintetheto és nem elséfaju.

[& A szakadasi helyek vizsgalata

Mintafeladat: Szakadasi helyek
Vizsgéljuk a kovetkezo fliggvény folytonossagat, és ha vannak szakadasi
pontjai, allapitsuk meg azok tipusat is.

22 4+ 10z — 200
h R\{-151
2150 150 M T € RA{=15,10}
6
f:R%Ra f(x): g, ha z =10
1
2 ha z = —15.

Megoldas:
Nézziik meg az elsé sorban talalhatoé racionalis tortfiiggvény nevezojét.
Ellendrizziik, hogy ténylegesen az x = —15 és az x = 10 helyeken nem

definialt a racionalis tortfiggvényiink?

Tio = —5£v25+600 V§5+600, azaz r1 = —15 és az xo = 10, tehat jogos, hogy ezeken
a helyeken mas hozzarendelési szabalyt kellett megadnia a feladatnak.

Melyek azok a helyek, ahol az f fliggvény biztosan folytonos, és miért?

Mivel az elemi fiiggvények folytonosak (értelmezési tartoméanyukon), az
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f fiiggvény elsé sordt tekintve elmondhatjuk, hogy f folytonos az R \
{—15,10} halmazon.

Mely helyeken kell a tovdbbiakban vizsgdlnunk a folytonossagot (vagy
szakadast)?

A tovabbiakban folytonossag (vagy szakadas) vizsgalat csak az x = 10
és az © = —15 pontokban sziikséges.

Vizsgaljuk meg, hogy teljestilnek-e az adott pontbeli folytonossag feltéte-
lei az x = 10 helyen? Amennyiben nem, allapitsuk meg, hogy a szakadasi
hely megsziintethetd, elséfaju vagy masodfaji szakadasi hely?

El6szor megnézziik, mennyi a lim,_,q % hatarérték.
Behelyettesités (z helyére 10-et frunk) utén a § esetet kapjuk, amit a
racionalis tortfiiggvény hatarértéke mintafeladat c¢) pontjanak megfele-
16en gy oldunk meg, hogy mind a nevezdét, mind pedig a szamlalét a
masodfoktl polinom R-beli gyoktényezds alakjaba irjuk.

Ehhez sziikségesek a szamlald valds gyokei is (biztosan vannak, hiszen a
helyettesitésbdl mar kidertilt, hogy a 10 gyoke a szamldlonak).

A szamlalo valés gyokei z34 = —10:+£y/100+800 W, azaz vy = —20 és x4 = 10.
Ekkor a szamlalo és a nevezd gyoktényezos alakja

2% 4+ 102 — 200 = (2 + 20)(z — 10)
és

2% + 5z — 150 = (z + 15)(z — 10),
ami miatt felirhatjuk, hogy

2 _ _
L7 + 102 —200 _ - (x +20)(x 10):1, x+20_§:f(10)’
2=10 g2 4+ 5x — 150 =10 (x + 15)(z — 10)

im —— =
a—=10x 4+ 15 5

ez azt jelenti, hogy a fiiggvény folytonos az x = 10 helyen is.

Vizsgaljuk meg most, hogy teljesiilnek-e az adott pontbeli folytonossig
feltételei az x = —15 helyen? Amennyiben nem, allapitsuk meg, hogy a
szakadasi hely megsziintetheto, elséfaji vagy méasodfajiu?

2?4+ 10z —200 . (x4 20)(z — 10) . x+20

im = lim = lim )
e=-15 72 +5x — 150  2—=-15 (x 4+ 15)(z — 10) 2—=-152 415

Ujabb helyettesités az % esetet eredményezi, ami miatt elmondhatjuk,

hogy a jobb- és bal oldali hatarértékek x = —15-ben nem végesek

ahol figyelembe vettiik az x 4+ 15 el6jelét, ha jobbrol és ha balrdl tartunk
—15-hoz.
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Ez azt jelenti, hogy a fliggvénynek nincs véges jobb- és bal oldali hatar-
értéke az x = —15 helyen, tehat az © = —15 masodfaju szakadési hely.
Osszefoglalva az eredményt: f folytonos R\ {—15}-ben és az x = —15
helyen masodfaju szakadasa van.

A Fiiggvények folytonossdga lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:

Legyen
sin 4x

, hax #0
0, ha x =0.

fR=>R,  f(z)=

Az értelmezési tartomany mely zy pontjaban van f-nek szakadésa? Mennyi-

nek kéne venni zp-ban a fiiggvényértéket, hogy folytonos legyen f az
R-en? (Csak szdmokat lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: f-nek az xo = 0 -ban van szakadésa.

Valasz: Az zy-ban a folytonossagot egyediil az f(z9) = 4 érték bizto-
sitja.

Megoldas:
Mivel az elemi figgvények folytonosak értelmezési tartomanyukon (és a
g:R\{0} = R, g(z) =22 is az), f folytonos az R \ {0} halmazon.
Az xy = 0-ban a hatarérték:

sin 4x sin 4x

lim f(x) = lim = lim
:r~>0f( ) =0 z—0 A4

4=1.4=4
tehat az xy = 0 egy megsziintethetd szakadasi hely. Az f(0) = 4 érték
az egyetlen, amivel f folytonos fiigvénnyé teheto.

Tesztkérdés:
Viélasszuk ki az alabbi allitasok koziil a masodfaji szakadasi hely defini-
ciojat.

o Az x = xy € Dy hely az f fiiggvény masodfaju szakadasi helye, ha
xro-ban létezik és véges az f jobb- és bal oldali derivaltja, csak nem
egyenlok egymassal.

o Minden olyan értelmezési tartoméanybeli pont, ami nem els6faju sza-
kadasi hely, masodfaju.

o Masodfaju szakadasi hely van ott, ahol a fiiggvény nem folytonos és
a szakadas nem megsziintetheto.

o Az v = xy € Dy hely az f fiiggvény masodfaji szakadasi helye, ha
szakadasi hely, de nem megsziintetheté és nem elsofaju.

Megoldas:
A masodfaju szakadasi hely definici6ja miatt csak a negyedik valasz a
megoldas.
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Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz allitdsokat! {FVF-003}

X Elemi fiiggvények értelmezési tartomanyukon folytonosak.

O Elemi fliggvénynek neveziink minden olyan fiiggvényt, mely az iden-
tikus fliggvénybol és a szinusz-, valamint koszinusz fiiggvényekbol
véges sok Osszeadassal, allanddval torténé szorzassal, osztassal, in-
vertalassal és fliggvénykompoziciéval allithato eld.

X Elemi fiiggvénynek neveziink minden olyan fiiggvényt, mely az iden-
tikus fliggvénybol, a szinusz fiiggvénybdl, valamint az e alapt expo-
nencialis fiiggvénybdl véges sok Osszeadassal, szorzassal, allandéval
torténd szorzassal, osztassal, invertalassal és fiiggvénykompozicidval
allithato elo.

0 Van olyan elemi fiiggvény, mely értelmezési tartomanya bizonyos
pontjaiban nem folytonos.

Megoldas:
Az els6 allitas igaz, mert nem mas, mint az elemi fiiggvények folytonos-
sagaval kapcsolatos tétel.

Emiatt a negyedik allitas hamis.

A harmadik allitas az elemi fiiggvények definiciéja miatt igaz, és
ugyancsak emiatt hamis a masodik allitds. Tehat az els6 és a harma-
dik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Legyenek 1,2 € R, legyen R : R\ {z1, 22} — R egy racionalis tortfiigg- ryr-004}
vény, és legyen adott egy
R(x), ha z € R\ {21, 22}
fR—>R, f(zr)=<a, haz=ux

b, ha x = x4

fiiggvény. Valaszd ki az igaz allitasokat!

X Ekkor f lehet mindeniitt folytonos.
O Ekkor f-nek xi-ben és zo-ben mindig szakadéasa van.
O Ekkor f-nek zi-ben és xo-ben mindig ugrasa van.

O Ekkor ha az x; és x9 helyek valamelyikében f folytonos, akkor a
masik biztos szakadasi hely.

O Az el6z6 allitdsok mind hamisak.
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Megoldas:
Az elso allitas igaz, pl. az

(z = 5)(@ = 2)(x — 1)

, ha x e R\ {2,5}

—5)(x —2
4, hax =5

fiiggvény mindeniitt folytonos, mert lim, o f(z) = f(2) = 1 éslim, 5 f(z) =
f(5) = 4.

Emiatt a tobbi allitas mind hamis.

Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz éllitasokat! {FVF-005}

X Van olyan fiiggvény, mely R minden pontjaban értelmezett és egyik-
ben sem folytonos.

X Két, zo-ban értelmezett, de ott nem folytonos fiiggvény Osszege még
lehet folytonos.

X Egy figgvény folytonos az [a,b] korlatos és zart intervallumon, ha
folytonos az (a, b) intervallum minden pontjaban és balrél folytonos
a b pontban, valamint jobbrél folytonos az a-ban.

X Ha az f fiiggvény folytonos az zy pontban, g pedig folytonos az
f(zo) pontban és létezik a g o f fliiggvény, akkor g o f folytonos az
o pontban.

Megoldas:
Az els6 allitas igaz, példa ra a Dirichlet-fiiggvény.

A mésodik allitas igaz, pl. barmely zg-ban értelmezett, de ott nem
folytonos fiiggvénynek és ellentettjének osszege nullfiiggvény, ami folyto-
nos.

A harmadik allitas is igaz, mert pontosan az [a, b] intervallumon foly-
tonos fliggvény definicidja.

« sz

nak tétele. Tehat az Osszes allitas igaz.

3.3. A Banach-féle fixpont tétel*

3.4. Korlatos és zart intervallumon folytonos fiiggvények

3.5. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

E lecke befejezése utan a hallgato:

e ismeri a sh, ch, th és cth hiperbolikus fliggvényeket, f6bb tulajdon-
sagaikat, fontosabb azonossagaikat,
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