Hatarérték, folytonossag

Ertelmezés
Definicié Legyen a torloddsi pontja D¢-nek, ésb € R! Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke a-
ban b, ha

Ve>0:30(e) >0:2z€ DsN Kg,g(a) = f(z) € K.
Ezt igy jeloljik:
lim f(z) = 0.

z—a
Legyen a € D! Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha
Ve >0: 35(6) >0:xzeDnN Kg’g(g) - f(g) S Kf(g),g.

Az egyvaltozos esethez hasonldéan, most is szoros kapcsolat van a hatarérték és a
folytonossag kozott, ami a definici6 kdzvetlen kvetkezménye.



Kovetkezmény Legyen a € Dytorloddsi pontja Ds-nek! f pontosan akkor foly-tonos a-
ban, ha

lim f(z) = f(a).

z—a

Tétel (Atviteli elv) Legyen a torléddsi pontja Dy -nek! [ hatdrértéke a-ban b
pontosan akkor, ha minden Dy \ {a}-beli a-hoz tarté x) sorozatra az f(xy) sorozat tart
b-hez, azaz

lim f(z) =b <

z—a

= a = flz) = b,
ahol xy, tetszdleges Dy \ {a}-beli sorozat.

Legyen most a € Dy! f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden D;-beli a-hoz
tarto xy sorozatra az f(xy) sorozat tart f(a)-hoz.

Tétel Legyen a belsd pontja Dy-nek dgy, hogy f folytonos a-ban, és f(a) > 0. Ekkor
AK,:z € K,— f(z) > 0.

1Utmutatdas: Mint valdsban. Legyene = }(g) és0(e) elég kicsi, hogy K, sC Dyis
teljestilyon.

Folytonos fiiggvények

Definicié Ha A C Dy, és f folytonos minden a € A pontban, akkor azt mondjuk, hogy f
folytonos A-n.

Ha f folytonos D¢-en, akkor f-et folytonosnak nevezzik.
Az atviteli elv segitségével bizonyithatd az alabbi tétel:
Tétel (Folytonossag és miiveletek) Ha f és g n-vdltozds fiigguények folytono-

sak az a € DyN D, pontban, illetpe A € R tetszdleges, akkor Af, f+g és f-g is folytonos
a-ban. Ha még g(a) # 0, akkor = is folytonos a-ban.
9

Példa Mutassuk meg, hogy f(x,y) =y folytonos R*-en!

Megoldas: Birmely rdgzitett (a, b) pontbeli f olytonossdg belathatd definicid szerint, 0(e)
= e vdlasztassal. | f(x,y) — f(a,b)| =y — b| <d((z, y), (a,b)).

Hasonlgan ldthatd, hogy az f(z,y) = z is folytonos R%en, illetve hogy f(x) = x;
folytonos R™-en, + = 1,2,..7;n.



Megjegyzés A fenti tételbdl kovetkezik, hogy ™, y* valamint £™ -y is folytonosakés igy
ezek konstansszorosai, dsszegei is folytonosak. Tehdt azn vdltozos polinomok
 Dml(z)

Pr(z)

folytonos, ha a nevezd nem nulla.

folytonosak. Sét, az r(z) (két polinom hdnyadosa) raciondlis tort kifejezés is

Példa Hol folytonos a

pa(z,y, 2) = 232 + bayz — 422 4+ 6y — /2
hdromudltozds, negyedfoki polinom?
Megoldas: Az iménti megjeqyzés szerint mindenhol, azaz az egész R3-on.

Kovetkezmény A skaldris szorzds folytonos.

Utmutatas: Tekintsiik azn-dimenzids skaldris szorzdst eqy 2n-valtozos fligguénynek a
kovetkezoképpen:

(X1, T2y oy Ty YL, Y2y - -+ Yn) > T1Y1 + ToYo + ++ + TpYn.

Ez az elozoek szerint folytonos.

Osszetett fiiggvény folytonossiga
Legyen most f egyvaltozoés, mig g tobbvaltozés! Ekkor fog: Dy, C R™ — R fiiggvényt
2 € Dyog ={z € Dy : g(z) € Dy}

esetén értelmezziik, igy:

(fog)(z) = flg(z)).

Tétel ((")sszetett fiiggvény folytonossiga) Ha g folytonos a-ban, ahola € Dy, és f
folytonos b-ben, aholb = g(a) € Dy, akkor f o g folytonos a-ban.

Példaul, ha folytonos egyvaltozos fiiggvénybe folytonos kétvaltozos fiiggvényt helyet-
tesitiink, akkor folytonos fiiggvényt kapunk.

Példa Hol folytonos a sin(x + 2y?) figguény?

Megoldas: A f(x) = sin x egyvdltozds figguényrél korabbrdl tudjuk, hogy folytonos, a g(x,
y) = x + 24 fiigguényrél pedig az elébb ldttuk, hogy szintén folytonos. Az dsszetett fiigguény
folytonossdagardl szolo tétel alapjdn a

sin(z + 2y*) = (f o g)(z,y)

fligguény is folytonos mindenhol, azaz az egész R*-en.



Allitas

y=max

2. haVx € Ky: 3lim _ f(z,y), akkor 3lim lim f(z,y) = A;
y—0 z—0 y—0

3. haVy € Ky: 3lim  f(x,y), akkor Ilim lim f(z,y) = A;
z—0 y—02x—0

A 1. dllitdas azt mondja, hogy barmely m meredekségii egyenes mentén tartva az origohoz a
hatarérték ugyanaz marad. Ez az datviteli elv kozvetlen kovetkezmé-nye.

Az2. és3. dllitasban pedig lényegében tengelyekkel parhuzamos térdttvonal mentén kozel
itgiik az origot.

Példa Hol folytonos az aldabbi fligguény?

Y

fla,y) =y
0, ha (z,y) = (0,0)

Megoldas: Az f figgvény minden (x, y) # (0, 0) pontban folytonos, csak a (0, 0) pontban
kell vizsgdlnunk. Ott az atviteli elv alapjan belathato, hogy a hatdrérték nem létezik és igy a
figgvény a (0, 0) pontban nem folytonos. Ugyanis, az xx — 0, y = xy origdhoz tartd
pontsorozat mentén a fiigguény 1/2-hez tart

Yk TpTk 1
€T _= —_= — —

mig az x, — 0, yp = 22 origdhoz tarté pontsorozat mentén a figgvény 2/5-hoz tart

i+ 4xi 5

f(wr, ) =

A hatdrérték nem lehet egyszerre 1/2 és 2/5 is.



Ezt az okoskodast megfogalmazhatjuk gy is, hogy az [ fligguényt az y = mx mentén
vizsgdalva az eredmény fiigg az m-tol, ezért a limesz nem létezik:

i, f(y) =l flema) =l s = T
(2,y)—(0,0)

valdban fiigg az m-tél. (Az elébbi meggondolisban m = 1-et, illetve m = 2-t vdlasztot-

tunk.)
Példa
222
fle,y) = § 3¢t +4y*

0, ha (z,y) = (0,0)
lim x,y) =7
(z,y)—(0,0) fz.y)
Megoldas: = =0 (az y tengely) mentén: lim f(x,y) = lim f(0,y) = 0, mig
50 v=0
4

z—0
hatarérték.

Vagy y = mx egyenesek mentén:

m2z* m?

i, o) =l =
(z,y)—(0,0)

fiigg m-~tol, ezért nem létezik hatdrérték.

Megjegyzés A lim Of(x,y) jelentése, hogy rogzitett y mellett x tart a nulldhoz,
xT—

tehdt a fiigguényt egy z-tengellyel parhuzamos egyenes mentén vizsgdljuk.

9
Példa  lim rryTer
(,y,2)>0 T — 2+ Y
Megoldas:
9 9 9
lim lim lim =2 %% i lim 22— Jim 22 = 9
z—=0z—=0y—0 x — 2 + Ty z—0x—0 1 — 2 z—0 —2
9
lim lim lim 2422 i gim 2 Y i L =1 2 2,

z—=0y—0z—021 — 2 + Ty z—0y—0 x + Ty z—0
ezért mem létezik a hatdrérték. A fenti, ugynevezett ismételt limeszek jelentése, hogy
a tengelyekkel parhuzamos tordttvonal mentén vizsgdltuk o fiigguényt. Ezért ha azonos
értéket kaptunk volna, abbol még nem kévetkezne a hatarérték létezése. Példaul az v =
y=z=tést — 0 egyenes mentén lehetne mds a hatdrérték.



A kovetkezo példa mutatja, hogy a feltételek egyiittes teljesiilése sem elégséges.

Példa Van-e hatdrértéke az origéban az

2

__ty
f<x’y)_m4+y2

fiigguénynek?

Megoldas: A tételben szereplé mind a 6 hatarérték létezik, és mind 0, ami alapjdan a kérd
ésre lehetne a vdlasz igen, de dvatarérték csak 0 lehetne.

Vizsgaljuk most az (xk(,lyk)): o k% sorozatot. Mivel ez tart az origohoz, az dtviteli
elv szerint ha létezne a kérdéses hatarérték, akkor

(1)
D ()

0 = lim f(xg, yx) = lim

DO | =

§|w|§|>—t

adodna, tehdt a hatdrérték nem létezik.

Egyéb moddszerek a hatarérték vizsgalatara

Lattunk modszereket arra, hogy ha a hatarérték nem létezik, azt hogyan lehet megmu-
tatni. Ha egy az el6zoekhez hasonld fliggvénynek van hatarértéke, ezt vagy definicio
szerint bizonyitjuk, vagy néha a kovetkezo modszerrel.

Példa

229>

flz,y) = 22 +y*
Folytonos-e f az origéban?
Megoldas: Legyen x, = 0, COS ©n, Yn = 0n SIN @, ahol p, tetszdleges, o, — 0. Ekkor (z,,
Yn) egy tetszéleges (0, 0)-hoz tartd pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(x,, y,) konvergenci
ajat:

203 cos p,, sin” p,,

lim0 5 = lim0 20,, cos @, sin ¢, =0 = f(0,0),
On—> n On—> N~ ——
entetsz. ¢ pntetsz. —0 Lorldtos

tehdt f folytonos (0,0)-ban.
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Példa Hol folytonos az

TYZz
Zrpera n 0.0.0
f(a:’y’z): x2+y2+227 a(]}’y7z>7£(7 9 )7

0, ha (z,y,z) = (0,0,0)

fiigguény?

Megoldas: A fiiggvény az origot kivéve mndenhol f olytonos, igy csak az origobeli
folytonossagot kell vizsgalnunk. Mvel (x,y, z) /= (0, 0,0) esetén a 3.5. Tétel matt

|z| Y| I
z,y, 2)| [(z,y,2)| |[(x,y,2)| ~
S |(x,y,z)| 1-1-1= |(Iayaz>|a

|zy2|
x2+y2+22

f(z,y,2)] = =!(x7y,z)||(

ezért

lim x,y,2) =0,
(m,y,z)—>(0,0,0)f( y )



Weierstrass-tétele altalanosan tgy szol, hogy kompakt halmaz folytonos képe kom-
pakt. Ennek egy specialis alakja a kovetkezo.

Tétel (Weierstrass-tétele) Ha D; kompakt és f folytonos, akkor felveszi mini-mum
at és maximumdt, azaz

3, n€ Dy:¥x € Dy: f(§) < f(z) < f(n)

Definicié Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos a H C D¢halmazon, ha Ve > 0-hoz
30(e) > 0, hogy

d(z,y) <d(e) = d(f(z), f(y) <e  (z,y € H).

Példa
.T2y2
— 7 _ p 0,0
fog) = i a (x,y) # (0,0),
0, ha (z,y) = (0,0)
l'2y2

g(w,y) = § vt +y*
0, ha (w,y) = (0,0)

1. Folytonos-e f, illetve g?
2. Korldtos-e f, illetve g a H = {(x,y) € R* : 2% + y* < 1} kérlapon?

Megoldas: 1. Az origon kivil mindenhol folytonos f és g is, igy csak az origobeli
folytonossag a kérdés.

0y cos® @y sin® g,

ghIE}O 7 = Qligo 02 cos® p, sin ¢, =0 = £(0,0),
n n N—————
onlelsz. " entetsz. —o korldtos

tehdt f folytonos (0,0)-ban.

m2z* m?

li = 1li = .
xl—% g(l.’ y) xlir(l) 4 + mixd 14+ m4
y=mzx

Ez fiigg m-tél igy g nem folytonos (0,0)-ban.



