Derivalt

Parcialis derivalt
Definicié Legyena € Dy, ésx = a;+ h! Konstrualjuk meg a g egyvdltozos fiigguényt igy,
hogy
g(z) = gla; + h) = f(a + he;) (heR:a+ he € Dy)
teljestiljon, azaz legyen
g(x) = flar, ..., a1, T, Q41, ..., a)!
Ha g derivalhato x = a;-ben, akkor azt mondjuk, hogy f parcidlisan derivdlhato az i-edik
vdltozdja szerint a-ban, és ¢'(a;)-t az f a-beli, i-edik valtozo szerinti parcidlis derivdltjanak
nevezzik.
Ezt tobbféleképpen is jeldlhetyiik, nevezetesen

. af | o . df .. af , .. ,
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Megjegyzés Ahhoz, hogy a fenti g derivdlhato legyen a;-ben kell, hogy a; belsé pontja
legyen Dg-nek. Emiatt csak olyan a-ban értelmeztik az i-edik vdltozo szerinti parcidlis
derivdltat, amire a +he; € I}, ha |h| elég kicsi. Hu példdul a belsd pontja I} - nek, akkor ez a
feltétel biztosan t eljestil.

Megjegyzés A parcidlis derivdltakat kozvetve eqyuvdltozos hatdarértékként értel-meztiik,
i9y
flag,...;a;+h,...;a,) — flar,...,ai ..., ap)

! . o

— lim f(al,...,ai_l,x,aiﬂ,...,an) —f(al,...,ai_l,ai,aiﬂ,...,an) .




Specidalisan, kétvdltozos esetben

F(xo, yo) = mh_,rﬁo [z, yoi : :];()xm Yo) _ hi% f(zo + h, yO})L — f(xo,v0)

(20, y0) = lim [0, y) — (20, Y0) — lim f(zo,yo + k) — f(%?yo).

Yy—Yo Y — Yo k—0 k

Megjegyzés (Geometriai tartalom) z =f(x, y) kétvdltozds esetre: Rkintsik a figgv
ény grafikonja, és azy =yq sik metszetét, azaz azy =yo f eltételnek eleget t evd felileti gorb
ét.

Ez a

{(%?/07 f(x7y0>)} = {(J?,y(),Z) : (‘TayO) € nyz - f(%yo)}
—
g(z)

ponthalmaz. Legyen o ezen girbe (xo, yo, f (o, yo)) pontbeli érintéegyenesének hajlasszige
(azy = yo stkban). Az egyvdltozos fiigguény derivaltji-nak geometriai tartalma miatt: tg o
= ¢ (x0) = [l (w0, yo), ezért az adott érintdegyenes irdnydba mutatd vektor: vy = (1, 0, f
(0, y0)) = i+ f1(z0, Yo)k-

Most tekintsiik o fligguény grafikonja, és az x = xq sik metszetét, azaz az v = xq felt
ételnek eleget tevo feliileti gorbét .

Ez a
{(l‘o,y,f(l'o,y»} = {(l‘o,y,Z) : (l'o,y) € Df7Z = f($0,y)}
—

9(y)

ponthalmaz. Legyen (3 ezen gorbe (xq, yo, f(xo, Yo)) pontbeli érintdegyenesének. Az egyv
dltozds fiiggvény derivdltjd-nak geometriai tartalma miatt: tg 8 = g'(yo) = f, (%o, Yo), ezért
az adott érintéegyenes irdnydba mutato vektor: vo= (0, 1, f, (o, yo)) = 1 + f, (%0, Yo)k-
Szdmoljuk most ki a két érintéegyenes dltal meghatarozott sik egyenletét! Ez a sikdthalad a
Po= (0, Yo, f (0, yo)) ponton ésn normdlvektora meréleges vy-re és vg-re is, tehdt

k

i
n=v Xvy=|1 0 fal@o,y0)| = —fr(wo, yo)i — f{,(i’f'o,yo)i‘f‘k-
0 1 f;(I07y0>

Ennek (—1)-szeresével szoktunk dolgozni, igy ennek a siknak egy egyenlete:
fo(wo, yo) (@ — o) + f (%0, 0) (Y — v0) — (2 — f(20,%0)) = 0.

Késébb lesz réla szd, hogy milyen feltételek mellett fogjuk ezt a sikot az f fiigguény (o, yo)-
hoz tartozo érintdsikjanak nevezni.



(a) Els6 véltozo szerinti (b) Mésodik véltozé szerinti

parcialis derivalt

11
Az 4bra az f(z,y) = 1 +2%+y? fiiggvény a = (9, o) = (5, 5) pontbeli parcidlis
derivéltjait szemlélteti.

Példa Adjuk meg az
f(z,y) = e +22* +3(2y +1)°

fiigguény parcidlis derivaltjait!

Megoldas:
/ I g 3. 9.2 -3 4
fi(z,y) =y’e>" (=3) + 8x7; fol@,y) =3y e™ +15(2y +1)" - 2.
Példa Adjuk meg az

f(z,y) = 22° cos = + 2 + 3
Y

fiigguény parcidlis derivdltjait!



Megoldas: y # 0 mellett

1
fi = 6x? cos < + 243 - (— sin f) ~ + 2x;
Y v,y
fy = 227 <— sin E) (—%) + 3%
Y Yy
Példa Adjuk meg az
(z+2)%
—=+2xr+3, h , 0,0),
cog < | ks ha (e £ 0.0
3, ha (z,y) = (0,0)

fiigguény origobeli parcidlis

derivaltjait!
Megoldas: £(0.0) = lim f(h,0) — £(0,0) — im 0+2h+3-3 5
zA h—0 h h—0 h ’
lletve
ik +3-3
/ _ — Y = _— =
OO T T T e T

tehat az y szerinti parcidalis derivalt nem létezik.
Vagy g1(z) = f(x,0) = 2z + 3, dgy f,(0,0) = g1(0) = 2, dlletve

4
—+3=—-—+4+3, hay#0,
92(y) = f(0,y) = § ¥* Y
3, ha y = 0.

Ez a figguény nem folytonos y = 0-ban, igy ott nem is derivdlhato, ezért f nem
derivdlhato parcidlisan az origéban a 2. vdltozo szerint.

Totalis derivalt

Egyvaltozés esetben akkor neveztiik az f fiiggvényt derivalhaténak az a € int Ds-ben,

ha az
A i L@ = fla) _ . flath)— fla)

T—a Tr— a h—0 h

hatarérték létezik és véges. Ez igy tobb valtozos esetben nem megy, mert a nevezében
vektor lenne. Ezért hasznaljuk

o @) = (@) = Aw —a)

T—a |x — al

=0,



vagy a linedris approximaciot,
Af=fla+h)— f(a)=A-h+¢e(h)-h,

ahol A fliggetlen h-tol, és }llil% e(h) = 0. Ezek 4tirhatok vektorokra.
—

Most értelmezziik a derivaltat a linearis approximécioval, egyszertien szorzatként je-
16lve a skalaris szorzatot.

Definicié Legyen a belsd pontja Dy -nek! Azt mondjuk, hogy f (totdlisan) deri-vdlhato a-
ban, és a-beli gradiens vektora a G € R", ha3de : Dy— a — R™Mgy, hogyVh € Dy — a esetén

- Af=fla+h)— fla)=G-h+e(h)-h

s

EL% g(h) =0.
A gradiensvektorra a

gradf(a) =G

jelolést vezetyiik be.

Tétel (A totdlis derivalhatdsag sziikséges feltételei) Ha f az a-ban totdli-san
derivdlhato, akkor

1. mindegyik valtozoja szerint derivdlhato parcidlisan, és
f2,(a) = grad f(a);.

2. folytonos a-ban.



Bizonyitas. 1. h = hie; esetén
Af = fla+ hiei) = f(a) = gradf(a); - hi + &i(h) - hs,
igy

f(al,...,ai—l—hi,...,a,;L)' — f(aly-.-7a’i7-.-7a/n) — gradf(Q)z _I_gz(ﬁ)

Ha h; — 0, akkor h — 0, ezért e(h) — 0. Ekkor ;(h) — 0, és ezért valéban

i .

2. fa+h)= f(a) +gradf(a) - h +e(h) - h miatt

lim f(z) = lim f(a + 1) = lim (f(a) + gradf(a) - b +e(h) - ) = f(a),

z—a

tehat a hatarérték egyenld a helyettesitési értékkel. O

Tétel (A totdlis derivilhatdsag elégséges feltétele)

Legyen a belsé pontja Ds-nek! Ha f mindegyik vdltozdja szerint parcidlisan deri-

valhato valamely K,-ban, és a parcidlis derivdltak folytonosak a-ban, akkor f totalisan
derwadlhato a-ban.

Bizonyitds. Bonyolult.



Végiil jegyezziik meg, hogy ketténél tobb valtozd esetén a + h-bol a tengelyekkel par-
huzamos szakaszok mentén jutunk a-ba, és ezeken a szakaszokon alkalmazzuk a Lagrange-
féle kozépértéktételt, a fentihez hasonlé modon. n

Definicié Azt mondjuk, hogy f folytonosan derivdlhato a D C DyC R" nyilt halmazon, ha
parcidlis derivaltjai [éteznek és folytonosak D-n.

Jelolés: f e Cp.

Az elégséges feltétel miatt, ha f € Cp, akkor f totdlisan derivalhaté D-n. n = 1
esetén lattuk, hogy ez forditva nem igaz. Nagyobb n-ekre sem.

Példa Hol differencidlhatd (totdlisan) az f(x, y) = 2+ y* fiiggvény? grad f =7

Megoldas: f, = 2z, f, = 2y mindeniitt léteznek és folytonosak, ezért f mindeniitt
derivdlhato, és gradf(x,y) = 2xi + 2yj = (2z,2y).

Vegyiik észre, hogy gradf mindig sugdr irdnyi. Ez nem véletlen, mert ldtni fogjuk,
hogy grad f mindig merdleges a szintvonalra és az most éppen origo kézépponti kor.



Ty /

Példa Legyen f(z,y) = m. gradf =7
Megoldas:
= y(z? + 1)e¥ — xy2ze?
T (22 4 1)2e%
és

z(x? +1)e¥ — zy(x® + 1)ev
(22 4 1)2e%
mindeniitt létezik és folytonos, ezért f mindeniitt derivdlhatd, és gradf = fii+ f,j =
(f2r Iy)-
Példa Differencialhato-e a (0, 0) pontban az f(z,y) = V2 +y? figguény?

Megoldas: Nem differencidlhatd, mert nem létezik f,(0,0), f, (0, 0), tehdt nem tel-jesiil
az eqyik sziikséges feltétel. Ugyanis példaul:

=

f(h,0) = £(0,0) Vh? =0 ||

Yi T BT 1 L}
ROO= = Tl T Tl
ami nem létezik.
Példa Legyen
sh 2y ha 22 +y* # 0
flay) =< 2 +y* ’
0, ha x* + y* = 0!
1. Irja fel fr-et, ahol az létezik!
2. Totdlisan derivdlhaté-e f a (0,0)-ban?
Megoldas: 1. f(x,0) =0 és igy f.(0,0) is létezik. Vagy a definicicval:
0) — f(0,0 0
7(0,0) = lim L0 = SO0y 0
z—0 x z—=0 I
Ha (z,y) # (0,0), akkor nyilvan létezik f.(x,y), méghozzd
2, .2
yx* +y°) —xy - 2z 2xy
Sana ha (2.9) # (0.0).

fela,y) = @y Aty
0, ha (x,y) = (0,0).





