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7HET GYAKORLAT.

Autondm rendszerek 1.

1. feladat: Stabilis-e az alabbi differencialegyenlet?
x(t) = %t) t>0.

Megoldas: Elegend6 az x(t) = 0 stabilitasat vizsgalni. Jeldlje az x(t,) = x, kezdeti érték
feltételhez tartozé (egyetlen) megoldast x(t, ty, x,). Megmutathato, hogy

1,1
x(t, to, Xp) = Xg€ "%, Ez minden t > to esetén értelmes. Az x(t) = 0 megoldas stabilis,
1

ugyanis minden € > 0 esetén legyen § > 0 olyan, hogy |xo| <8 < ee t. Ekkor
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aszimptotikusan stabilis, ugyanis tlim

2. feladat: Vizsgaljuk meg az alabbi A matrixhoz tartoz6 x(t) = A - x(t) linearis rendszerek
egyensulyi helyzetének jellegét, hatdrozzuk meg a stabilis, instabilis és centralis alteriiket és
adjuk meg ezen alterek dimenziojat!

0a=(3 4) wa=(4 )

Megoldas: a) A matrix karakterisztikus egyenletét felirva és megoldva, a sajatértékekre A, =
1 és A, =5 adodik. Az egyensulyi helyzet (az origd) instabilis csomopont. Mivel

S, = (_i), illetve s, = (;), ezert
E,=R?% dimE,=dimE, =0. m

b) A matrix karakterisztikus egyenletét felirva és megoldva, a sajatérték 1, = -1 és 1, = 3.
fgy az egyensulyi helyzet (az origd) nyeregpont.

Mivel s; = (3), illetve s, = (_}), ezért
Es = (s1) = {(x,y):y = 2x} &s Ey, = (55) = {(x,y):y = —2x},

igy dimE; = dimE, =1 és dimE, =0. m

3. feladat: Hatdrozzuk meg az a valos paraméter fiiggvényében az adott linearis rendszer
egyensulyi helyzetének a jellegét!

a)d = (2a1+ 3 1) A= (2 —1)
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Megoldas: a) A (Tr, det) diagram alapjan, mivel
TrA=0,detA=—2a® —3a — 1, ezért

1. a< —1 esetén nyereg, 2. —1 < a < — esetén centrum, 3. a > — 3 esetén nyereg.

Megmutathato (példaul a fazisportré alapjan), hogy a = —1 esetén a {(t,t) : t € R} nem izolalt
egyensulyi helyzet instabilis €s a = — > esetén a {(¢, 2t) : t € R} nem izolalt egyensulyi helyzet
instabilis. m

b) A (Tr, det) diagram alapjan, mivel Tr 4 = —1, det A = —a, ezért
1. a < —Z esetén stabilis fokusz, 2. —2 <a <0 stabilis csomo, 3. a> 0 esetén nyereg.

Megmutathat6 (példaul a fazisportré alapjan), hogy a =0 esetén a {(t,0) : t € R} nem izolalt
egyensulyi helyzet stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

4. feladat: Mutassuk meg, hogy az alabbi differencidlegyenlet-rendszer tetszéleges megoldasa
t — oo esetén az azonosan nulla megoldashoz tart!

AxX=y b) x=—x+2z
y=-3x—4y y=-2y—2z
z=y—z

Megoldas: a) A rendszer matrixanak a sajatértékei A; =1 és A, = -3. Igy az azonosan nulla
megoldas aszimptotikusan stabilis, azaz a rendszer tetsz6leges megoldésa ide tart. m

w3
2
megoldés aszimptotikusan stabilis, azaz a rendszer tetszéleges megoldasa ide tart. m

b) A rendszer matrixdnak a sajatértékei 1; = —1és A3 = =322 fgy az azonosan nulla

5. feladat: Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet fazisportréjat!
X==-2x+y
y=-y
Megoldas: Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A matrix sajatértékeire
A = =2 és A, = —1 adodik, ezért az origd ez esetben aszimptotikusan stabilis csomopont.

Mivel s; = (g), illetve s, = (}), ezért Eg = (s; 5,) = R?, igy dimE; = 2. A palyagorbék
irdnyitasa is konnyen megadhato. A parabolaszerii palyakat tigy kell megrajzolni, hogy érintsék
az origbban az s, irdnyvektorll egyenest, ugyanis ehhez tartozik a kisebb abszolut értékii
sajatérték. (Gondoljuk ezt meg!) A rendszer fazisgorbéje. m

Megjegvyzés: Tekintsiik az x(t) = 4 x(t) 2X2-es allando egylitthatds, homogén linearis
differencialegyenlet-rendszert. Tegyiik fel, hogy az A matrix sajatértékei: 1, = a + i,

A, = a —if, valamint sajatvektorai: s; = u +iv, s, =u —iv. Legyen T = (u, v) az a 2x2-es
matrix, amelynek az oszlopvektorai a megfeleld sajatvektor valos és képzetes része, valamint
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legyen x =Ty.Bkkor y = T™'x,azaz y =T "'x =
ip)(u+iv) = au — Bv + i(Bu + av), ezért

I~

“Ax=T"'ATy .Mivel As; = (a +

B

a)’ igy az y sikon a

AT = (4, av) - (@u—po. pu+av =@, % F)=1 ("

transzformalt differencidlegyenlet-rendszer:

y=(5 o)y

Vezessiik be az aldbbi polarkoordinata-rendszert:
y1(t) =r(t)cos @(t) es y,(t) =r(t)sin ().

Ezt behelyettesitve a differencidlegyenlet-rendszerbe, az els6 egyenletet cos ¢ (t)-vel, a
masodikat sin ¢ (t)-vel szorozva, majd dsszeadva, illetve kivonva kapjuk:

r(t) =ar(t)és @) =—p.

Megmutathato, hogy a det T (pozitiv vagy negativ) értékétdl fliggden az x sikon a koriiljarasi
irany megorzodik, illetve ellentétesre valtozik.

6. feladat: Vizsgaljuk az alabbi differencidlegyenlet fazisportréjat!

X=-2x—y

y=x-=2y
Megoldas: A rendszer egyiitthaté matrixa: A = (_i :;) A matrix sajatértékei: 4y = —2 + 1,
A, = =2 — i, valamint sajatvektorai: s; = (1), illetve s, = (}). gy legyen T = ((1) _(1))
Ekkor a differencialegyenlet y = T~'x transzformacioval az y sikon: y = (:f _;) y.
Vezessiik be az y;(t) = r(t)cos @(t) és y,(t) = r(t)sin ¢(t) polarkoordinata-rendszert:
7(t) = —2r(t) es ¢(t) = —1, azaz a palyagdrbek az y sikon negativ iranyitasuak es az

origdhoz tartanak. Mivel a det T negativ, ezért az x sikon a palyagorbék pozitiv iranyitastak.
]



