A totalisan differencidlhaté fiiggvény megvaltozasa kozelitheté differencialjaval, a
fiiggetlen valtozdk megvéltozasanak homogén linearis fiiggvényével. Példaul hibasza-mit
asnal alkalmazzuk. Egyéb jelolések.

If (z, Ax) Z fa (@) A

If (z, dx) Z fa, (z)d;

Indoklds az utébbi jeloléshez: ha az f(xy,x9,...,x;, ..., x,) = x; koordinata fiigg-
vényrél van sz6, akkor df = d(z;) = dz; = 1- Ax;.
Feliilet érintosikja

A kétvéltozds fiiggvényt feliilettel szemléltettiik, ezért a A f =~ df kozelitésnek kétvaltozds
fiiggvény esetén geometriai tartalmat adhatunk.

Legyen a kétvaltozés f(z,y) fliggvény (totalisan) derivalhaté a Py = (xo, yo) pontban!
Tekintsiikk a z = f(z,y) altal meghatarozott felillet Py feletti Py = (o, vo, f(x0, y0))
feliileti pontjat! Az el6zéekben lattuk, hogy

Af = f(zo+h,yo + k) — f(x0,0) =
~ folwo, yo)h + f, (20, y0)k = df ((x0,v0), (h, k)).

Vagy mas jelolésekkel:

f(xo + Az, yo + Ay) — [ (w0, 90) = f1(w0, yo) Az + f{,(ﬂﬁo; Yo)Ay.

r=x9+ Az, y = yo + Ay jelolés esetén:

f(@,y) — f(xo,90) = fr(zo,y0)(x — 20) + f, (20, Y0)(y — Yo)-

Tehat
f(@,y) = f(20,90) + frlwo,y0)(x — 20) + (70, %0)(y — v0)-

Ennek geometriai tartalma, hogy a z = f(x,y) feliiletet a

z = f(w0,90) + f2 (%0, o) (x — 20) + f(T0,Y0) (¥ — %o)

sikkal kozelitjik, ha x — xg és y — yo kicsi. Tehat az (xq, yo, f(xo, o)) felileti pont egy
elég kicsiny sugaru kérnyezetében f grafikonja kozelitoleg ezzel a sikkal helyettesitheto.

Ennek a sitknak a neve érintosik.



Definicié A totalisan derivdlhato f kétvaltozos figguény (xo, yo) ponthoz tartozé
érintdsikjanak nevezzik az

fe(20,90) (& — 20) + f, (0, 90)(y — y0) — (2 = f(20,%0)) =0
egyenlettel adott sikot.

Azn=(a,b, c) =ai +bj +cknormélvektoru, (o, yo, z0) ponton athaladé sik egyenlete:

a(z — xo) +b(y — yo) +c(z — 2¢) =0.

Ezzel 6sszevetve latjuk, hogy az érint6sik atmegy a Py = (xg, yo, f(zo, o)) feliileti
ponton és normalvektora:

n = fu(zo, yo)i + f,(x0, vo)i — k= (f2(%0, %0), f, (20, v0), —1).

Megjegyzés Mar tudjuk, hogy az érintdsik tartalmazza két feliileti gorbe érintd-egyenesét.
(Ldsd parcidlis derivdltak geometriai tartalmdt!) Az is beldthatd, hogy min-den, a P} =
(xo, Yo, f(xo, wo)) felileti ponton dthaladd, érintével rendelkezd feliileti gorbe
érintdegyenese benne van ebben a sikban.

Megjegyzés Tehdt dsszefoglalva a A f =~ df kozelités geometriai tartalma: n = 1 esetén
érintdegyenessel valo kozelités; n = 2 esetén: érintdsikkal valo kézelités.

Példa Legyen f(z,y) = y*® és Py= (—1,1)!
1. frja fel az f figguény Py pontbeli gradiensét, ha az létezik!
2. df((—-1,1),(h, k)) =7
3. frja fel a Py ponthoz tartozo érintdsik egyenletét!
Megoldas: f(x,y) =y?*=e22n¥ (> 0, x tetszdleges).

1. fi=e*™2Iny = y*2Iny, és f; = 20y, A parcidlisak léteznek és folytonosak
Kp,-ban, ezért létezik gradf(Po) = fo.(=1,1)i + f,(=1,1)j = 0i — 2j = —2j.

2. df((=1,1), (h,k)) = fo(=L, Dh + f (=1, 1)k = =2k
3.
f(=LD(z—(-1)) + f,(-L1D(y—1) = (== f(-1,1)) =0,
behelyettesitve

0-(x—|—1)—|—(—2)(y—1)—(z—1):0, azaz 2y + z = 3.



Iranymenti derivalt

Az értelmezési tartomany a pontjaban az e irdnyban adja meg a fliggvény véaltozasi
sebességét. Feltételezziik, hogy |e| = 1, és e || v jelolés most nem csak a vektorok azonos
allasat, hanem azonos iranyat is fogja jelenteni. Vagyis, ha v # 0, akkor

ellve=3IN>0:e= v,
Definicié Legyen a belsé pontja Ds-nek és |e| = 1! Ha létezik

lim fla+te) — fla)

t—0+ t

€ R,

akkor azt mondjuk, hogy f derivdlhato a-ban az e irdny mentén.
Ekkor a fenti hatdrértéket az f a-beli e wranymenti derivdltjanak nevezzik, és a

df| . af
d_g‘a illetve 8_§‘a

jeloléseket hasznaljuk.

Tétel (Elégséges tétel iranymenti derivalt 1étezésére) Ha f totdlisan deri-vdlhato
a-ban, akkor tetszoleges e eqységuektor mentén létezik az irdanymenti derivdlt, és

d

)~ aradf(a) e

Megjegyzés Ha egy pontban minden iranyban létezik az irdnymenti derivdlt, ak-kor
sem biztos, hogy a fiigguény ebben a pontban totdlisan derivdlhato. Példdaul az



Fag) = {1, ha 0 <z = /7,

0, mdskor

fliggvény az origoban minden irdny mentén derivdlhato, sot minden irdnymenti derivdltja
0, de nem folytonos, igy nem is derivdlhato totdalisan.
Jegyezziik meg, hogy az

Floy) = {x, ha 0 <z =./y,

0, maskor

fiigguény még folytonos is, mégis hidba O minden irdnymenti derivdltja, nem derivdlhato
totalisan.

Specialis képletek:

1. n =2 és e a szoget zar be i = (1,0)-val. Ekkor f(z,y) jeloléssel

e = cosai + sinaj = (cos o, sin a),

gradf = fri+ fui = (fo, f}),

df

de = f2(20,90) - cosa + f, (20, y0) - sin av.

(x()yyo)

2. n =3 és az e vektor tengelyekkel bezart szogei: «, 3,7v. Ekkor f(z,y,z) jeloléssel
e = (cosa, cos 3, cos7y) (irdnykoszinuszok)

és
af

de = [2(Po) - cosa+ f,(Py) - cos B+ fL(Py) - cos 7.

Py



Megjegyzés Geometriai tartalom n = 2 esetén:

Tekintsiik azt a felileti gorbét, melyet a z = f(x,y) felilethbdl az (x,y) sikra merdleges
sik metsz ki, melynek nyomvonala az (xo,yo) ponton dthaladd e irdnyi egyenes. E feli-
leti gorbéhez az (xq, Yo, f(xo,v0)) felileti pontban hizzunk érintéegyenest, ennek irdnydt

jelolje w! (Irdanyitas olyan, hogy v = (w, e)£ hegyesszig legyen.) Ekkor igaz az aldbbi:

,  fla+te) — fla) e , Of
tgy = , ; tgv—tgr(gtgv = e

(z0,%0)

Megjegyzés n = 2 esetén az érintd benne van az érintosikban.
Ugyanis: (xq, Yo, 20) pont kézos és n L w megmutathatd.

n= (fa/c(anyO)7fgl/(xD>y0)7 —1),

f ) _
(17072,10)

. 0
w=¢e+tgvk = [ cosa,sina, —

Oe

= (cos a, sina, fr(xo,yo) cos o + f}(xo, yo) sine) .

fgy valoban nw = 0.

A gradiensvektor tulajdonsagai
(Két- és haromvéltozds esetre, itt geometriai tartalom is van.)
Tétel Ha f (totdlisan) derivdlhaté a-ban, akkor a mazimdlis irdnymenti derivalt ir

dnya gradf(a), értéke: |gradf(a)|.

d
Bizonyitds. 3.71. Tételben mar lattuk, hogy d—f = gradf(a) - e. Ebbél
€la

df
5‘ = |gradf(a)| - |e] - cosp = |gradf(a)| - cos ¢.
. df L .
Igy s maximalis, ha cos ¢ = 1, azaz ha ¢ = 0, tehat e || gradf(a), pontosabban
€lq
gradf(a) . f
e erad (@) és max ac|, lgrad f(a)] -

Tehat a grad vektor iranyaban elmozdulva n6 leggyorsabban a fiiggvényérték.
Hasonlé mondhaté minimumra is, azaz a —grad vektor iranyaban elmozdulva csokken
leggyorsabban a fliggvényérték.



Megjegyzés Ha f (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor a minimdlis irdnymenti derivdlt ir
dnya —gradf(a), értéke: —|gradf(a)].
Tétel Legyen f (totalisan) derivdlhato a-ban. Ekkor

1. gradf(a) ortogondlis az f(x) = f(a) szintalakzatra;

2. ha gradf(a) # 0, akkor a novekvd paraméteri szintalakzatok irdnydba mutat.

Utmutatés:

df

de

= gradf(a) e

a
1. Ha e parhuzamos a szintalakzat érintojével, akkor

d
Af:0::—£
de

— 0= gradf(a) - e = 0 => gradf(a) L e.

a

2. Ha a névekvd paraméterd szintalakzat felé mozdulunk el:

df

€la

>0 = gradf(a) - > 0 = (gradf(a), €} <

Af>0=

tehdt grad f(a) is a novekvd paramétert szintalakzat felé mutat. .
Példa
flr,y,2) =2 +y* + 2 + 1, Py=(1,-1,0)
df

&

=?haelv=1(21,3)

Py

1. gradf(Py) =7,

értékét és irdnydt!
Py

2. Adja meg max ﬂ
de

3. frja fel a Py ponton dthalado szintfeliilet eqyenletét és annak Py-beli érintosikjdt!
Megoldas: 1. [l =423, fy = 493, fl =423, A parcidlisak mindeniitt létez-
nek és folytonosak, ezért a gradiens mindenditt létezik:

2 1
Mivel [v| = VA +1+9 =14, ezértgz\/ﬂi—i- 1l’+ 31Eé3
df 2 1 3
—| =gradf(Fy)) -e= (41 —47) - 14+ |+ k) =
e~ = =) ( i+ i+ i)
8 4 4
V14 V14 V14



df L grad f(P) 4 4
2. max —| = |gradf ()| = V32, és irdnya: e = = 1 — =
dc |, lgrad f(Fy)| = v/ VO €= e d F(B)] T Tl
1

E(1,—1,0).

3. A szintfeliilet egyenlete:

flz,y,2) =c.
Mivel f(1,—1,0) = 3, ezért ¢ = 3, tehat a kérdezett szintfeliilet:
syt 2t +1=3

Mivel a gradiens merdleges a szintalakzatra, az érintdsik normdlvektordra fenndll,
hogy

n || gradf(Py) = 4i— 4j —> n =i — j,

és a sik atmegy az adott Py ponton, igy egyenlete:

gradf(Po) (P — Po) = 0,

tehat

(z—1)=(y—(-1)) =0.

Lagrange-féle kozépértéktétel
Lagrange-féle kozépértéktétel egyvaltozds fliggvényre:

f(@o+h) — flao)

3 v<1:
0<id< Y

= f,(f) = f/(ZL‘o + 19h)7

azaz

<d<1: f($0+ h) — f(.To) = f/(110—|— 19h) -h= df($0—|— 19]1, h)

Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel) Legyen Drkonvex, és f (totdlisan) de-rivalhat
0, €s legyen a belsd pontja Dy -nek. Ekkor ¥V olyan h-hoz, melyre xo+ h € Dy: 30 <9 < 1
ugy, hogy

flzo+h) = flzg) = Zfa/cl@o +9Jh) - hy = df (x5 + VR, h)

Megjegyzés x,+ Vh azx, és xy+ h pontok dltal meghatdrozott egyenes szakasz egy
pontja, igy a konvexitds miatt xo+ Yh € D.



