Megoldas:
Az elso és a negyedik allitas az intervallum-felez6 moédszer definicidja
miatt igaz.

Ugyancsak emiatt a masodik allitas hamis.

A harmadik &llitas a hirmoédszer leirasa miatt igaz. Tehat az elso, a
harmadik és a negyedik allitas igaz, a masodik pedig hamis.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitasokat!

0 A Newton-iteracio képlete a gyok 1j kozelitésére:

- f'(zn)

I T T )

X A Newton-iteracio képlete a gyok 1j kozelitésére:

= )
.

[J Banach-féle fixpont iteraciét mindig hasznalhatunk, hiszen a mod-
szer altal igényelt kontrakcié pontosan az a fliggvény, melynek zé-
rushelyeit keressiik.

X A Banach-féle fixpont iteracidhoz sziikségiink van egy f segédfiigg-
vényre, mely folytonos az [a,b] intervallumon, differencidlhaté az
(a,b) intervallumon és |f'(z)| < 1, Vx € (a,b).

Megoldas:
A Newton-iteracio leirasabdl egyértelmiien kovetkezik, hogy az elsé allitas
hamis, a masodik igaz.

A Banach-féle fixpont-iteracié leirasabol kovetkezik, hogy a negyedik
allitas igaz és a harmadik hamis. Tehat a masodik és negyedik allitas
igaz, a tobbi hamis.

4.2. Derivalasi szabalyok

E lecke befejezése utan a hallgato:

e derivélni tud barmilyen (derivdlhat) explicit médon megadott fligg-

vényt,

e ismeri és alkalmazni tudja az inverz fliggvény derivalasi szabalyat,

o ¢érti az Osszefliggést a folytonossdg, a Lipschitz-tulajdonsag és a

differencialhatésag kozott,
e cgyoldali derivaltat tud szamolni és érti a jelentését,

e magasabbrendii derivaltat tud szamolni (ha az 1étezik).
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4.2.1. Elemi fiiggvények derivaltja
[ A derivalt fiiggvény fogalma

Definicié: Derivalt fiiggvény

Ha tekintjiik egy f fliggvény D-fel jelolt értelmezési tartomdndnak 6sszes  frge:derivalt.fv}
olyan zy pontjat, ahol az f € D{xzo} (azaz f derivalhaté xy-ban) , és

ezekben a pontokban hozzarendelési szabalyként az f fiiggvény pontbeli

derivaltjat adjuk meg, akkor az f fliiggvény derivalt fiiggvényét kapjuk.

Képletekkel megfogalmazva ugyanezt: amennyiben az

{zo € Dy | f € D{xo}} #9,

az

figgvényt az f derivalt fliggvényének nevezziik.

El A sinz, cosz és e® derivaltja

Tétel: Konstans fiiggvény derivaltja
Az f:R =R, f(z) = c konstans fiiggvény derivalhat6 R-en és {Fte:konst.fv.der}

d=0.

Bizonyitas:
A derivalt fliggvény definicidja értelmében
fle+h) - f(x) c—

VereR ¢ =lim = lim coo lim 0 = 0.
h—0 h h—0 h h—0

Tétel: Az =%, sinx, cosx és e” fiiggvények derivaltjai

Az f:(0,00) 2 Rés g,hk: R =R, f(z) =2 (a €R), g(z)= {Fte:h.si.co.ex.fv.der}
sinz, h(r) =cosz, k(x)= e figgvények derivalhatok értelmezési

tartomanyukon és a derivalt fiiggvények hozzarendelési szabalya:

(J,’a), — O[J,’a_l,
(sinz)" = cosz;
(cosx) = —sinx;

(ell')/ — e:l?'

Bizonyitas:

1. Az els6 képlet igaz © € R esetén is, amennyiben az « olyan szam,
melyre 2%, illetve 27! értelmezettek R-ben.

Az (%) = ax®"! képletet csak az a € N esetben igazoljuk, amit az

VneNVzreR (2") = na"!
alakban is frhatunk. Kilon megnézziik az n = 1 esetet:

2’ = lim flet+h) - fx) = lim w =liml=1= 1;(;171,
h—0 h h—0 h h—0
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amit bizonyitanunk kellett, ha n = 1. Most pedig Vx € R és Vn €
{2,3,4,...} esetén hasznaljuk a

a* = b = (a—b)(a" P +a" b+ Fab" ")

azonossagot az a = x + h és b = x helyettesitéssel, valamint a derivalt

sz

h—0 h

— (CE +h— $)[(:L‘ + h)nfl + (q; + h)”*QI 4+ ..+ (iL’ + h)xan + xn—l]) B
o n =
= limna" ! =

h—0

= m:”’l,

amit bizonyitani akartunk.

hasznaljuk az f(x) = sinx esetén, tovabba a

. . . a—b a—+b
sina — sinb = 2sin coS
2 2
azonossagot, valamint a
. h
. sinZ
lim — 2 -1
h—0 =

2
nevezetes fiiggvényhatarértéket és kapjuk, hogy Vx € R

flx+h) - f(z)

. T o
(sinz) = }lllm =

—0 h
. sin(z +h) —sinz
— ]11m —
h—0 h
2  xz+h—=x r+h+x
= lim — sin cos =
h—0 h 2 2
~sin % 2z + h
= lim ;== COS —
h—0 o) 2
= cosz,

amit bizonyitani kellett.
3. Hasonl6 médon igazoljuk a (cosx) = —sinx képletet. A bizonyitas-

c /2

tovabba a

. a+b  a—b
cosa — cosb = —2sin sin
2 2
azonossagot, valamint a

. h
. sing
lim — 2 =1
h—0 =

2
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nevezetes fliggvényhatarértéket és kapjuk, hogy Vo € R
fz+h)— f(z)

(cosz)" = lim =

h—0 h

y cos(x + h) — cosx
= lim =

h—0 h

) 2  r+h+z  x+h—u

= lim —— sin sin =

h—0 h 2 2

~sin g C2x+h
= — lim —= sin =
h—0 - 2
2

= —sinz,

« /ey

hasznédljuk az f(z) = e fiiggvény esetén és a

e —1
lim =

h—0 h I

nevezetes fiiggvényhatarértéket, és kapjuk, hogy

fx+h)— f(z)

x\/ .
e”) = lim —
( ) h—0 h
Cl‘+h e®
= lim =
h—0
. T h— 1)
= lime =
h—0 h
=e”.

Megjegyzés: Az 1 és \/z derivaltjai
Amennyiben az x® figgvény derivaltjat megado tétel elsd képletébe az  {Fme:1.per.x.n.x}

a=—1, illetve a = % specialis eseteket tekintiink, akkor a
1\’ 1
—) =——, VexeR\{0}
() == weri©
valamint a

(Va) = 21[ v € (0, 00)

képleteket kapjuk.
E A fliggvénymiiveletek és a derivalas

Tétel: Osszeg-, szorzat-, hanyadosfiiggvény derivaltja
Ha az f és g differencialhato figgvények az (a,b) intervallumon, akkor {Fte:ossz.szorz.hany.fv.der)

tetszoleges ¢ € R konstans esetén a cf, valamint az f+g, fg, és amennyi-

ben értelmezhetd az (a, b) intervallumon, az L is differencialhat6 fiiggvé-

nyek és ’
L [f(z) +9(z)] = f'(z) + ¢'(2);
2. [ef(@)] = cf'(2);
3. [f(@)g(z)] = f'(z)g(z) + f(z)g ();
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Bizonyitas:
A bizonyitas mindegyik részében hasznaljuk

o azt a feltételt, hogy f és ¢ differencidlhaté fiiggvények az (a,b)
intervallumon,

e derivalt fiiggvény definicidjat,

e a fiiggvénymiiveletek és a hatarérték tételt.

[f(x) + g(x)]" = lim flet+h)+g(@+h) —[f(z)+9(=)] _

h—0 h

o J@ N = I@) gt b) — gla)
h—0 h h—0 h

= ['(z) +4'(x).

2. Tetszolegesen rogzitett ¢ valds konstans esetén

cf(x+h)—cf(x)

e (@) = Jim FET =R
= clim flz+h) = (=) —
h—0 h
=cf'(x).

3.

h—0 h
o St gla + ) = J(a)ga+ b) + [(@)gla+ ) — f(@)g(e)
h—0 h
_ ,ILIE% [f(x + h})L - f(x)g(x +h)+ f(m)g(x + h})L —g(2) _
= f'(x)g(x) + f(x)g(x).
4.
[m‘|, = lim _{;gii}}g o % _
g(z) h—0 h
— lim fl@+h)g(x) — f(x)g(z + h)
h=0 g(x)g(x + h)h
o £ Dg(@) = f@)g(x) + f(0)g(x) = f@)gle +h)
0 g(x)g(z+ h)h
i f(Hh’z*f(x)g(x _ f(x)g(x+h)*g($) _
h=0 g(x)g(z +h)
_ '@)g(@) - f(2)g (2)
9*()
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EN. lancszabaly - az Gsszetett fiiggvény derivalasi szabalya

Tétel: Osszetett fiiggvény derivaltja (lancszabaly)

Ha az f és g fliggvényeknek 1étezik az f o g kompozicidja és ¢ differen- {Fte:o0ssz.fv.der}
cidlhaté az o helyen, valamint f differencialhat6 a g(xg) helyen, akkor

f o g is derivalhat6 az xq helyen és

(f 2 9)'(z0) = f'(9(x0))g' (o).

Bizonyitas:

Az xo pontbeli differencialhatosag ekvivalens megfogalmazasat hivjuk se-
gitségiil, azaz a g fiiggvény differencialhatosdga az xy helyen, valamint az
f differencidlhatdsiga a g(zo) helyen a kovetkezékkel ekvivalens:

9(x) = g(wo) = g'(x0)(x — o) + &1(x)(x — o),

valamint

flu) = fg(zo)) = f'(g(zo))(u — g(x0)) + 2(u)(u — g(20)),
ahol

flg(x)) = f(g(x0)) = [f'(9(x0)) + e2(g(x)))(g(x) — g(w0)) =
= [f"(9(x0)) + e2(g(x)][g'(w0) (x — x0) + £1(2)(z — z0)]
= '(9(20))g (20)(x — m0) + £2(g(2))g (20) (x — m0)+
+ f'(g(x0))er () (& — 20) + £1(2)e2(g(2)) (2 — 30),

ahonnan, ha elosztunk (x—xg)-val és felhasznaljuk azt is, hogy ha x — x,
akkor e1(x) — 0 és e2(g(x)) — 0, kapjuk, hogy

(fo 9)/(950) = f/(g(xo))gl(%)-

Megjegyzés:
Az Osszetett fliggvény derivalasi képletét altalanosan is felirhatjuk:

(fog)'(x) = f(g(x))g (x).

& A tg, ctg és az exponencialis fiiggvény derivalasi szabalya

Mintafeladat: A tg, ctg és az exponencialis fiiggvény derivaltja
Igazoljuk, hogy a tg, ctg és az a” exponencialis figgvény (ahol a > 0 és {Fmi:tg.ctg.ax.der}
a # 1) differencialhatok az értelmezési tartomanyukon és

1.
(tgz) =

)

cos? x

1
2

tgzr) = — ;
(ctg ) sin? x’
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(a®) = a”Ina.

Megoldas:

Kezdjiik az 1. és 2. képlet bizonyitasaval, mert ezek hasonléan torténnek.

s sz

[rjuk fel a tangens- és kotangens fiiggvények definiciéjat.

A tangens- és kotangens fliggvények definiciéja szerint

s sinx
tg : R {2]{: 1}—>]R, tgxr =
g R\ 2k +1)5 g = ——
és cos x
ctg: R\ {k7} - R, ctgz = —
sinx

Hasznaljuk a hanyados fliggvény derivalasi szabalyat.

Mivel a differencidlhato fiiggvények hanyadosa is differencialhato, a tg és
ctg fuggvények értelmezési tartomanyukon differencialhatéak. A hanya-
dosfiiggvény derivalasi szabalya miatt

, sinz\’ (sinz) cosxz —sinx(cosx)  cos’x + sin’x 1
(tg x) = . = 2 = 2 - 2
COS T cos? cos? x cos?
és
, cosz\’ (cosz) sinz —cosz(sinz)  —sin’x — cos’x 1
(Ctg gj‘) fr— - fr— 5 —_— ) _ — ) s
sin x sin® x sin® x sin” x

amit bizonyitani kellett.

[rjuk fel az a alapt exponenciélis fiiggvényt az e alapi exponencialis fiigg-
vény segitségével, majd hasznaljuk az e® derivaldsi szabalyat, valamint a
lancszabalyt.

Az e alapu exponencidlis- és logaritmus fliggvény egymas inverzei, ezért

T
am _ elnaL _ ezlna7

igy derivalaskor a lancszabaly és e” derivalt képletének hasznélataval kap-
juk, hogy

(ax)/ — (ewlna)/ _ ewlna<x lna)' _ ezlnalna _ az Ina.

4.2.2. Inverz fiiggvény derivaltja
El Az inverz fiiggvény derivalasi szabalya

Tétel: Inverz fiiggvény derivalasi képlete

Ha az f fiiggvény szigorian monoton és differencidlhaté az értelmezési {Fte:inv.fv.der}
tartomany egy t belsé pontjdban és f'(t) # 0, akkor f~! is differencial-

haté az © = f(t) helyen és




Bizonyitas:

Belatjuk a tételt az értelmezési tartomany tetszoélegesen rogzitett to belso
pontjara, azaz bebizonyitjuk, hogy amennyiben f szigortian monoton és
differencidlhaté to-ban és f'(tg) # 0, akkor f~! is differencidlhaté az
zo = f(to) helyen és '

-1 l

{f (330)] f'(to) :

Az invertalhatésagra adott elégséges feltétel teljestil, tehat van inverz
fiiggvény és az inverz fiiggvény is folytonos xg-ban. Vezessiik be az x =
f(t) ést = f~1(x) jelolést. Felhasznéalva a pontbeli derivéalt definici6jat
felirhatjuk, hogy

=) — 7 (f ()

o)) = (@) = dim e =
1
= lim

iote JO—F()

t—to

f'(to)

& A logaritmus és az inverz trigonometrikus fiiggvények derivalasi sza-
balya

Mintafeladat: A log, = fiiggvény derivaltja
Igazoljuk, hogy az a alapu logaritmus fliggvény differencialhat6 a (0, co) {Fmi:log.fv.der}

intervallumon és ]
r_

rxlna

(log, x)

Megoldas:

Hasznaljuk az inverz fiiggvény derivalasi képletét az a alapti exponencidlis
figgvényre.

Legyen
f:R—=R, f(x)=a" aholae€ (0,400)\ {1}

és haszndljuk az © = f(t) = a' jelolést. Az inverz fiiggvény derivaldsi
képlete és az exponencialis fiiggvény derivalasi szabdlya miatt

Va € (0,00) [f7'(2)] = (log, 2) = 20}

Irjuk 4t a f%(t) kifejezést csak x-et tartalmazo alakba.

1 1 1
( log, )" = = - '
Vr € (0, OO) ( 0og, f) f’(t) atlna rlna

Megjegyzés:

Az el6z6 mintafeladat specidlis esete (ha a = e):
1

) ==

oy =
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Mintafeladat: Az inverz trigonometrikus fiiggvények derivaltja
Igazoljuk, hogy az arcsin z, arccos z fiiggvények differencidlhatok a (—=1,1) {Fui:inv.trig.fv.der}
intervallumon, arctg x, arcctg x fliggvények differencialhatok R-en és

(arcsinzx) = ﬁ;
arccos )’ = —ﬁ;
(arctgz) = rla:?;
(arcctgx)’ = —ﬁ.

Megoldas:
Hasznaljuk az inverz fliggvény derivalasi képletét az
T
r)=sinzx, w€|——=, =
fi@) ( 2 2)
fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arcsin fliggvény) és hasznaljuk az
xr = fi(t) = sint jelolést.
Az inverz fliggvény derivalasi képlete és a szinusz fiiggvény derivalasi
szabdlya miatt
1 1

Vo € (—1,1) [f; (2)] = (arcsinz) = 70 =

[rjuk 4t a ﬁ kifejezést csak z-et tartalmazé alakba és hasznaljuk, hogy

Vt € (=%, %) esetén cost = V1 — sin*¢.

1 1 1

Vo € (—=1,1) (arcsinz) = = = .
( ) ) cost /1 —sin?t V1—2a?

A masodik képlet bizonyitasahoz az el6z6hoz teljesen hasonléan hasznal-
juk az inverz fliggvény derivalasi képletét az

fa(z) =cosz, x€(0,7)

fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arccos fiiggvény) és hasznaljuk az
x = fo(t) = cost jelolést.

Az inverz fiiggvény derivalasi képlete és a koszinusz fiiggvény derivalasi
szabalya miatt
1 1

Vo € (—1,1) [fy H(2)] = (arccosz) = 0 =

Irjuk 4t a _Filt kifejezést csak x-et tartalmazoé alakba és hasznaljuk, hogy

Vt € (0,7) esetén sint = /1 — cos? t.
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1 1 1
Vz e (-1,1) (arccosz) = ———

sint JI—co?t  JI—22

A harmadik képlet bizonyitdsahoz hasznaljuk az inverz fiiggvény deriva-
lasi képletét az
B T
fs(z) =tgx, xz¢€ <—2, 2)
fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arctg fiiggvény) és hasznaljuk az
r = f3(t) = tgt jelolést.

Az inverz fiiggvény derivalasi képlete és a tangens fliggvény derivalasi
szabalya miatt

Ve e R [f;H(2)] = (arctgz) = = —— =cos L.

[rjuk 4t a cos® ¢ kifejezést csak z-et tartalmazo alakba és hasznaljuk, hogy

1

COS2t:72
1+tgot

képletet.

1 1

2
Ve €R (arctgz) = cos’t = 1+tg2t 1+a%

A negyedik képlet bizonyitasahoz hasznéljuk az inverz fiiggvény derivalasi
képletét az
falz) =ctgx, x € (0,m)

fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arcctg fiiggvény) és hasznaljuk az
x = f4(t) = ctgt jelolést is.

Az inverz fliggvény derivalasi képlete és a kotangens fliggvény derivalasi
szabdlya miatt
1

1
Ve eR [fi'(2)] = (arcctgr) = —— = = —sin?t.
@) = (rectga) = 5o = —

Irjuk 4t a —sin®¢ kifejezést csak z-et tartalmazé alakba és hasznaljuk,

hogy
1

-2
sin“t = ———
1+ ctg?t

képletet.

1 B 1
1+4ctg?t 14 a2

Vz € R (arcctgz) = —sin’t = —
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4.2.3. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik derivaltja

[& A sh, ch, th és cth fiiggvények derivaltja

Mintafeladat: A hiperbolikus fiiggvények derivaltja
Igazoljuk, hogy az shx, ch és th fliggvények differencialhatok az R-en, a
cth differencidlhaté az R\ {0}-ban és

Ve e R (shz) = chu;
Vz €R (chz) =shu;

1
VreR (thz) = :
z ( :L') Ch2 T

1

sh? z

Ve e R\ {0} (cthz) =—
Megoldas:

Az elso képlet bizonyitasahoz hasznaljuk a szinusz hiperbolikus fliggvény

« /e

A 1
shx = (ee) = —[e* —e *(—1)] =chu.

A masodik képlet bizonyitasahoz hasznaljuk a koszinusz hiperbolikus

« s e

/
chz = (64—26> = i[ew +e %(—1)] =shuz.

A harmadik képlet bizonyitasdhoz hasznéaljuk a tangens hiperbolikus

« s

ch?z ch?z ch?z

th (sh x)l (shx)' chx —shxz(chz) ch®z —sh’x 1
Tr =
chz

A negyedik képlet bizonyitasahoz hasznaljuk a kotangens hiperbolikus

« s e

Minden x € R\ {0} esetén felirhatjuk, hogy

sh? x

chz\"  (chz)shz —chz(shz) sh’z—ch’x 1
cthx = =

sh x sh? z B sh? x B

[ Az arsh, arch, arth és arcth fiiggvények derivaltja
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Mintafeladat: Az inverz hiperbolikus fiiggvények derivaltja
Igazoljuk, hogy

1
Ve eR hz) = ———;
x (arsh z) =
1
Vr e (1,00) (archz) = ———;
x?2—1
1
Ve e (—1,1) (artha) = 2
1
Vo € (—oo,—1)U (1,00) (arcthz) = T

Megoldas:

Az elsé képlet bizonyitasdhoz hasznaljuk az inverz fliggvény derivalasi
képletét az

fi(x) =shz, xzeR
fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arsh figgvény) és hasznaljuk az

x = f1(t) = sht jelolést.

Az inverz fuggvény derivalasi képlete és a szinusz hiperbolikusz fliggvény
derivalasi szabalya miatt

Vr e R [f;'(2)] = (arsha) = f{l(t) = clrllt

frjuk 4t a % kifejezést csak x-et tartalmazd alakba és hasznaljuk, hogy

tetsz6leges ¢t € R esetén cht = \/1 + sh?¢.

I
cht 1 pen2e VT

Ve e R (arshz) =

A masodik képlet bizonyitasdhoz hasznéljuk az inverz figgvény derivalasi
képletét az

fo(z) =chz, xz€(0,00)
figgvényre (hiszen ennek az inverze az arch figgvény) és hasznaljuk az

x = fo(t) = cht jelolést.

Az inverz fiiggvény derivalasi képlete és a koszinusz hiperbolikusz fligg-
vény derivalasi szabalya miatt

vz e (1,00) [f;'(@)] = (archz) = f;(t) _ Shlt

Irjuk 4t a ﬁ kifejezést csak x-et tartalmazd alakba és hasznaljuk, hogy

tetsz6leges t € (0,00) esetén sht = \/ch®t — 1.

Vo € (1,00) (archz) = — =

{Fmi:inv.hip.fv.der}



A harmadik képlet bizonyitasdhoz hasznaljuk az inverz fiiggvény deriva-
lasi képletét az

fs(z) =thz, ze€R
fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arth fiiggvény) és hasznéljuk az
x = f3(t) = tht jelolést.

Az inverz fiiggvény derivalasi képlete és a tangens hiperbolikusz fliggvény
derivalasi szabalya miatt

Vo € (—1,1) [f;'(2)] = (arthz) = fél(t) = 1 = ch*t.
ch? ¢

Irjuk 4t a ch®t kifejezést csak a-et tartalmazé alakba.

A hiperbolikus fiiggvények 14. azonossaga kimondja, hogy tetszoleges

t € R esetén .

ch®t = —,
1 —th°t

igy kapjuk, hogy

1 1

— W2 — _
Vo e (—1,1) (arthz) =ch“t = i p—

A negyedik képlet bizonyitasahoz hasznéljuk az inverz fiiggvény derivalasi
képletét az

fa(z) =cthz, xeR\{0}
fiiggvényre (hiszen ennek az inverze az arcth figgvény) és hasznaljuk az
x = fu(t) = ctht jelolést.

Az inverz fliggvény derivalasi képlete és a kotangens hiperbolikusz fligg-
vény derivalasi szabalya miatt

¥z € (—o0, ~1)U(L,00) [f7(2)] = (arcthz) — f,1(t> -
4 sh?¢

Irjuk 4t a sh®¢ kifejezést csak z-et tartalmazé alakba.

A hiperbolikus fiiggvények 17. azonossaga kimondja, hogy tetszoleges

t € R\ {0} esetén
1

shzt:f,
cth“t —1

igy kapjuk, hogy
1 1

Vz € (—oo, —1) U (1, thz) = —sh’t = = ,
x € (—o0,—1)U(1,00) (arcthx) S i -

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzés: Derivalt tablazat
Az eddigi eredményeinket egy tablazatban foglalhatjuk Ossze, melyben {Fme:der.tablazat}
az elsé oszlop az f derivalandd fliiggvény, a masodik oszlop a derivalt
fiiggvény, mig a harmadik az f’ derivalt fiiggvény értelmezési tartoméanya,
azaz a halmaz, melyen az f fliiggvény derivalhato.
Ide jon (a megjegyzésbe) a derivalt tablazat
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4.2.4. Explicit alakban megadott fiiggvény derivaltfiiggvényének ki-
szamitasa

& A derivaltfiiggvény kiszamitasa

Mintafeladat:
Szamitsuk ki az

flx) =e"sinVz +3, x> -3
fiiggvény derivaltjat.
Megoldas:

Gondoljuk meg, melyek azok a derivalt képletek, melyekre a feladatban
szitkség lesz.

A derivalt tablazat kovetkezo képleteire lesz sziikségiink:
, 1

N

(e”) =¢", (sinz) = cosx, valamint (v/z)
A lancszabalyt hasznalva, szamitsuk ki, mennyi az et 2 derivaltja.

(€7 2) = e *2(42 4 2) = 226”2,

A lancszabalyt hasznélva, szamitsuk ki, mennyi az sin /x + 3 derivaltja.

(sinvx +3) = (cosvVz +3)(Vz +3) = 2\/371_4_3008 v+ 3.

A szorzat fiiggvény derivalasi szabélyat hasznélva (a szorzétényezok de-
rivaltjait ismerve), adjuk meg a derivalt fiiggvényt.

1
2v/x + 3
Megjegyezziik, hogy amint gordiilékenyen megy a derivalas, a feladatot

nem sziikséges ennyire szétdarabolni, azonnal elkezdhetjiik szamolni a
derivalt fliggvényt.

f(x) = 22" 2 sinVa + 3 + e 12 cosvVzr +3, z€(—3,00).

Mintafeladat:
Szamitsuk ki az

figgvény derivaltjat.
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Megoldas:

Gondoljuk meg, melyek azok a derivalt képletek, melyekre a feladatban
sziikség lesz.

A derivalt tdblazat kovetkezo képleteire lesz sziikségiink:

1

10%) =10 1n 10 lgz) = = —.
(10°) = 10°1n 10, (Ig) Ne

. -\
PETL valamint (/)

A lancszabalyt, valamint a szorzat fliggvény derivalasi szabalyat hasznal-
va, szamitsuk ki a derivalt fiiggvényt (nem kotelez6 felirni kiilon minden
szorzotényez6 derivaltjat, mehet rogton a szorzat derivalasa).

Minden x € R esetén

241
247

F(z) = 10" (In 10)(322) 1g +

1 ( 1 ) ( 1 ) 23(2? +7) — 22(2? + 1)
25110/ \2,/5+ (22 +7)?

.r2+1Jr
247

= 10’ (In 10)(32?) 1g

10%° 62 1
In10 (22 +1)(22+7)

& A logaritmikus derivalt

Megjegyzés: A logaritmikus derivalt

Ha az explicit fiiggvény képlete olyan, hogy az alapban is és a kitevoben {Fme:log.der}
is szerepel az x, akkor az x szerint torténd derivalas elott at kell irnunk

a fliggvényt olyan alakba, ahol csak a kitevo tartalmazza az ismeretlent.

Ehhez az

elnac =

lépletet hasznédljuk (a képlet helyes, hiszen az R-en értelmezett e* ex-
ponencidlis figgvény és a (0,00)-en értelmezett Inx logaritmus fligg-
vény egymds inverzei). Ekkor mar a logaritmus log, 0° = clog, b, (a €
(0,00) \ {1}, b > 0 tulajdonsiga miatt a derivilas az eddigi technikdkkal
elvégezheto.

Mintafeladat: Logaritmikus derivalt kiszamitasa
Legyen {Fmi:log.der.kiszam}

f:(0,00) = R, f(z)=a2"""
Szamitsuk ki az f'(1) értéket.
Megoldas:

Irjuk fel f(x)-et olyan alakba, hogy csak a kitevéjében legyen ismeretlen.
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f(L) _ Isinx _ eln(ISi“I) _ esinzlnm.

Derivaljuk ezt az alakot, hasznalva a lancszabalyt és a szorzatfiiggvény
derivalasi szabdlyat:

.]U(x) _ (esinxlnx)/ _

sin:plnx[

=e sinzlnz| =

cosxInx +

— esinxlnx [ SIHLL’:| )

X

Irjuk most vissza az elsé szorzétényezot az eredeti alakjaba.

. sinx
f(x) = 2" {cosxlnx—i— ml] :

Szamitsuk ki az f'(1) értéket.

sin 1

f(1) =18t [cos Ilnl+ } =sin 1.

[ A magasabbrendii derivalt fogalma

Definici6: Magasabbrendii derivaltak
Az [ fiiggvény kétszer differencialhat6 az x¢ helyen, ha az x¢ hely egy  {Fde:magasabbrendu.der}
kornyezetében differencialhaté és az f’ derivalt figgvény is differenciél-
hat6 az xg helyen. Az (f")(xq) differencidlhanyadost az | fliggvény
helyen vett masodrendii derivaltjanak vagy masodrendii differencial-
hanyadosanak nevezzik és f”(xg)-val jeloljuk.
Altaldban, tetszéleges n € {2,3,4, ...} esetén az f fuggvény n-szer diffe-
rencialhaté az zq helyen, ha az z( hely egy koérnyezetében (n — 1)-szer
differencidlhaté és a fiiggvény f™~Y-val jelolt (n — 1)-edrendii derivalt
fiiggvénye is differencidlhaté az zo helyen. Az (f~Y)(zy) differencidl-
hanyadost az f fiiggvény z(, helyen vett n-edrendii derivaltjanak vagy
n-edrendii differencidlhanyadosanak nevezziik és f(™(x4)-val jeloljiik.
Ha nem kimondottan egy adott xg-ban kérjiik, akkor az n-edrendii deri-
valt

Vo € {2,3,4,..} fO(z)=[f"V(x)].

Ezt szoktuk még n-edrendii derivalt fiiggvénynek is nevezni.
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& A magasabbrendii derivalt kiszamitasa

Mintafeladat: A szinusz fiiggvény magasabbrendii derivaltjai
Szamitsuk ki az {Fmi:sin.magasabbrendu.der’}

f:R—=R, f(zr)=sinx
fiiggvény n-edrendii derivalt fiiggvényét. Mennyi az £ (0)?

Megoldas:

Szamitsuk ki az f'(z), f"(z), f"(z), f@(z) derivaltakat. Mit vesziink
észre? Mitdl fligg a sin x fliggvény n-edrendii derivaltja?

Az elsérendi derivalt fliggvény:
ff*R—=R, f(x)=-cosz,
a masodrendii derivalt fiiggvény:
f":R—>R, f’(z)=—sinz,
a harmadrendi:
f":R—=R, f"(zr)=—cosz,

és a negyedrendi mar megint ugyanannyi, mint az f, tehat egy tjabb
Lperiodus” kezdete:

fY:R-R, fY%) =sing,
ami tartalmazza még a kovetkezoket is:
f(5), f(6), f(7) ‘R - R,

fOz) = cosz, fO(x) = —sinz és fD(x) = — cosz.

Eszrevessziik, hogy a sin x fiiggvény n-edrendii derivaltjat a derivalt rend-
jének 4-gyel torténd osztasi maradéka hatarozza meg, azaz:

cosx, han =4k +1,
—sinx, han =4k + 2,
—cosx, han =4k + 3,

sinz, ha n = 4k.

(sinz)™ =

A megoldas még természetesen nem teljes, akkor végeztink, ha n szerinti
teljes indukciéval még be is latjuk a fenti képletet. Tegytlik meg ezt is.

n = l-re igaz a képlet, mert f'(z) = (sinz)’ = cosz. Tegyiik fel, hogy
tetszolegesen rogzitett m € N szamra igaz a képlet és lassuk be, hogy
m + l-re is az:

frr (@) = (f ()"
Ha m+1 = 4k+1, akkor m = 4k és az indukcids feltétel miatt f(™)(z) =
sin z, ahonnan f"™ Y (x) = cosx. Ha m + 1 = 4k + 2, akkor m = 4k + 1
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és az indukciés feltétel miatt 0™ (z) = cosz, igy f")(z) = —sina.
Ha m + 1 = 4k + 3, akkor m = 4k + 2, ekkor az indukciés feltétel miatt
f(xr) = —sinx, ahonnan f"*V(z) = —cosz. Ha m + 1 = 4k + 4,
akkor m = 4k + 3, ekkor az indukciés feltétel miatt f™(z) = — cosw,
igy fm*(z) = sinz, ezzel a példa megoldésa teljes.

Az elébbiekre tdmaszkodva adjuk meg az £ (0) értékét is.

1, han=4k+1,
0, ha n =4k + 2,

—1, han =4k + 3,
0, ha n = 4k.

[J A jobb oldali derivalt fogalma

Definicié: A jobb oldali derivalt

Legyen zo € R, > 0 és legyen az [ fiiggvény értelmezett az xo egy 0 {Fde:jobbo.der}
sugarti jobb oldali kornyezetében (jeloljiik ezt ki (zq)-val).

Az f figgvénynek létezik a jobb oldali derivaltja (jobb oldali differen-

cialhanyadosa) az z, helyen, vagy jobbrél differencialhaté az = = x(-

ban, ha létezik és véges az

Filo) = Tim, flao+ h}i — f(xv)

jobb oldali hatarérték. Amennyiben h = x — xy helyettesitést alkalma-
zunk, az f fiiggvény xy pontbeli jobb oldali derivaltjara hasznalhatjuk

az fi(xo) = lim f(@) = f(zo)

x—m:{ T — X

jobb oldali hatarértéket is.

[ A bal oldali derivalt fogalma

Definicié: A bal oldali derivalt

Legyen zp € R,0 > 0 és legyen az f fliggvény értelmezett az x¢ egy 0 {Fde:balo.der}
sugari bal oldali kornyezetében (jeloljiik ezt ky (z9)-val).

Az f fuggvénynek létezik a bal oldali derivaltja (bal oldali differenci-

alhanyadosa) az x, helyen, vagy balrél differencialhaté az © = xy-ban

ha létezik és véges az

f () = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0— h

bal oldali hatarérték. Amennyiben h = x—x helyettesitést alkalmazunk,
az f figgvény zy pontbeli bal oldali derivaltjara hasznalhatjuk az

£ (o) = lim 1@ = (@)

T=Ty T — o

bal oldali hatarértéket is.
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Példa: Az abszolutérték-fiiggvény egyoldali derivaltjai
Az
[P R=R, f(z) = |a]
abszolutérték-figgvény az xy = 0 helyen jobbrdl is és balrdl is differenci-
alhaté x = 0-ban, de mivelhogy

fi0)=1+#—-1= f.(0),
az [ figgvény nem differencialhaté x = 0-ban.

Megjegyzés: Differencialhatésag és egyoldali differencialhatésag
Nyilvanvald, hogy ha zy € R és az f fliggvény értelmezett az xq egy
k(zo) kornyezetében, akkor ha f az = = xy helyen jobbrdl is és balrdl is
differenciadlhaté és f! (zo) = f’ (o), akkor f differencidlhaté az x = xg
helyen, ha pedig f’ (zo) # f’ (o), akkor f nem differencialhaté az x = x
helyen.

4.2.5. A folytonossag, a Lipschitz feltétel és a derivalhat6sag kap-
csolata

A pontbeli differencialhatésag a folytonossagnal erésebb tulajdon-
sag

Tétel: A folytonossag és a differencialhatésag kapcsolata

Legyen 2y € R az f fiiggvény értelmezési tartoményanak egy belsoé pont-
ja. Ha f differencidlhaté az zy helyen, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas:
Az o pontbeli differencidlhatosag szerint felirhatjuk, hogy

x)— f(x
f/(xo) — lim f( ) f( 0)
T—rT0 xr — '/EO
létezik és véges. A végesben vett véges hatarérték definicidjaba az ¢ = 1
helyettesitéssel kapjuk, hogy az ¢ = 1 szamhoz létezik olyan 6 > 0 szam,
hogy minden z € Dy esetén
z) — f(o)

()<\J;—:L'0|<5:>'f(
r — TIo

— f(w0)

<1,

azaz
f(@) = f(xo)
r — To
amib6l a K = max{|f'(x¢) — 1|, |f' (xo) + 1|} > 0 jeloléssel felirhatd, hogy
fx) = f(xo)

Tr — 2o

0<|z—z0] <d= fl(xg) — 1< < f'(wo) + 1,

0<|z—x| <= <K,

azaz
0<|z—m] <= |f(z)— flzo)]| < K|z — 0| <&,

a o = & > 0 valasztassal. Igy ez mar pontosan azt jelenti, hogy az f

folytonos az z( helyen.

Megjegyzés:

A differencidlhatosag a folytonossagnal erésebb tulajdonsag, mert a foly-
tonossaghol nem koévetkezik a differencidlhatosag, tehat az elozd tétel
forditottja nem igaz, gondoljunk csak az abszolutérték-fiiggvényre, mely
folytonos az x = 0-ban, de ott nem differencialhato.
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& Differencialhatésag vizsgalatat kéro feladatok

Megjegyzés:

A folytonossag és a differencidlhatosag kapcsolatardl szold tételt hasznal-
nunk kell olyan feladatokban, amelyek kérik azon paraméter értékeket,
melyekre egy adott fiiggvény differencidlhato lesz.

Mintafeladat: Paraméter alkalmas valasztasa differencialhatésaghoz

Mely a, 8 € R paraméter értékek mellett lesz az {Fmi:param.megv.diffhoz}

ar’4+x+pB+1, haz <1

R—R =
fiR=R, flx) {ax4+x+2ﬁ7 ha z > 1

figgvény
1. folytonos;

2. differencidlhato.

Megoldas:
1.

Irjuk fel, mit tudunk f folytonossdgaval kapcsolatosan, azaz csak hol kell
a folytonossagot vizsgalnunk.

A polinomfiiggvények elemi fiiggvények, igy folytonosak (az értelmezési
tartomanyukon). Ezért a paraméter értékektdl fiiggetleniil f folytonos az
R\ {1} halmazon. Ezért folytonossagot csak x = 1-ben kell vizsgalnunk.

Mit jelent x = 1-ben f folytonossaga?

x = l-ben f folytonossiga azt jelenti, hogy létezik f(1) és lim, 1 f(x),
valamint a ketto egyenlo egymassal. A mi esetiinkben sziikséges jobb- és
bal oldali limeszt szamolni, azaz az f fiiggvény x = 1-beli folytonossaga
az

lim f(2) = lim f(z) = (1)

z—1-
egyenloségeket jelenti. Mivel
lim f(z)= linlr1+(ozx4 +r+20)=a+26+1
T—

z—1t

és
lim f(z) = lim (ez® + 2+ B+ 1) =a+8+2= f(1),
z—1— r—1—

igy a folytonossag feltétele, hogy o € R tetszdleges és = 1.

2.

[rjuk fel, mit tudunk f differencidlhatésdgaval kapcsolatosan, azaz csak
hol kell a differencialhatosagot vizsgalnunk.

Ha nem kérte volna a folytonossagot a feladat az 1. pontban, akkor is
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most a folytonossag és a differencialhatosag kapcesolatardl szold tétel mi-
att kilon kérniink kéne, hogy f folytonos legyen, tehat g = 1. Az elemi
fiiggvények differencidlhatok, tehat differencialhatosagot is csak x = 1-
ben kell vizsgalnunk, a tobbi helyen

, 2r+ 1, hax <1
fi(z) = 3
4dax® +1, ha x > 1.

Mit jelent x = 1-ben f differencialhatosaga?
f differencialhaté, ha =1 (f folytonos) és

o+ 1= 111%(4@:53 +1)=f(1)=f(1) = lim (2az + 1) = 2a + 1,
T—r

r—1—

azaz 0 =1 és a = 0.

El A Lipschitz feltétel és a folytonossag kapcsolata

Tétel: A Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvények folytonossaga
Ha f Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény, akkor egyenletesen folytonos (ami- fpe: lip.folyt}
bél kovetkezik, hogy folytonos is).

Bizonyitas:

Legyen f Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény, L Lipschitz-konstanssal. Ek-
kor tetszlleges € > 0 szdmhoz létezik § = £ > 0, hogy =,y € Dy esetén
fennall, hogy

. . 9
o=yl <= 1f@)— f)| < Ll —yl <L =e.

Megjegyzés:

A Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvények folytonossagarol szélo tétel forditva
nem igaz, tehat egy f fiiggvény egyenletes folytonossagabol nem kévet-
kezik, hogy f eleget tesz a Lipschitz feltételnek. Példaul az

fr01] =R, flz)=Vz

fiiggvény egyenletesen folytonos (az egyenletes folytonossiag a Heine-tétel
miatt van, mely szerint a korlatos és zart intervallumon folytonos fligg-
vények egyenletesen folytonosak) és f mégsem Lipschitz-tulajdonsagu

fiiggvény, mert a derivaltja (ami 3 5’}?2) akarmilyen nagy lehet.

El A Lipschitz feltétel és a differencialhatésag kapcsolata

Tétel: A korlatos derivaltu fiiggvények tétele

Legyen f : [a,b] — R az [a, b] intervallumon folytonos és az (a, ) interval- (Fte:korl.der.lip}
lumon differencialhaté, korlatos derivalta fiiggvény. Ekkor f Lipschitz-

tulajdonsagu az [a, b] intervallumon.
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Bizonyitas:
Legyen f : [a,b] — R az [a,b] intervallumon folytonos és az (a,b) in-
tervallumon differencialhato, korlatos derivalta és legyen tovabba L > 0

ugy, h
gy, hogy /
L = max |f'(x)|.

z€(a,b)

Tetsz6legesen rogzitett © # y € [a, bl-re alkalmazhaté a Lagrange-féle
kozépértéktétel, igy azt is felirhatjuk, hogy létezik ¢ € (z,y), melyre

'f(y)—f(x)

0 =0 < L

ahonnan koévetkezik, hogy f Lipschitz tulajdonsagu fiiggvény az értelme-
zési tartomanyan.

A Derivdldsi szabdlyok lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:

Adjuk meg az area szinusz hiperbolikusz és area tangens hiperbolikusz
fiiggvények esetén az origdéban hiizott érinté irdnytangensét. (Csak sza-
mokat lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: Az area szinusz hiperbolikusz fiiggvény origéban hizott érinto-
jének iranytangense 1

Valasz: Az area tangens hiperbolikusz fiiggvény origéban huzott érin-
téjének iranytangense 1

Megoldas:

1
Vo2 4+ 1
igy az area szinusz hiperbolikusz fliggvény origéban huzott érintéjének

irdnytangense \/O;ﬁ =1

Ve eR (arshz) =

1

Vo e (-1,1 thz) = ——
re(—1,1) (arthz) L

igy az area tangens hiperbolikusz fiiggvény origoban hiizott érintéjének
irdnytangense ﬁ =1.

Tesztkérdés:
Valasszuk ki az alabbiak koziil azt az igaz allitast, amelyik a Lipschitz
feltétel és a folytonossag kapcsolatat irja le.

o Ha f folytonos fliggvény, akkor Lipschitz-tulajdonsag.
o Ha f egyenletesen folytonos fiiggvény, akkor Lipschitz-tulajdonsagu.
e Ha f Lipschitz-tulajdonsagu, akkor folytonos fiiggvény.

o A Lipschitz-tulajdonsaghdl nem kovetkezik a folytonossag.
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Megoldas:

A Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvények folytonossaganak tétele kimondja,

hogy ha f Lipschitz-tulajdonsagu, akkor f egyenletesen folytonos fligg-

vény, tehat folytonos is, igy a harmadik allitas igaz és a negyedik hamis.
Az els6 és masodik allitas hamis, mert még az egyenletes folytonos-

sagbol sem kovetkezik a Lipschitz-tulajdonsag. Példaul az

f01] =R, flz)=Vz

fiiggvény egyenletesen folytonos (tehat folytonos is), mégsem Lipschitz-
tulajdonsagi, mert derivaltfiiggvénye, az

1

5v/ x4

f:(0,1) =R, f(z)=

feliilr6l nem korlatos. Tehat csak a harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

O Ha [ nyilt intervallum, f,g: I — R két tetszbleges [-n differencidl-
haté fiiggvény, akkor

Veel [f(z)g(x)] = [f(z)g(x).

X Ha az f: I — R differencialhaté az I nyilt intervallumon, akkor ott
folytonos is.

X Ha létezik az zy helyen az f o g fiiggvénykompozicié és ¢ differenci-
alhaté az zg helyen, f pedig differencialhaté a g(xg) helyen, akkor
f o g is differencialhat6 az xq helyen és

(f 0 9)'(z0) = f'(9(x0))g' (o).

X Az arkusz tangens és arkusz kotangens fiiggvények differencialhatok
az R-en, az arkusz szinusz és arkusz koszinusz fliggvények pedig
differencidlhatok a (—1, 1) intervallumon.

Megoldas:

Az els6 allitas a szorzat fliggvény derivalasi szabdlya miatt hamis.

A masodik allitas a folytonossag és differencialhatosag kapcsolatanak
tétele miatt igaz.

A harmadik allitas a lancszabaly, igyhogy igaz.

A negyedik allitas az inverz trigonometrikus fiiggvények derivaltja
miatt igaz. Tehat csak az elso allitas hamis, a tobbi igaz.

Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz allitdsokat!
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X Az abszolutérték-fliggvény 0-ban vett jobboldali derivaltja 1, mig
baloldali derivaltja —1.

[0 Ha egy fliggvény egy xy pontban jobbrol is és balrdl is differencial-
hato, akkor differencialhatd xg-ban.

[0 Hanyados fliggvényt a kovetkezoképpen derivalunk:

[f()] f@)

glx)|  g'(x)

X Ha f: [a,b] — R folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhat6 az
(@, b) intervallumon és korlatos derivaltu fiiggvény, akkor f Lipschitz-
tulajdonsagu az [a, b] intervallumon.

Megoldas:
Az els6 allitas igaz az | - | : R — R,

1 x, haxz >0
€Tl =
—x, ha x <0,

abszolutérték-fiiggvény hozzarendelési szabdlya miatt.

Az abszolutérték-fiiggvény jo példa arra is, hogy belassuk, a masodik
allitas hamis. 0-ban az abszolutérték-fiiggvénynek van jobb- és bal oldali
derivaltja, mégsem differencialhato.

A harmadik allitas hamis a hanyados fiiggvény derivalasi szabalya
miatt.

A negyedik allitds nem mas, mint a korlatos derivaltu fiiggvények
tétele, tehét igaz. Igy az elsé és negyedik allitds igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitasokat!

X VzeR (arshz) = ;H.

O Vr € (1,00) (archz) = -2

l—x

X Vz € (—oo,—1) U (1,00) (arcthz) = —.
K Vr e (—1,1) (arthz) = 5.

1—x

P

Megoldas:
Egyediil a méasodik allitas hamis, a tobbi mind igaz. Mindez az inverz
hiperbolikus fiiggvények derivaltjanak képletcsomagjabol kovetkezik.
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4.3. Explicittol eltéro alakban megadott fiiggvények de-
rivaltja
E lecke befejezése utan a hallgato:

e derivélni tud barmilyen (derivdlhat6) paraméteresen megadott figg-
vényt,

e derivélni tud barmilyen (derivalhat6) polarkoordindtédkkal megadott
fliggvényt,

e logaritmikus derivaltat tud szamolni,

e tetszoleges (derivalhatd) implicit fiiggvényt is derivalni tud.

4.3.1. Paraméteres alakban megadott gorbék érinto egyenesei
E Attérés a paraméteres alakrdl explicit alakra

Tétel: Paraméteres alakbol expicit alakba val6 attérés
Ha egy g sikgorbe paraméteres alakja {Fte:parambol.explbe}

{x = x(t)
y=y(t), te(t,ta),

ahol az z(t) és y(t) folytonos leképezések és az z(t) szigortian monoton
(vagy invertdlhato) fiiggvény a (¢, ty) intervallumon, akkor egy g gorbe
paraméteres egyenletrendszerérdl attérhetiink a gérbe y = f(z) expli-
cit alaki egyenletére, tehat nem akarmilyen sikgorbérdl van szo, hanem
létezik olyan f fiiggvény, melynek az el6bbi gérbe a grafikonja.

Bizonyitas:
A feltétel és a szigortian monoton, folytonos fliggvény inverzének tételébdl
kovetkezik, hogy az x(t) fliggvénynek létezik

t=t(z), x€(a,b)

inverze, mely ugyanolyan szigori monotonitassal rendelkezik. Ezt behe-
lyettesitve a paraméteres egyenletrendszer méasodik egyenletébe kapjuk,

hogy
y=vy(t(x)), z¢€(a,b),

amit bizonyitani kellett.

[J Az asztrois paraméteres és explicit alakja

Definicié: Asztrois
Az asztrois olyan sikgorbe, amit egy rogzitett R sugart koron belil, {Fde:asztrois.def}
csuszas nélkil legordiild, 4-szer kisebb r sugart, C' kozéppontt kor egy
rogzitett P pontja ir le. (Az ilyen, kéron belil gordilé mésik kor megha-
tarozott kertileti pontja altal leirt gorbéket hipocikloisoknak nevezziik.)
Az egyszeriiség kedvéért az asztroisnal legyen a nagy kor origd centru-
m, és indulaskor a kis kor P pontja, melynek palyajat figyeljiik, egyezzen
meg a nagy kor Q(0, R) koordinataju pontjaval.
Ide jon az asztrois abraja, ASZ-04-06.png abra
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Példa: Asztrois paraméteres és explicit alakja
Amennyiben ¢ = QOC<, bonyolult szdmitasokkal levezethetd, hogy az  {Fpe:asztrois}
asztrois paraméteres egyenletrendszere

r = Rcos® o
y = Rsin® ¢,

ahol ¢ € [0, 2m).

Ha ebbdl szeretnénk megkapni az explicit alakot, kifejezziik cos ¢-t, vala-
mint sin -t és behelyettesitjiik a kapott kifejezéseket a sin? ¢ = 1—cos? ¢

azonossagba:
y\3 T\ 3
=) =1—(—= -R, R
(%) (7) vet-rA

majd atszorzunk R%-nal, igy az asztrois explicit alakja 2 fiiggvény:

(y=)fi2(z) =+ (R% — x%)% . € [—R,R].

Ide jon az asztrois animéacidja - a WIKI-n https://hu.wikipedia.org/
wiki/Asztroid/ az asztroisnal az utolsé animacid

[& Gorbék paraméteres alakban valé megadasa

Mintafeladat: A ciklois

Legyen egy r sugart kor kertiletének egy rogzitett P pontja pontosan az  {Fpi:ciklois}
O origbéban ugy, hogy az x-tengely alulrél érinti a kort (tehat a kor ko-

zéppontja C(0,7). Az x tengelyen cstiszasmentesen (eldre, hatra) gordiilé

kériink P pontja cikloist ir le. Irjuk fel a ciklois paraméteres egyenlet-

rendszerét.

Megoldas:

Rajzoljuk fel, mi torténik, ha a kor cstszasmentesen elgurul pl. pozitiv
iranyba tgy, hogy az x-tengellyel valé érintkezési pontjat A-val jeloljiik
és a kor kozéppontjat pedig B-vel, ahol a B pont koordinatai (OA, ).

Ide jon a ciklois abraja, CIK-04-07.png abra
A cstiszasmentesség miatt az OA szakasz hossza ugyanakkora, mint
a PA korivé, azaz rt, ahol t = ABP<.

Legyen ez a t sz0g a paraméter. Irjuk fel a ciklois paraméteres egyenlet-
rendszerét:

A cikloist leir6 P(x,y) pont koordinatai a kovetkezok: Legyen a P pont
x-tengelyre valé meréleges vetiilete () és a BA egyenesre valé vetiilete R.

r=0Q=0A—-QA=rt—rsint =r(t —sint)

és
y=PQ=BA—BR=r—rcost=r(l—cost),
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igy a ciklois elsO ivének paraméteres egyenletrendszere:

x =r(t—sint)
y =r(1— cost),
ahol t € [0,27]. Ha pedig t € R, a teljes gorbe paraméteres egyenlet-
rendszerét kapjuk meg.
Ide jon a ciklois animacidja - hasonlét a WIKI-n lathatunk, https://hu.
wikipedia.org/wiki/Ciklois

Derivalas paraméteres alakban megadott fiiggvény esetén

Tétel: Paraméteresen megadott fiiggvény derivaltja
Legyen egy g gorbe paraméteres egyenletrendszere

{x = (1)

y:y(t)7 te [t17t2]7

ahol az x(t) szigorian monoton (vagy invertdlhatd) fuggvény a [t, o]
intervallumon. Jeldljikk & (ty) = %2(to) -val, valamint g(to) = SL(to)-val
az x(t) és y(t) figgvények t szerinti derivaltjait a t = ¢ helyen (az ¢/
tovabbra is x szerinti derivéaltat jelent). Ha z(t) és y(t) differencialhaté
fuggvények a ty € (t1,12) pontban gy, hogy @(ty) # 0, akkor az y(t(z))
figgvény differencialhaté az xg = x(tg) helyen és derivaltja a kovetkezo:

dy y(to)
y'(z0) = @(xo) = i:(tz)'
Altaldnosan a képletet szoktuk még
dy _ gyt
/ = — =
@) =3 = 20

alakban is irni, ha x(¢),y(¢) differencidlhaték és ©(t) # 0 a (1, t2) inter-
vallumon, valamint ugyanitt x(¢) szigortian monoton (vagy invertélhaté)
fiiggvény.

Bizonyitas:

A paraméteres alakbol explicit alakba vald attérés feltételei teljestilnek,
igy valoban 1étezik az y(z) explicit alak, aminek a derivaltjat, azaz y'(z)-
et ki akarjuk szamitani. A lancszabaly, valamint az inverz fliggvény
derivalasi képlete miatt felirhatjuk, hogy

y'(z0) = @(l’o) = iﬁ(to)ii(xo) = 4(to) -~ 1 _ y(to)_
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[& Paraméteres alakban megadott gorbe érintdé egyenese

Mintafeladat: Ciklois adott pontbeli érinté egyenese

Irjuk fel az {Fmi:cikl.erinto}
r=1—-sint
y=1—cost, te]0,2n],

ciklois v ¢ = & paraméterti pontjdhoz tartozé érint6 egyenesének egyen-
letét.

Megoldas:

Vegyiik észre, milyen sugaru (az x-tengelyen, cstszasmentesen) gordiils
kor rogzitett P pontjanak utvonala irja le a ciklois ivet.

r = 1 sugaru az x-tengelyen gordiild kor.

Az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznalva, szamitsuk ki
a t = % paraméterti cikloisbeli ponthoz tartozo érintd egyenes irdnytan-
gensét.

Hasznalhatjuk a paraméteresen megadott fiiggvény derivaltjanak tételét
pl. a (0, §) intervallumban (ami -ot tartalmazza), mert az x(t) fiiggvény
itt invertalhaté, igy a t € (0, ) paraméter értékii pontokra felirhatjuk,
hogy
dy  y(t) sin t
Jw) = L= T -

v i(t) 1—cost’
azaz A t = ¢ paraméterti cikloisbeli ponthoz tartozo6 érintd egyenes irdny-
tangense:

,( (w)) sin = 3 1
y T | — g = = = .
6 l—cos®E 1-¥3 2-./3

2

[rjuk fel az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznalva a kért
érint6 egyenes egyenletét.

Mivel az érint§ egyenes egyenlete az y = f(z) explicit alaki fliggvény
grafikonjahoz az zy pontban

y — f(xo) = f'(xo)(x — x0),

és

8
TN
B
~——

Il
S
|

=

=

=
Il
ol
|
N | —

valamint

f<x(g>):1—cosg:1_\f_2—\/§7

a kért érinto egyenes egyenlete

2- V3 1

Y= _2—v§<x_6 2
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4.3.2. Polarkoordinatakkal megadott gorbék érint6é egyenesei
El Attérés a polarkoordinatas alakrdl paraméteres alakra

Tétel: Polarkoordinatas alakbé6l paraméteres alakba valé attérés
Ha egy g sikgorbe polarkoordinatas alakja {Fte:polbol.parbe}

r =r(#), ahol § € ©, valamely © C R esetén

(altaldban © = [0, 0] intervallum), ahol r = /2?2 4+ y?> > 0 a vezér-
sugar (origdtdl valo tavolsag) és € € © a polarszog, akkor a sikgorbe
paraméteres alakja a kovetkezd (6 a paraméter):

x =r(f)cosf
y=r(f)sind, 60c0O.

Bizonyitas:
A tétel azonnal kovetkezik a polarkoordinatas alak definiciojabol.

El Derivalas polarkoordinatas alakban megadott fiiggvény esetén

Tétel: Polarkoordinatakkal megadott fiiggvény derivaltja
Legyen egy g gorbe polarkoordinatas egyenlete {Fte:pol.der}

r =7(0), ahol 0 € [0;,05],

ahol 6,0y € R, 6, < 605, és legyen tovabba az x(0) = r() cos 6 fiiggvény
szigoruan novekvd, vagy invertdlhaté a [0y, 6;] intervallumon. Ha x(6)
és y(0) differencialhat6 fiiggvények a 0y € (01,6,) pontban ugy, hogy
(0y) # 0, akkor az y(0(z)) figgvény differencidlhaté az zop = x(6p)
helyen és derivaltja a kovetkezo:

7(60p) sin 6y + r(6y) cos Oy
(o) cos Bp — 7(6p) sin By

y'(z0) =

(Mivel 0 akar paraméterként is tekinthetd, igy a #-val val6 derivédlast is -
akarcsak a paraméter szerinti derivalasnal - az % (6p), illetve §(6y) jeloli.)
Altalanosan a képletet szoktuk még

() = 7(6) sin @ + r(0) cos 0
vz = 7(0) cos§ — r(0)sind
alakban is irni, ha x(0),y(0) differencialhaték és #(6) # 0 a (0y, 02) inter-

vallumon, valamint ugyanitt z(#) szigorian monoton (vagy invertélhaté)
fiiggvény.

Bizonyitas:

A polarkoordinatéas alakbol paraméteres alakba vald attérés tételét, a pa-
raméteresen megadott fiiggvény derivaltjat, valamint a szorzatfiiggvény
derivalasi képletét hasznalva, felirhatjuk, hogy

() [r(0)sind]'(6y)  7(0)sinby + () cos by

- Lwo)
dz " T #(6))  [r(0)cosO(6y) () cosby — (o) sin by

y'(z0) =
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[& Polarkoordinatas alakban megadott gorbe érintdé egyenese

Mintafeladat: Kor adott pontjaban hazott érinté egyenese
Irjuk fel az o {Fmi:kor.erinto}
r=2Rcosf, 0¢€ ]

22
kor 6 = % paraméterii pontjihoz tartozo6 érinté egyenesének egyenletét.

Megoldas:

Készitstink abrat és nézziik meg, hol helyezkedik el a feladatban megadott
kor.

Az r > 0 miatt a 0 € {—g, g} esetén teszlink meg egy teljes kort.

A kor dbrdja (két fliggvényrol van szo):
Ide jon a kor abraja, KOR-04-08.png abra

Hasznaljuk a polarkoordindtakkal megadott fiiggvény derivalasi tételét
ha 6 € [O,g és szamitsuk ki az érintd egyenes iranytangensét a félkor
¢ = % pontjaban.

Mivel ]
r <73T) = QRCosg = 27“5 =R

és 7(0) = —2Rsin 6, tehat
r (g) = —2Rsing = —QR\Qg = —RV3,

a ¢ = % félkorbeli ponthoz tartozo érintd egyenes irdnytangense:

y <x (W)) _ T(%) sing—kr(g) cos 3 _
3 r(g) cos%—r(%) sin §
V3
=5

[rjuk fel az adott pontbeli derivalt geometriai jelentését hasznélva a kért
érinto egyenes egyenletét.

Mivel az érinté egyenes egyenlete az y = f(x) explicit alaka fiiggvény
grafikonjahoz az zy pontban

y — f(z0) = f'(z0)(x — x0),
o(5)=r(5)e(5) =5
(= (5)=r(5)n(5) =75

a kért érinto egyenes egyenlete

és

valamint



4.3.3. Implicit médon megadott gorbék érintd egyenesei

[& Paraméteres alakbol implicit alakba torténo attérés

Mintafeladat: Asztrois implicit alakja

A rogzitett R sugaru koron beliil, cstszds nélkil legordild, 4-szer ki-  {Fpe:asztrois.impl}
sebb r sugaru kor egy rogzitett P pontja altal leirt asztrois paraméteres

egyenletrendszere

r = Rcos® p
y = Rsin® ¢,

ahol ¢ € [0, 2m).
Irjuk fel az asztrois implicit alakjat.

Megoldas:
Fejezziik ki cos -t illetve sin -t és helyettesitsiink be a
sin? ¢ + cos? o = 1

képletbe.

me=(5) s o= (3)
sinp = ( = és cosp=|(—=] ,
R R

igy a kért képletbe vald helyetetsités utan kapjuk az asztrois implicit
alakjat , ,
+ yg —= Rg’

wino

X

ahol = € [—-R, R).

& Implicit alakban torténd derivalas

Megjegyzés: Implicit fiiggvény derivalasa

Implicit médon megadott fiiggvényt gy derivalunk, hogy derivdljuk az {Fme:impl.der}
egyenloség bal-, majd a jobb oldalat is, végig szem elott tartva, hogy

az y = y(z), majd kifejezziikk az y'(r)-et. Az eredményben &ltaldban

szerepel y(z) is.

Mintafeladat: Implicit alakban megadott fiiggvény derivaltjanak kiszamolasa

Tekintsiik az {Fmi:impl.der.kiszam}
2 2 3

implicit alakban megadott asztroist, ahol x € [—2,2]. Irjuk fel az asztrois

xr = g abszcisszaju pontjaiban az érinté egyenesek egyenletét.

Megoldas:

Hény ilyen pontunk van?
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esetén

SN

Behelyettesitve az implicit egyenletbe kapjuk, hogy x =

1 3
—— 4 y3 = /4,

ahonnan ;5 = if, igy a keresett két pont, melyben érinté egyenest

szamitunk: (\[ f) . (\[ _{)

Az érint6 egyenesek iranytangenseit érdemes eloszor kiszamolni. Hasz-
naljuk az implicit fliggvény derivalasi technikajat.

2 2
3 S @)y (@) =0
ahonnan kifejezziik y'(z)-et:
9 _ 1 1
— 2173 T3
y,(l’) = 23 D S
gy 3 y 3

ami az M és N pontokban —1, illetve 1 irdnytangenseket jelent.
Irjuk fel a kért érinté egyeneseket.

A kért egyenesek:

— ,1lletvey+7:1 —

2

Az Explicittdl eltérd alakban megadott fiiggvények derivdltja
lecke elméleti tesztfeladatai:

Tesztkérdés:
Adjuk meg az

r = 2cost
y = 2sint,

t € [0,27) paraméteres alakban megadott gorbe (0,—2) valamint (0, 2)
pontjaiban a gorbéhez hiizott érint6 egyenesek iranytangenseinek értékét.
(Csak szdmokat lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: A (0, —2) pontban az érinté egyenes iranytangensének értéke 0

Valasz: A (0,2) pontban az érint§ egyenes iranytangensének értéke 0

Megoldas:
Origd kozépponti, 2 sugaru kor északi és déli pontjaban az érint6 egye-
nesek vizszintesek, igy mindkét esetben az iranytangens értéke tg0 = 0.
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Tesztkérdés:
Valasszuk ki az alabbiak kozil az asztrois paraméteres egyenletrendsze-
rét.

r = Rcos? p
ahol ¢ € [0, 27).
[ ]
r = Rcos’ ¢
ahol ¢ € [0, 27).
O
x =r(t —sint)
{y =r(1 — cost),
ahol ¢ € [0, 27].
’ y\E rznd
(%) +(5) =1 wel-RE
Megoldas:

Az asztrois paraméteres alakjabol azonnal kovetkezik, hogy az elsd valasz
hamis, és a méasodik valasz igaz.

A negyedik allitasban az asztrois implicit alakja szerepel, igy a negye-
dik allitas nem azért hamis, mert nem az asztroist irja le, hanem azért,
mert annak nem paraméteres, hanem implicit alakja.

A harmadik allitds meg nem mas, mint egy ciklois iv paraméteres
alakja, tehdt az sem az asztrois paraméteres egyenletrendszere. Igy a
masodik allitas az egyetlen, ami megfelel a feladat feltételeinek.

Tesztkérdés:
Viélaszd ki az igaz allitdsokat!

X Az r = 6cosf, 0 € [—g, g} egy 3 sugart, (3,0) kézépponti zy-
sikbeli kor egyenlete.

X

Implicit alakban is derivalhaté egy differencialhaté fiiggvény.

O

Differencialhaté fiiggvény implicit alakban nem derivalhato, csak
explicit- és polarkoordinatas alakban.

X Ha implicit alakban derivalunk differencialhato fliggvényt, akkor az
az y is megjelenhet az ¢ eredményben.
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Megoldas:
Ha pl. nem az origéban, hanem a C(R,0) pontban van az R sugaru
kor kozéppontja r = 2Rcosf, 0 € [—g, g} a kor egyenlete. Innen
kovetkezik, hogy az els6 allitas igaz.

A masodik allitas is igaz, differencialhaté fiiggvény minden alakban,
igy implicit alakban is differencialhato.

Ugyancsak az elobbiek miatt a harmadik allitds hamis.

A negyedik allitas szintén az implicit alakban térténo differencialasi
szabaly miatt igaz. Tehat csak a harmadik allitas hamis, a tobbi igaz.

Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz éallitasokat! {EEA-004}

O Az
{x = r(t — sint)

y =r(1l —cost),
ahol t € [0, 27] egyenletrendszer a ciklois {v explicit alakja.

0 Az
x =r(t+sint)
y =r(cost — 1),
ahol t € [0,27] a (teljes) ciklois paraméteres egyenletrendszere.

X Az
{x = r(t —sint)

y =r(l—cost),

ahol t € [0, 2] egyenletrendszer egy ciklois v paraméteres egyenlet-
renszere.

0 Az
{x = r(t —sint)

y =r(1—cost),

ahol t € R csupan egyetlen ciklois iv paraméteres egyenletrendszere.

Megoldas:
Az elso allitas azért hamis, mert egy ciklois iv paraméteres egyenletrend-
szere és nem explicit alak.

Ugyancsak emiatt a harmadik &llitas igaz, a masodik allitas pedig
hamis.

A negyedik allitas azért hamis, mert nem egyetlen ciklois iv, hanem
a teljes ciklois paraméteres egyenletrendszere. Tehat csak a harmadik
allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Vélaszd ki az igaz allitasokat! {EEA-005}

[0 Polarkoordinatas alakban nem lehet fliggvényt derivalni.
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X Logaritmikus derivaltrol akkor beszéliink, ha differencialhaté f ()9
alaku fiiggvényt kell derivalni.

[0 Polarkoordinatas és paraméteres alakban egyetlen differencialhato
fliggvény differencialhdanyadosat sem tudjuk kiszamolni, derivalni
csak explicit alakban tudunk.

O Az
x = 8cos® o
y = 8sin® o,

ahol ¢ € [0, 7) egyenletrendszer egy asztroist ir le.

Megoldas:
Az els6 és harmadik allitas hamis, mert minden alakban lehet differenci-
alhato fiiggvényt derivalni.

A masodik allitas a logaritmikus derivalt jelentése miatt igaz.

A negyedik allitds pedig azért hamis, mert ¢ € [0,27) helyett ¢ €
[0, ) van, igy nem egy teljes asztroist, csak egy ivet ir le a megadott
egyenletrendszer. Tehat csak a masodik allitas igaz, a tobbi hamis.

4.4. Kozépértéktételek. L'Hospital szabaly
E lecke befejezése utan a hallgato:
e ismeri és hasznalni tudja Rolle tételét,

e ismeri a Lagrange-féle kozépértéktételt, annak geometriai és fizikai

« sz

e alkalmazni tudja a Lagrange-féle kozépértéktételt,

e tisztaban van a L’Hospital szabaly feltételrendszerével, ismer olyan
(8, illetve £ alaki) kritikus hatérértékeket, melyekre nem alkal-
mazhaté a L’Hospital szabdaly,

e szamos olyan kritikus hatarértéket is ki tud szamolni, melyet eddigi
modszerekkel nem lehetett.

4.4.1. Rolle tétele, geometriai jelentése és alkalmazasa
Rolle tétele

Tétel: Rolle tétele

Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, differencialhaté
az (a,b) nyilt intervallumon és f(a) = f(b), akkor 1étezik legalabb egy
olyan ¢ € (a,b), melyre f'(c) = 0.

Bizonyitas:

Mivel f folytonos az [a,b] zart intervallumon, Weierstrass tétele miatt a
fiiggvény felveszi maximumat, illetve minimumat, azaz léteznek m, M €
R szamok gy, hogy

Vo € [a,b] m < f(x) < M.
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(Tehat m jeloli az f minimumdat, M pedig az [ maximumat az |a, D]
intervallumon, ami azt jelenti, hogy m < M.) Két esetet kiilonboztetiink
meg;:

e ha m = M, akkor Vo € [a,b] f(z) = m, azaz minden ¢ € (a,b)
pontra f'(c) = 0, készen vagyunk, hiszen nem is egy, hanem végte-
len ¢ pontot talaltunk a kért tulajdonsaggal;

e ham < M, akkor az f(a) = f(b) feltétel miatt az f figgvény az m
és M értékek koziil legalabb egyiket az [a, b] értelmezési tartomany
egy belsé pontjaban veszi fel, azaz

dc € (a,b) gy, hogy f(c) =m vagy f(c) = M.

Ekkor a ¢ pontban f-nek lokalis széls6értéke van, diferencialhaté is
c-ben, ahonnan a lokalis szélsértékek elsorendii sziikséges feltétele
miatt kovetkezik, hogy f’(c) = 0.

Megjegyzés: Rolle tételének geometriai interpretacidja
Rolle tétele azt mondja ki, hogy amennyiben az f figgvény folytonos az  {Fme:Rolle.geom}
la, b] zart intervallumon, differencidlhaté az (a,b) nyilt intervallumon és
f(a) = f(b), akkor létezik legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely, melyben
a fliggvény grafikonjahoz huzott érint6é egyenes vizszintes, amint azt az
alabbi abra is mutatja:
Ide jon a Rolle-tétel ROL-04-09.png abraja

[& Rolle tételének alkalmazasa feladatokban

Mintafeladat: Rolle tételének egy alkalmazasa
Tekintsiik az {Fpe:Rolle.alk}
f:[-1,1] =R, f@)=2*—2+2

fiiggvényt. Van-e olyan pontja a grafikonnak, melyben vizszintes az érin-
t6 egyenes? Hany ilyen pontunk van?

Megoldas:

Szamitsuk ki az f(1) és f(—1) fuggvényértékeket. Mit veszink észre?

Hasznaljuk Rolle tételét.

f folytonos a [—1, 1] intervallumon, differencialhaté a (—1,1) intervallu-
mon és f(1) = f(—1) = 2. Ekkor Rolle tétele miatt létezik legalabb egy
olyan ¢ € (—1,1) szam, melyre f’(c) = 0. Tehat van legaldbb egy pont,

amelyben a grafikonhoz htuzott érinté egyenes vizszintes.

Nézziik meg, hany ilyen pont van?
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Ha tekintjiik az f'(z) = 0, azaz a 3z% — 1 = 0 egyenletet, akkor a gyokok
V3
3 3
azaz két olyan pontja is van a grafikonnak:
V3 2+46V3 (V3 6V3 -2
—— ————— | valamint [ —, ———
37 3V3 37 3V3
koordinataju pontok, melyekben a fliggvény grafikonjahoz huzott érinto
vizszintes.

T2 = +

4.4.2. A Lagrange-féle kozépértéktétel, geometriai jelentése és al-
kalmazasa

Lagrange-féle kozépértéktétel

Tétel: Lagrange-féle kozépértéktétel

Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, differencialhaté
az (a,b) nyilt intervallumon, akkor létezik legalabb egy olyan ¢ € (a,b)
hely, amelyre

fO)—fla)
(]
Bizonyitas:
Tekintsiik az alabbi segédfiiggvényt:
hila,b] =R, h(z)=f(z)— f(bl)) - 5(“) (z — a)
Megjegyezziik, hogy ez az
f(b) — f(a)

b—a
érték nem més, mint az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat Osszekots egye-
nes iranytangense. A folytonos fiiggvények és figgvénymiiveletek kap-
csolatarol szolo tétel, valamint az Osszeg-, szorzat- és hanyadosfiiggvény
derivaltjarol szol6 tétel miatt a h fiiggvény is folytonos az [a, b] zart in-
tervallumon, differencialhat6 az (a,b) nyilt intervallumon. A

h(a) = h(b) = f(a),
igy alkalmazhatjuk Rolle tételét a h segédfiiggvényre, azaz létezik leg-
alabb egy olyan ¢ € (a,b), melyre h'(c) = 0.

h'(z) = f/(x)—‘w, igy Jc € (a,b), melyre h'(c) = f'(c)—

amit bizonyitani kellett.

f(b) — fla)
b—a

{Fte:Lagrange.tetele}

:0’

Megjegyzés: A Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai interpretacioja

A Lagrange-féle kozépértéktétel azt mondja ki, hogy amennyiben az f
fliggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, differencialhaté az (a, b)
nyilt intervallumon, akkor létezik legaldbb egy olyan ¢ € (a, b) hely, mely-
ben a fiiggvény grafikonjahoz huzott érinté parhuzamos az f grafikonja-
nak végpontjait 6sszekoto szelével.

Ide jon a Lagrange-féle kozépértéktétel LAG-04-10.png abraja
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& A Lagrange-féle kozépértéktétel alkalmazasai

Példa: A Lagrange-féle kozépértéktétel mechanikai interpretacidja
Amennyiben az y = f(x) Gt-id6 figgvényt jelol és az atlagos valtozasi
sebesség az [a, b] intervallumon

f(b) = f(a)

b—a

a c € (a,b) esetén pedig a f'(c) a c-beli pillanatnyi sebesség, akkor a
Lagrange-féle kozépértéktétel szerint lennie kell legalabb egy belsé pont-
nak, melyben a pillanatnyi sebesség megegyezik a teljes [a, b] intervallu-
mon vett atlagos valtozasi sebességgel.

Mintafeladat: A derivalt fiiggvénynek nincs megsziintetheto szakadasa

Legyen xy € R. Tegyiik fel, hogy az f fuggvény folytonos az xy valamely {Fmi:der.n.m.sz}
k(xo) kornyezetében és differencidlhaté a k(xg) \ {xo} halmazon. Mutas-

suk meg, hogy ha létezik lim,_,,, f'(z) = A € R, akkor létezik f'(zo) is

és

f/(ﬁo) =A.
Megoldas:

Tekintsiink egy rogzitett [zo,x] C k(x¢) intervallumot és ellenérizziik,
alkalmazhato-e az f fiiggvény erre vald lesziikitésére a Lagrange-féle ko-
zépértéktétel. Ha igen, alkalmazzuk ra.

A feltételekbél azonnal kovetkezik, hogy f folytonos az [xg, z]-en és dif-
ferencidlhat6 az (xg, z) intervallumon, kévetkezik, hogy létezik legalabb
egy olyan ¢ € (xg,x), melyre

f(@) — f(o)

Tr — 2o

~ (o).

Mi torténik, ha x — x¢? Differencidlhaté-e az f fiiggvény az xy helyen?
¢ € (xg, ), emiatt ha © — x¢, akkor ¢ — xg, igy felirhatjuk, hogy

f'(zg) = lim J(@) = flwo) = lim f'(c) = A,

T—TQ xr — :L'O c—xQ

tehat az f fuggvény differencidlhat6 az xy helyen és f'(xy) = A.

Példa:

Ahhoz, hogy a derivalt fliggvény létezzen egy rogzitett zy helyen, nem
szitkséges, hogy létezzen a lim,_,,, f'(x) hatdrérték (mint ahogy az sem,
hogy ebben a pontban az f’ folytonos legyen). Példaul az

1
fla) = x?’cosﬁ, ha x # 0
0, haz=0
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figgvény esetén a lim, ,o f'(z) hatarérték nem létezik, mig a derivalt
létezik és nulla az x = 0 helyen:

— £(0 3 L
f'(0) = lim @) = J10) = lim =% _ Jim 22 cos — = 0.
z—0 x—0 x—0 €T x—0 $2

fgy a derivalt fiiggvény

1 1
, , 377 cos — + 2sin —, haz #0
ff"R=R, fl(z)= x? x?

0, ha z =0,

melyre a

lim f'(z)

z—0
hatarérték nem létezik.
Ellenben, ha f differencidlhaté az xy valamely k(zo) koérnyezetében és
az [’ fuggvénynek xo-ban nincs masodfaju szakadésa, akkor f’ folytonos
az xo-ban:

f'(2) = lim f'(z).

T—T0

4.4.3. Cauchy-féle kozépértéktétel
E Cauchy- és a Lagrange-féle kozépértéktétel kapcsolata

Tétel: Cauchy-féle kozépértéktétel

Ha az f és g figgvények folytonosak az [a,b] zért intervallumon, dif- ({rte:Cauchy.tetele}
ferencialhatok az (a,b) nyilt intervallumon és minden = € (a,b) esetén

g'(z) # 0, akkor létezik legalabb egy ¢ € (a,b), melyre

J0) — fla) _ 10
g(b) —gla) ~ g(c)

Bizonyitas:
A Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasahoz hasonldan, itt is beveze-
tink egy

f(b) = f(a)
g9(b) —g(a)

segédfiiggvényt. Indirekt belatjuk, hogy ¢(b) # g(a). Ha feltennénk,
hogy ¢g(b) = g(a), Rolle tétele miatt kovetkezne, hogy létezik legalabb
egy olyan ¢ € (a,b), melyre ¢'(c) = 0, ami ellentmondéshoz vezet azzal a
feltétellel, hogy minden x € (a,b) esetén ¢'(z) # 0. A folytonos figgvé-
nyek és fiiggvénymiiveletek kapcsolatarol szolo tétel, valamint az 6sszeg-,
szorzat- és hanyadosfiiggvény derivaltjardl szold tétel miatt a h fliggvény
is folytonos az [a,b] zart intervallumon, differencidlhaté az (a,b) nyilt
intervallumon. A

h:la,b) =R, h(x)=f(z) - l9(x) — g(a)]

h(a) = h(b) = f(a),
igy alkalmazhatjuk Rolle tételét a h segédfiiggvényre, melynek kovetkez-
tében létezik legalabb egy olyan ¢ € (a,b), melyre h/(c) = 0.
f(b) = f(a)
W(x)=f(z) - ¢ (x)———2,
() = f'(z) ()g(b)—g(a)
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azaz mivel ¢'(c) # 0,

amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzés: A Lagrange-féle és a Cauchy-féle kozépértéktétel kapcsolata

A Lagrange-féle kozépértéktétel nem mas, mint a Cauchy-féle kozépér-  {Fpe:Lagrange.Cauchy}
téktétel specialis esete, ugyanis a

g:la,b] = R, g(z)==x

valasztassal a Cauchy-féle kozépértéktétel pontosan a Lagrange-féle ko-
zépértéktételt jelenti.

4.4.4. L’Hospital szabaly kritikus hatarértékekre

E L'Hospital szabalyok % és i—i tipusu kritikus hatarértékekre
Tétel: L’Hospital szabaly % tipusa hatarértékekre

Legyen xy € R rogzitett szam és {Fte:LHospital.0.0}

e legyenek az f és g valds fiiggvények differencialhatok valamely -
t tartalmazo nyilt I intervallumon, kivéve esetleg az xy pontot és
tegytk fel, hogy ¢'(z) # 0 minden x € I\ {zo};

o tegyiik fel, hogy % tipusu lim,_,,, % kritikus hatarértékiink van,
azaz

lim f(z) = lim g(z) =0;

T—T0 T—T0

N

o tegyiik fel tovabbd, hogy 1étezik a lim,_,,, =a€R

f'(z
g'(v)

Ekkor létezik a lim, ., £ hatdrérték is és

lim M = lim f(z) =
T=x0 g CC) T—T0 g’(g;)

Bizonyitas:
A feltételrendszer miatt, amennyiben f vagy ¢ nem differencialhato az
xo pontban, akkor két lehetoségiink van:

e vagy nem értelmezett xq-ban,
e vagy megsziintetheto szakadasa van zg-ban.

Emiatt az f és g fliggvények folytonossa tehetdk az xo-ban, ha feltessziik
a tovabbiakban, hogy

f(xo) = g(xo) = 0.
Ekkor egy rogzitett [xg,x] C I intervallumra az f és g valos fiiggvények

folytonosak az [z, x] zart intervallumon, differencidlhatdk az (o, ) nyilt
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intervallumon és minden ¢ € (z¢,x) esetén ¢'(t) # 0. Igy a Cauchy-féle
kozépértéktétel értelmében létezik legalabb egy olyan ¢ € (g, ), melyre

f(x) = fzo) _ f'(c)
g(z) —g(xo)  g'(c)

Ha z — xg, akkor ¢ — xg és az xy pontbeli derivalt definiciéja miatt
felirhatjuk, hogy
@)= feo) 1)

= lim —&f—+~~ 2 —]
a0 g(w) e g(a) = glz)) e g'(c)

Tétel: L'Hospital szabaly £ tipusii hatarértékekre
Legyen zg € R rogzitett szam és {Fte:LHospital.vegt.vegt}

e legyenek az f és g valds fiiggvények differencialhatok valamely -
t tartalmazo nyilt I intervallumon, kivéve esetleg az xy pontot és
tegytk fel, hogy ¢'(z) # 0 minden x € I \ {zo};

o tegyiik fel, hogy 2 tipust lim, ., % kritikus hatérértékiink van,

azZaz
lim |f(2)| = lim |g()| = oo

T—T0 Tr—T0

o tegytk fel tovabbd, hogy létezik a lim,_,,, J; :((g =acR.

Ekkor létezik a lim, ., 25 hatdrérték is és
/
fl@) _ o @) _

lim = =
xlgﬂlo g(aj) T—T0 g’(x)

Bizonyitas:

Mivel az f és g fliggvényeknek mésodfaju szakadasa van xp-ban, igy itt

nem tehetok folytonossa. Ennek a tételnek a bizonyitasa joval bonyolul-

tabb, megtaldlhat6 pl. Farkas Miklés Matematika II. jegyzetében (http:
//math.bme.hu/jegyzetek/040797 _Farkas Miklos Matematika II. Kotet.
pdf.

Megjegyzés: L'Hospital szabalyok egyoldali hatarértékek esetében

Mindkét L’Hospital szabdly hasznalhato egyoldali hatarértékek kiszdmo-  {Fme:LHospital.egyold}
lasanal is, a tételek bizonyitasa ezekben az esetekben hasonlé moédon

torténik, csak ilyenkor egyoldali folytonossag, valamint egyoldali hatar-

értékek valtjak fel a folytonossag, valamint hatarérték fogalmat.

Kovetkezmény: L'Hospital szabaly x, € R esetben

Amennyiben zy = 0o vagy o = —00, ugyanugy érvényes mindkét L'Hospitakrko: LHospital.x0.vegt}
szabdly, csak a ,valamely zo-t tartalmazé nyilt I intervallumon, kivéve

esetleg az xy pontot” megfogalmazas helyett az (a, ), illetve a (—o0, b)

intervallumokat tekintjiik.
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Bizonyitas:

Legyen zg = 0o. (A kovetkezmény hasonléan bizonyithat6 az xy = —oo

esetben is.) Az z = % helyettesitést alkalmazva, akar a % tipusu hatarér-

tékekre vonatkoz6 L’Hospital szabaly, akar a ig tipusu hatarértékekre

vonatkozo L’Hospital szabaly esetén felirhatjuk, hogy
e

lim —= = lim d (%),
v=00 g(x) 10t g (%)

és az egyoldali hatarértékek esetében hasznélatos L’Hospital szabalyokat
hivjuk segitségiil.

[& L’Hospital szabaly alkalmazasa feladatokban

Mintafeladat: Egy egyoldali logaritmikus hatarérték

Szamitsuk ki a {Fmi:egyold.loglim}
lim z*
z—07t

hatarértéket. Az ilyen hatarértékeket, melyekben az alapban is és a ki-

tevében is szerepel ismeretlen, logaritmikus hatarértékeknek nevezziik.

Megoldas:
Helyettesitsiink be x helyére 0-t. Mit vesziink észre?
Helyettesitéskor a 0V kritikus esetet kapjuk.

Hasznalva azt, hogy az e alapt exponencialis fliggvény, valamint az ugyan-
olyan alapu logaritmus fliggvény egymas inverzei, irjuk at a fliggvény
hozzarendelési szabalyat olyan alakba, ahol mér csak a kitevo tartalmaz-
za az ismeretlent. (A moddszert lathattuk mar a logaritmikus derivalt
esetében is.)

x
& = eln(ac ) — eacln:r:‘
Igy a kiszamitand6 hatarérték
lim e* Inx
z—0t

Helyettesitsiink be = helyére 0-t. Mit vesziink észre? Hasznalhaté-e a
L’Hospital szabdly a kitevoben?

Behelyettesités utéan a kitevében a 0-(—o0) esetet kapjuk. Igy a L'Hospital
szabaly még nem hasznalhato.

[rjuk 4t a hatdrértéket olyan alakba, amikor méar hasznélhatjuk a kite-
voben a L’Hospital szabdlyt és szamitsuk ki a kért hatarértéket.
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Inx Inx

. . 1
lim e = limez =e¢
z—0t z—0t

lim

rlnx z—0t "L
xT

Most mér teljesiilnek a kitevoben a L’Hospital szabaly feltételei, igy a
kért hatarérték

1

lim, o e lim,_, o+ —f- ;
r=0 % = e _z2 —= ehmm—>0+(_x) = eO = 1

Mintafeladat: A L'Hospital szabaly tobbszori hasznalata
Szamitsuk ki a {Fmi:LH.tobbsz}

. 1 sinx
lim ( — —
z—0 \ 12 3

hatarértéket.
Megoldas:

Helyettesitsiink be x helyére 0-t. Mit vesziink észre?

sin x
T

Helyettesitéskor, hasznalva a lim, . = 1 hatarértéket, a co — oo

kritikus esetet kapjuk.

Hozzunk kozos nevezére. Mit vesziink észre?

lim

’
z—0

1 sin x . x—sinx
72 3 z—0 3

az utobbira mar teljestilnek a % alak hatarértékekre vonatkozé L'Hospital
szabaly feltételei.

Hasznaljuk a L’Hospital szabalyt.

. xr—sinx . 1—coszx
lIlm —— = lim ——.
z—0 3 z—0 32

Helyettesitsiink be djra. Mit vesziink észre?
Még mindig g alakunk van és a L’Hospital tétel feltételei itt is teljesiilnek,
igy ujra alkalmazhatjuk, és kapjuk, hogy

1 —coszx . sinzx 1. sinxzx 1
lim ——— = lim = — lim = —,
z—0 32 z—0 0Ox 6z—0 6

amennyiben hasznaljuk a lim, % = 1 fliggvényhatarértéket.

Vannak feladatok, ahol a ’Hospital szabdly még t6bbszori hasznalataval
jutunk eredményhez. Fontos, hogy minden alkalommal meggy6ézodjiink
arrol, hogy a szabdly feltételei maradéktalanul teljesiilnek, mint ahogy

arrol is, hogy a szabdly hasznélataval a feladatot nem bonyolitjuk el.
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Mintafeladat: Amikor nem segit a L’Hospital szabaly
Szamitsuk ki a )
. x—sinz
lim ——
hatarértéket.

Megoldas:
Helyettesitsiink be x helyére co-t. Mit vesziink észre?

Ha x — 00, a szamlalo is és a nevezo is co-hez tart. Tovabba talalhatunk
alkalmas (a,00) intervallumot, melyen a szamlalé és a nevez6 is diffe-
rencialhatd, valamint a nevez6 derivaltja nem 0 (pl. a (2,00) egy ilyen
intervallum). A L’Hospital szabaly hasznédldsénak feltétele mér csak az,

hogy létezzen a
1 —cosz
lim ———
T—00
hatarérték, ez viszont nem teljesiil. Igy nem hsznalhaté a L’Hospital

szabaly.

Szamitsuk ki mas modszerrel ezt a hatarértéket, pl. x szamlalobol és
nevezobol vald kiemelésével.

mert itt x — oo és igy a sinx korlatos fiiggvény, valamint a nulldhoz
tarto % fiiggvény szorzatanak hatarértékérdl van sz, ami 0.

A Kozépértéktételek. L’Hospital szabdly lecke elméleti teszt-
feladatai:

Tesztkérdés:
Adjuk meg a L’Hospital szabaly segitségével a

T + cos 3x
m ——
z—oo 222 + 100

értékét. (Csak szamot lehet az eredményhez beirni.)

Valasz: A lim,_, ”z”;rchigg értéke 0 .

Megoldas:

Behelyettesitve = helyére co-t, 22 esetet kapunk. A % tipusi hatarér-
tékekre és xy = oo-re megfogalmazott L’Hospital szabaly tobbi feltétele
is teljesiil, igy ezt alkalmazva, kapjuk, hogy

3 3x) 1
im rreosor im & + cos3z) = lim (1 — 3sin3z) - — = 0.
2500 272 4 100 oo (202 + 100) | = 4z
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Tesztkérdés:
Vélasszuk ki az aldbbiak koziil Rolle tételét:

o Ha az f figgvény folytonos az [a, b] zart intervallumon és differenci-
alhat6 az (a, b) nyilt intervallumon, akkor létezik legalabb egy olyan
¢ € (a,b), melyre f'(c) = 0.

o Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, differenci-
alhaté az (a,b) nyilt intervallumon és f(a) = f(b), akkor létezik
pontosan egy olyan ¢ € (a,b), melyre f'(c) = 0.

e Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, differenci-
alhat6é az (a,b) nyilt intervallumon és f(a) = f(b), akkor létezik
legalabb egy olyan ¢ € (a,b), melyre f'(c) = 0.

o Ha az f fuggvény folytonos az [a, b] zart intervallumon és differenci-
alhat6 az (a, b) nyilt intervallumon, akkor létezik legaldbb egy olyan
¢ € (a,b) hely, amelyre

Megoldas:
Az els6 allitdas hamis, mert hidnyzik az f(a) = f(b) feltétel. Pl az
f:[1,3] = R, f(z) =1 fiiggvény folytonos az [1,3] zdrt intervallumon
és differencidlhaté az (1,3) nyilt intervallumon, mégsem létezik olyan
c € (1,3), melyre f'(c) = 0.

Ide jon az f : [1,3] = R, f(x) = 1 figgvény REC-04-11.png bréja

A masodik allitds azért hamis, mert semmi nem garantélja a pontosan
egy ¢ € (a,b) kozbiilsd értéket, melyre f'(c) = 0, lehet akar tobb ilyen
kozbiils6 érték is. Példaul a szinusz figgvény [0, 4] intervallumra vald
leszlikitését tekintve, az allitas feltételei teljestilnek mind, mégis 0 és 47
kozott nem egyetlen, hanem pontosan 4 helyen is nulla a derivalt fliggvény
értéke.

A harmadik allitas pontosan Rolle tétele, igy az a keresett allitas.

A negyedik allitas egy igaz allitds, csak nem Rolle tétele, hanem Lag-
range tétele, igy az egyetlen kivalasztando allitas a harmadik.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

X A Lagrange-féle kozépértéktétel nem mas, mint a Cauchy-féle ko-
zépértéktétel specidlis esete.

O A Cauchy-féle kozépértéktétel nem mas, mint a Lagrange-féle ko-
zépértéktétel specialis esete.

O Egy f : [a,b] — R figgvényre megfogalmazott Rolle tétele az f
fliggvény zérushelyeinek megtalalasat szolgalja.

O Egy f : [a,b] — R fuggvényre megfogalmazott Rolle tétele az f’
fliggvény zérushelyeinek pontos szamat adja meg.
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O A feladat el6zo allitasai mind hamisak.

Megoldas:
Az els6 allitas igaz, ezt mondja ki a Lagrange-féle és a Cauchy-féle ko-
zépértéktétel kapcesolatardl szoldo megjegyzés.

A masodik allitas hamis. Csak a Lagrange-féle kozépértéktétel speci-
alis esete a Cauchy-féle kozépértéktételnek, a Cauchy-féle kozépértéktétel
a Lagrange-féle kozépértéktételnél tobbet allit, ugyanis a benne szereplo
g : la,b] — R figgvény hozzarendelési szabalya nem csupan ¢(z) = x
lehet.

A harmadik allitds hamis, mert egy f : [a,b] — R fiiggvényre megfo-
galmazott Rolle tétel az [’ fiiggvény zérushelyének létezésérdl, és nem az
f fliggvény zérushelyeinek megtalalasarol szol.

A negyedik allitas is hamis, mert a derivalt zérushelyeinek szamarol
Rolle tétele nem ad pontos informéaciot, csak azt allitja, hogy amennyiben
Rolle tételének feltételei teljestilnek, létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy f’(¢) = 0.

Az otodik allitas is hamis, mert az elsé allitas igaz. Tehat csak az
elso allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

O A L’Hospital szabaly a 8 alaku hatarértékek mindegyikénél hasznal-
hato.

O A L’Hospital szabaly a i% alaki hatarértékek mindegyikénél hasz-
nalhato.

X A lim, o 2“72;3;‘1“ hatérértéknél nem hasznalhaté a L'Hospital sza-
baly.

K Az f:[-2,1] =R, f(z)=2%—22%— 5z + 7 fliggvényre hasznal-
hatjuk Rolle tételét.

Megoldas:

Az elso két allitas hamis, hiszen mind a % tipusu hatarértékekre vonatkozo
L’Hospital szabaly, mind pedig a i% tipusu hatarértékekre vonatkozo
L’Hospital szabaly komoly feltételrendszerrel rendelkezik, a 2

0’
% alak mellett egyéb kovetelményeknek is teljesiilniiik kell.

vagy a

+
A harmadik allitds igaz, ez is a masodik allitas hamissagat tamasztja
’ . . 2r—sinz L4441 00
ala, hiszen a lim, ., =5 i hatarértek 22 eset, de a
(2x —sinx) . 2—cosxw
im —— = lim ——

hatarérték nem létezik, mert a koszinusz fiiggvény grafikonjanak alakja
miatt a lim, . cosz hatdrérték nem létezik. Igy a L’Hospital szabaly
nem hasznalhat6 az eredeti hatarérték kiszdmolasanal, ami nem azt je-
lenti, hogy maga a hatarérték ne létezne. A hatarértéket nem L’Hospital
szaballyal szamoljuk ki, hanem a kévetkezoképpen:

2r —sinx . x(2 — o)

— xT

9
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sin x

mivelhogy mind a *2*, mind pedig az i 0-hoz tartanak, ha x — co.

A negyedik allitas is igaz, mert Rolle tételének minden feltétele tel-
jesil az f fiiggvényre: f folytonos a [—2,1] zart intervallumon, differen-
cidlhaté a (—2, 1) nyilt intervallumon és az f(—2) = f(1) = 1. Tehét a
harmadik és negyedik allitas igaz, a tobbi hamis.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!

O A Lagrange-féle kozépértéktétel azt mondja ki, hogy ha az f figg-
vény folytonos az [a, b] zart intervallumon és differencidlhato az (a, b)
nyilt intervallumon, akkor létezik pontosan egy olyan ¢ € (a, b) hely,
melyben az f fiiggvény grafikonjahoz huzott érinté egyenes parhu-
zamos az f grafikonjanak (a, f(a)), valamint (b, f(b)) pontjait 6ssze-
koto szelovel.

X A Lagrange-féle kozépértéktétel azt mondja ki, hogy ha az f figg-
vény folytonos az [a, b] zart intervallumon és differencidlhato az (a, b)
nyilt intervallumon, akkor létezik legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely,
melyben az f fliggvény grafikonjahoz hizott érinté egyenes parhu-
zamos az f grafikonjanak (a, f(a)), valamint (b, f(b)) pontjait 6ssze-
koto szelovel.

X A Cauchy-féle kozépértéktétel azt mondja ki, hogy ha az f és g
fliggvények folytonosak az [a, b] zart intervallumon, differencidlhaték
az (a,b) nyilt intervallumon és minden = € (a,b) esetén ¢'(x) # 0,
akkor létezik legalabb egy ¢ € (a,b), melyre

f(b) ~ f(a) _ f'(¢)
g0 —gla) ~ g0

O A Cauchy-féle kozépértéktétel azt mondja ki, hogy ha az f és g
figgvények folytonosak az [a, b] zart intervallumon, differencidlhaték
az (a,b) nyilt intervallumon, akkor létezik legalabb egy ¢ € (a,b),
melyre

Megoldas:
Az elsé allitas hamis, mert a Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai
interpretacidja azt mondja ki, hogy a felsorolt feltételek mellett 1étezik
legalabb egy (és nem pontosan egy) olyan ¢ € (a,b) hely, melyben az f
fiiggvény grafikonjahoz huzott érinté egyenes parhuzamos az f grafikon-
janak (a, f(a)), valamint (b, (b)) pontjait Osszekoto szelével. Példaul az
alabbi abran lathatoé fiiggvény esetében harom ilyen tulajdonsagu ¢y, ¢, 3
pont is létezik:

Ide jon a LAP-04-12.png abra

Emiatt a masodik allitas, ami pontosan ezt mondja ki, igaz.

A harmadik allitds pontosan a Cauchy-féle kozépértéktétel allitasa.
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A negyedik allitas pedig azért hamis, mert g lehet konstans fiiggvény
is, melynek derivaltja 0, igy a

f(b) ~ f(a) _ f(¢)
g(0) —gla) ~ (0

képlet mindkét oldaldn szereplo tortek nevezoje 0, ami lehetetlen. Tehat
a masodik és harmadik allitas igaz, a tobbi hamis.

5. A differencialszamitas alkalmazasai

5.1. Széls6értékek

E lecke befejezése utan a hallgato:
e ismeri az abszolit és lokalis széls6érték fogalmat,

e érti a differencidlhato fiiggvény derivaltja és monotonitasa kozotti
kapcsolatot,

e meg tudja allapitani a monotonitasi intervallumokat a derivalt el6-
jelének vizsgélataval,

e differencidlhaté fiiggvények esetén a legtobb esetben lokalis és ab-
szolut szélséértékeket tud szdmolni (amennyiben azok léteznek),

o szoveges szélséérték feladatot tud megoldani, amennyiben az egy-
valtozos valos fliggvény szélsoértékével kapesolatos.

5.1.1. Abszolat és lokalis szélsoértékek

[J Abszolit szélsdértékek

Definici6: Abszolat (globalis) széls6értékhelyek /széls6értékek

Az f egyvaltozos valds fiiggvénynek az o € Dy abszolit (vagy globalis) (rac.apss . sze1s}
maximumbhelye (vagy zo-ban az f fiiggvénynek abszolit maximuma

van és ennek értéke f(xg)), ha

f(x) < f(zg) Va € Dy.

Az f egyvaltozés valés fliggvénynek az zy € Dy abszolat (vagy globalis)
minimumbhelye (vagy x¢-ban az f fiiggvénynek abszolGit minimuma
van és ennek értéke f(xq)), ha

f(x) > f(zo) Vx € Dy.

Példa:
Hatarozzuk meg az

a) abszolutérték-fiiggvény,

b) konstans fiiggvény,
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