Tétel Legyen D C R"™ konvex, nyilt tartomdny! Ha az f: D — R fiigguény totdlisan deriv
dlhatd D-ben ésd f(z, h) =0, akkor f dllando.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel értelmében Va,b € D-hez van az a és b pontokat 6sszekto
szakaszon olyan ¢ pont, hogy f(b) — f(a) = df(c,b — a) = 0 mivel D konvexitdsa miatt

ceD. O]
Példa
Ty
a9 9 1 4. 99 ha (l’,y) 7é (070)7
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flay) =10 W
?7 ha (I?y) = (070)
1. Mutassa meg, hogy lim  f(x,y) nem létezik!
(z,)—(0,0)

2. Hol differencidlhato totdlisan az f kétvdltozos fligguény? gradf =7

3. Irja fel a P = (0,1) ponthoz tartozo érintdsik egyenletét!

d d
4. _f =7 4. _f =7, ha e = —i+ —j (e irdnyi iranymenti derivdlt).
€l €l0.0) 20 27
Megoldas: 1.

) 02 oS @, sin @,
lim

. gge—ggz 02(3 cos? @, + 4sin’ p,)

fiigg pn-tol, ezért a hatarérték nem létezik.

2. gradf(0) nem létezik, mert f nem folytonos 0-ban. (Szikséges feltétel nem teljesiil.)
Ha (z,y) # (0,0), akkor f, és f, létezik és folytonos = 3gradf = fri+ f,j, ahol

. y(32% + 4y?) — xy - 6z
- (322 + g7

€s
o (32 + 4y*) — zy - 8y
y (322 + 4¢2)2

3. Az érintosik egyenlete:
f:(0,1)(z = 0) + £,(0,1)(y — 1) — (= — f(0,1)) = 0.
1
Behelyettesitve f1(0,1) = T f,(0,1) =0, f(0,1) = 0, gy

i(x—O)—i—O-(y—l)—(z—O):0:>z:i:v.



Magasabbrendii parcialis derivaltak

Az n-valtozés fiiggvény barmely parcidlis derivaltfiiggvénye ujbdl n-valtozos fiiggvény.

Ezért beszélhetiink ennek a fliggvénynek is a parcialis derivaltjairdl. fgy jutunk el a
masodrendii parcialis derivaltakhoz.

Példa kétvaltozos fiiggvény esetére:

f(z,y) = e** cos 2y + 2% — y*.

Ekkor
fi(z,y) = 2e* cos 2y + 2z, folz,y) = —2e%% sin 2y — 2y,

== o (5) - OF _ 4e cos2y+2,

 9r\ox) a2
.0 [Of\ o )
f;/y = (f;)y = a_y (@_y) = @_yQ = —462 COS 2y — 2,

vz 68 [y, a tiszta mdsodrendfi parcidlis derivéltak.

fa/c/y = (fg/c)/ 0 <3f> O°f = —4e* sin 2y,

v 8_y or) Oyox
1" Y 0 af 82f 2z
- =2 (2L = = —4e¥ sin 2y.
Jua (fy)x Ox (83/) Jyox o sy

vy €8 fi, a vegyes masodrendii parcidlis derivaltak.

A mésodrendii parcidlisak ujra kétvaltozos fiiggvények! Vegyiik észre, hogy a vegyes
masodrendit parcialis derivaltak megegyeznek, tehat az eredmény nem fiigg a differen-
cidlas sorrendjétdél. Ez nem véletlen. Latni fogjuk, hogy elég "szép” fiiggvény esetén ez
mindig gy van. ( Young tétel.)

Maésrészt vegyiik észre, hogy most a tiszta masodrendii parcidlis derivaltak Gsszege
minden (x,y) pontban nullét ad, azaz f;,(z,y) + f,,(v,y) = 0. Tehit f megolddsa az
ugynevezett sikbeli Laplace-differencidlegyenletnek:

o "o
Au = uy, + 1y, = 0.

Ha ez a tulajdonsag teljesiil, a fiiggvényt harmonikus fiiggvénynek nevezziik. Tehat a
sikbeli Laplace egyenlet megolddsai a harmonikus fliggvények. Nagy szerepet jatsza-

nak az ilyen fiiggvények a komplex fiiggvénytanban és a potencidlelméletben. Es most
altalanossagban is definialjuk a masodrendi parcialis derivaltakat!



0
3.84. Definicié A g(z) = f, (z) = / n-vdltozos fiigguény x; vdltozd szerinti par-

(9.%1‘ z
cialis derivdlt figguényét az f i-edik és j-edik vdltozdja szerinti mdsodrendd parcidlis
derivdltjanak nevezzik (ha létezik). A kovetkezd jeloléseket haszndljuk:

8—af
" ag ox; 0 8f 82f
=2 = 9 _ = = D.D;f = D, .
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Magasabbrendii parcidlis derivdltak értelemszeriien definialhatok.
Ha v = j, akkor tiszta, kiilonben vegyes masodrendi parcidlis derivadltrol beszéliink.

Definicié Ha f (totdlisan) derivdlhats valamely K,-ban, és (elsérendi) parcidlis deriv
dltjai (totdlisan) derivalhatok a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer (totdlisan) deriv
alhato a-ban.

Magasabbrendi, derivdlhatosdg értelemszerien definidlhato.

A kovetkezo példa mutatja, hogy a magasabbrendi parcialis derivaltak definiciéjaban
fontos a valtozok sorrendje, ettdl fiigghet a vegyes méasodrendii parcidlis derivalt.

Példa Legyen
fley) =9 22 +¢?

Konnyen ldthato, hogy

falz,y) = (22 +y?)?
0, ha (z,y) = (0,0),
és ( 4 22 4)
x(z* —4dxy” — vy
! ) ha x’y # 070 )
fe) =4 @ P ) 700
0, ha (z,y) = (0,0),
iqy
f:ﬁ;(oay):_y és f;(SC,O):l',
ezért

f;ly(0,0) =-1 és f;;(o,()) =1

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett, nem kell a derivélas
sorrendjére figyelni.



Tétel (Young) Ha f kétszer (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkorVi, j € {1,...,n} esetén

O f 0*f

856]-8:62- a - axl&xj a

Az r-szeres folytonos derivalhatésdgot az egyvaltozos esethez hasonléan az r-edik
derivalt folytonossdgaként lehetne definialni, de az ehhez sziikséges fogalmakra nincs
sziikségiink, ha a kovetkezo definiciét mondjuk.

Definicié Azt mondjuk, hogy f r-szer folytonosan derivalhaté a D C Dy C R" nyilt
halmazon, ha r-edrendd parcialis derivdltjai [éteznek és folytonosak D-n.

Jelolés: fe CF,.

Megjegyzés Ha D C D;C R"nyilt, f € Cp, ésa € D, akkor fr-szer derivdl-hatd a-ban.

Ha g <, akkor C}, C C},.

Koévetkezmény Ha f € Cy , akkor f-nek az r-edrendi parcidlis derivdltjai kéziil
mindazok megegyeznek, amelyek csak a derivdldsok sorrendjében kiilonbéznek eqymdstdl.
Példdul, ha f kétvdltozds figguény és f € Cy , akkor

femy(@) = fiye(a) = fria(a).
Vagy ha f hdaromudltozds fligguény és f € C}”(Q, akkor

fone(a) = fil,(a) = fir.(a) = f,l.(a) = f1},(a) = fl.(a).

Magasabbrendii differencialok

Masodrendi esetben fogjuk latni, hogy a Hesse-matrixot tekinthetjiik ma-sodrendi deriv
altnak, de ettél magasabbrendii totalis derivalt értelmezése nehézkes len-ne. Ehelyett a
magasabbrendii differencidlokkal foglalkozunk.

Az f a-ban derivélhato fiiggvény a pontbeli differencidlja a h megvaltozasnal:

df(a,h) = f1,(@)h1 + f1,(@)hs + - a)h, = Zf a)h; = gradf(a) - h

Kétvéltozods fiiggvény esetén a = (z,y) és h = (hy, he) jeloléssel

df(a, h) = fo(x,y)h + f, (2, y)hy



Héromvaltozés fiiggvény esetén pedig a = (x,y, z) és h = (hq, ha, hs) jeloléssel

df(@? h) = fals(xv Y, Z)hl + fg:(‘ru Y, Z)hZ + f;(xv Y, Z)h3‘
Példdul f(x,vy,2) = zy> + ryz esetén
df (z.h) = (y° + y2)lu + (3xy® + 22)hs + wyhs.

Ez egy 2n = 6-valtozos fliggvény.

Masodrendii differencial

Az elsérendi differencidlban rogzitsiik a h vektort! Ekkor ennek az a-t6l fiiggd fiige-
vénynek is vehetjiik az a-beli differencidljat h megvaltozas mellett. (Természetesen csak
akkor, ha az elsérendii parcidlisak differencidalhatok. Ezt tgy érhetjiik el, ha példaul

feltessziik, hogy f mdasodrendii parcidlis derivaltjai folytonosak.) Tehat a masodrendii
differencidl az elsérendii differencidl elsérendii differenciélja.

Definicié Ha f kétszer (totdlisan) derivdlhatd a-ban, akkor azt mondjuk, hogy
d*f(a,h) = d(df(a, h)) (a,h)
az [ fiigguény a pontbeli mdsodrendi differencidlja h megudltozdasndl.
Kétvéltozds fiiggvény esetén a = (z,y) és h = (hq, hy) jeloléssel
d*f(a, h) =

9 9
= (flo@y)h + fro(@,y)ha) - o+ (1, (2, y)he + f, (2. 9)ha) - ha =

"

Felhasznaltuk, hogy Young-tétele miatt f) (z,y) = fr, (7, y).
Ha (z,y)-t rogzitjiik, akkor d?f(a, h) kvadratikus fiiggvénye (csak mdsodfoki tagok-
bél 4ll6 polinomja) a hy, hy véaltozéknak. A kifejezés matrixosan felirva jobban atlathaté:

de(Q,ﬁ) _ [hl h2:| |: :%::;v :;/y:| |:h1:| — ETE_h

1!
yr  Jyy ha

H neve: Hesse-féle matrix, lasd _H szimmetrikus matrix.





