Magasabbrendii differencial
Definicié Ha f k-szor (totdlisan) derivalhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy
d*f(a,h) = d (df*"'(a, b)) (a, h)

az f fiigguény a pontbeli k-adrendd differencidlja h megudltozdsndl.

Szélsoért ékszamitas
Definicié Legyen a belsd pontja D;-nek! Azt mondjuk, hogy f-nek lokdlis mini-muma
(illetve mazimuma) van a-ban, ha 3K, C D, hogy

fla) < f(z)  (illetve f(a) = f(z))  (z € Ky)
(Nem szigoru szélséértéket definidltunk!)

Tétel (Lokalis széls6érték sziikséges feltétele)
Legyen a belsé pontja D¢-nek! Ha f-nek lokdlis szélséértéke van a-ban, és létezik
valamelyik valtozo szerinti parcialis derivdltja, akkor az 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3f; (a), és legyen
g9(x) = fla+ ze;)!
A parcidlis derivalt definicidja szerint g derivalhaté O-ban, és

g(0) = f;,(a).

Masrészt g-nek lokalis széls6értéke van 0-ban, igy az egyvaltozos fiiggvényeknél tanultak
szerint

g(0) =0. 0



Megjegyzés Ugyanezt iranymenti derivaltakra is elmondhatjuk.

Kovetkezmény Ha f-nek a-ban lokdlis szélséértéke van, és ott (totdlisan) deri-valhatd,
akkor
gradf(a) = 0.

Bizonyitds. A f-nek minden parcidlis derivaltja 1étezik, az el6z6 tétel miatt ezek mind 0-k,
igy

gradf(a) = (0,0,...,0) = 0, m
A kovetkezd példa azt mutatja, hogy a feltétel nem elégséges.

Megjegyzés Tekintsiik az
fla,y) = (y —2*)(y — 22°)
fiigguényt!

folzyy) = =22(y — 20%) —da(y —2°),  fi(z,y) = (y — 22°) + (y — 2?)

Mivel mindkettd folytonos, f (totdlisan) derivalhatd, és gradf(0) = 0, mégis f-nek nincs
lokdlis szélséértéke (0,0)-ban, mert f(0,0) = 0, ugyanakkor a figgvény a (0,0) pont
minden kornyezetében felvesz pozitiv €s negativ értéket is.

Ugyanis az y = 2z* parabola feletti pontokban f(x,y) > 0 (y > 222 > 2?). Az
y = x? parabola alatti pontokban szintén f(x,y) > 0 (y < 2* < 22%). A két parabola
kozitt (2% < y < 22%) wviszont f(x,y) < 0.

Annak ellenére, hogy ennek a kétvdltozos fiigguénynek az origoban nincs lokdlis szélso-
értéke, mégis, ha a feliletbol az x,y sikra merdleges, az origon atmend sikokkal kimetsziink
feliileti gorbéket, akkor f-nek minden ilyen feliileti gorbe mentén lokdlis minimuma van.
Ugyanis a metszetgorbe pontjaiban a fiigguényérték pozitiv, legaldbbis az origo eqy dtszirt
kérnyezetében.

Az egyvaltozés fiiggvényeknél latottakhoz képest most mas esetek is lesznek. Ahhoz,
hogy ezekrol beszéljiink, gondoljuk végig a kovetkezot. Egy n-valtozos fliggvény masodik
derivéltja a Hesse-matrix lesz. Ez megfelel egy linearis operatornak, ami egy vektort egyr
észt egy nemnegativ szammal szoroz, masrészt pedig forgat. Ha minden vektor esetén a
forgatas szoge hegyesszog, akkor a matrixot pozitiv definitnek, ha mindig tompaszog,
akkor negativ definitnek nevezziik. Vagyis a szog koszinuszanak eldjelét vizsgaljuk, ami
megegyezik a vektor és képe skalaris szorzatanak elgjelével.



Definicié Az A € R™" kvadratikus mdtrizot pozitiv (negativ) definitnek nevezzik, ha
minden z € R™\ {0} esetén

(A1) >0 ((zAz) <0).

Ha a > (illetve <) helyett > (illetve <) szerepel, akkor pozitiv (illetve negativ) sze-
midefinitnek nevezziik a mdtrixzot.
Végiil azt mondjuk, hogy a mdtrixz indefinit, ha nem szemidefinit.

Megjegyzés A € R"*" pontosan akkor indefinit, ha Iz, y € R"-amire
(z, Az) <0 < (4, 4,9).

Az egyvaltozos esethez hasonléan adunk elégséges feltételt lokalis szélséértékre. Va-
l6jaban ez most egy sziikséges feltételt is tartalmaz.

A tétel bizonyitasahoz itt nem ismertetett eszkozokre lenne sziikség, ezért a tétel
bizonyitasat mell6zziik.

Tétel Legyen f kétszer (totdlisan) derivdlhats a-ban!

Ha gradf(a) = 0 és a Hesse-madtriz pozitiv definit, akkor f-nek a-ban lokdlis mini-
muma van.

Ha gradf(a) = 0 és a Hesse-mdtriz negativ definit, akkor f-nek a-ban lokdlis maxi-
muma van.

Ha a Hesse-mdtrix indefinit, akkor f-nek a-ban nincs lokdlis szélsdértéke.

A kovetkezd, a definitség eldontéséhez jol hasznalhaté modszerhez sziikséges a sarok-
minor fogalma.

Definicié Az A € R™*" madtrix k-adik sarok determindnsa a bal felsé k x k-s aldetermin
dns, amit Dy, val jelolink.

Tétel Az A € R matrix pontosan akkor pozitiv definit (illetve szemidefinit), ha minden
sarok determindns pozitiv, azaz Dy > 0 (k= 1, ..., n) (illetve ha minden sarok determin

dns nem negativ, azaz Dy>0(k=1,...,n)).

Az A € R™™ matriz pontosan akkor negativ definit (illetve szemidefinit), ha a sa-
rok determindnsok vdltakozo eldjeliiek, azaz (—1)¥Dy > 0 (k = 1,...,n) (illetve ha
(-)*Dy >0 (k=1,...,n)).

A fenti tétel konnyen megjegyezheto, ha felhasznaljuk, hogy a Hesse-méatrix szim-
metrikus, igy van sajatvektorokbdl allo ortonormalt bazisa, amiben a métrix diagonalis,
atléban a sajatértékekkel. Ha csupa pozitiv (illetve nem negativ) sajatérték van, akkor
Dy-k mind pozitivak (illetve nem negativak). Ha csupa negativ sajatérték van, akkor
Dy-k valtakozo eldjeltiek.



Példa Van-e lokdlis szélséértéke az

flz,y) =y
fiigguénynek?
Megoldas:

01
=[] gl =-1<0

ezért f"(x,y) indefinit, igy sehol sincs lokdlis szélséérték.

Az
fo=y=0 fi=2=0
egyenletrendszer megoldasa az origd, igy a sziikséges feltétel csak itt teljesiil, tehat csak
itt lehetne lokalis széls6érték. Azokat a pontokat, ahol az elsé derivalt 0 szokas extremalis
pontoknak hivni, vagyis az f(x,y) = xy fiiggvénynek az origd extremélis pontja. Azokat
az extremadlis pontokat, ahol a masodik derivalt indefinit nyeregpontnak hivjuk, tehat az
f(z,y) = xy figgvénynek az origd nyeregpontja.

Példa Keressiik meg az
f(x,y,z) :1’3+y3+z3—33¢—3y—32+1

fiigguény lokdlis szélsoértékhelyeit.

Megoldas:
f:f::3332—3, f;=3y2—3, f;:322—3

A fligguény mindenditt értelmezett, és parcidlisan derivdlhaté mindhdrom valtozo szerint,
19y ahol lokdlis szélsdérték van, ott

fo=Tfy=f.=0
kell legyen. Az egyenletrendszernek 8 megolddisa van, nevezetesen
(£1,£1,41).

Csak ebben a 8 pontban lehet szélsoérték.

flo=6x, [l =6y, flz=06z és [l = [l = [l =" =f"=f" =0



flz,y) =zy

A mdsodrendi parcidlisak mind folytonosak, igy f mindeniitt kétszer (totdalisan, sét foly-
tonosan) derivdlhato, és a Hesse-mdtrix

6z 0 0
f(x,y,2) =10 6y 0
0 0 62

Ez szerencsénkre éppen diagondlis mdtriz. Pozitiv definit az (1,1,1) pontban, itt lokdlis
minimum van. Negativ definit a (—1,—1, —1) pontban, itt lokdlis mazimum van. Indefinit
a mastk 6 pontban, igy ezekben nincs lokdlis szélsoérték.

Az el6z6 példaban 6 darab nyeregpont volt.

Tétel Legyen (z, y) belsd pontja Dy-nek igy, hogy f kétszer (totdlisan) derivdl-hatd (z,
y)-ban, és jelolje H az f Hesse-mdtrizdt a-ban!
Ha f'(zv,y) = 0 és det(H) > 0, akkor itt van lokdlis szélséérték, méghozzd ha
" (x,y) >0, akkor lokdlis minimum
" (x,y) <0, akkor lokdlis mazimum.

Ha det(H) < 0, akkor itt nincs lokdlis szélséérték.



Megjegyzés A Hesse-mdtriz szimmetridja miatt ha det(H) > 0, akkor ro=0
nem lehet, tovdbbd ilyenkor ;. és f,. azonos eldjeld.

Ha f'=0 ésdet(H) =0, akkor a tétel alapjin nem deril ki, van-e szélsdérték.

Példa Keresse meg az f(x,y) = 2% — 2w+ 3> — 3y fiigguény lokdlis szélséértékeit!
Megoldas:
fil=22-2=0=1=1, fi=3-3=0=y==L

P, =(1,1) és P, = (1, —1) pontokban lehet lokdlis szélséérték.

" "
T Ty
" "

yr vy

D(z,y) =

_‘2 0

~ o 6y‘ =12

D(1,1) =12 > 0 és fr (1,1) > 0, igy P, = (1,1) lokdlis minimumbhely, a lokdlis
minimum f(1,1) = —3.
D(1,—-1)=-12<0, igy P,= (1, —1)-ben nincs lokdlis sz€élséérték, ez eqy nyeregpont.

Példa Hatdrozza meg az f(z, y) = x*y? lokdlis szélséértékeit!

Megoldas: f,=2xy*= 0 és f,= 32*y* = 0 miattx = 0 vagy y = 0. Tehdt az (z, 0) és a (0,
y) pontokban lehet lokdlis szélsdérték

29°  6xy?

_ 2,4 _ 2.4 _ o2, 4
6oy 622y = 122%y" — 3627y 24x%y

D(z,y) =

D(z,0) =0 és D(0,y) = 0, igy nem tudunk donteni.

+ |+

Az x tengely pontjaiban nincs lokdlis szélsoérték A figguényérték itt 0 és e pontok
bdrmely kornyezetében a fligguény felvesz pozitiv és negativ értéket is. Az y tengely pont-
jaiban (az origdt kivéve) van lokdlis szélsdérték:

(0,vy),y > 0 pontokban lokdlis minimum van.

(0,9),y < 0 pontokban lokdlis mazimum van.





