Definicio. Jacobi-mdtriznaknevezzik egy n-vdltozos fligguény elsérendiparcidlis

derwdltjaittartalmazomdtrizot.
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Definicio. Legyen f(z), x € D(C R") n-vdltozds

fiigguény, melynek létezik minden

mdsodrendd parcidlis derivdltja az a € D pontban. Hesse-mdtrixnak nevezzik az f fligguény

mdsodrendd parcidlis derivdltjaibol alkotott négyzetes mdtrizot.
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Feltételes széls6érték probléma

A feltételes szélsGérték keresésekor gy keressiik az adott f(z) fiiggvény szélsGértékét,

hogy kozben egy, vagy tobb feltételnekis teljesiilniekell.

Tétel. (Lagrange-féle multiplicitor-moédszer) Legyen f(z), z € D(C R") n-vdltozds
fiigguény folytonosan diferencidlhatéaz a € D pontban, tovabbd g;, Vi = 1...m folytonosan
diferencidalhatdfigguények, melyek értelmezve vannak az a pontban, és teljesil rd, hogy g:(a)
= 0, valamint gi(a) Jacobi-mdtriz sorvektorai linedrisan figgetlenek. Ha f-nek feltételes
szélsdértéke van az a-ban a g1(x) = 0, go(x) = 0, ..., gn(x) = 0 feltétel .

mellett, akkor az L(x) = f(x) + Aigi(x) + A2g2(@) + ... 4+ Angm(z) = f(2) + X2 Nigi(2)

Lagrange fligguény dsszes parcidlis derivdltja eltinik az a pontban: -
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(@)=0, (i=12...n).

Megjegyzés. A tételbenszerepls \; skalaroka Lagrange-multiplikatorok amelyekkoziil
legalabb az egyik nem nulla.



Kidolgozott feladatok

Példa. Hatarozzukmeg az f(z,y) = z%+y? fiiggvény szélsGértékhelyét a

g9(x,y) =z +y = 10 feltétel mellett.
Megoldas:

Elst6ként felirjuk a Lagrange-fiiggvénytmajd meghatarozzukaz elsérendiiparcialis deri-

valtakat amiket egyenlévé tesziink nullaval.

L(z,y) = 2"+ y*+ Az +y — 10).
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By y+A=0 (3.2)

A (3.1) és (3.2) egyenletekbdl lehetséges szélsGérték helyeket kapunk, de ezek még
fliggnek a bevezetett A multiplikatortol:

Y
T=— (3.3)
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A
A (3.3), (3.4) formulakbol kovetkezik, hogy 5 =T=Y, tovabba az x4y = 10 feltétel

miatt v =y = 5.
Az f(x,y) = 2% + 9 fiiggvény szélséertékeiaz  + y = 10 feltétel mellett az

(x,y) = (5,5) pont, aminek értéke:

f(5,5) = 5%+ 5% = 25 + 25 = 50.
Ez az érték a fliggvény minimuma, mivel a feltételnek megfelels (z,y) pontparokat behe-

lyettesitve 50-nél nagyobb értékeket kapunk.

Példa. Hatarozzuk meg az f(z, y) = x+2y fiiggvény szélsGérték helyét a

g(z, y) = 2% + y* = 4 feltetel mellett. Elscként felirjuk a Lagrange-fiiggvényt, majd

meghatarozzukaz elsérendiiparcidlis derivaltakat.

L(z,y,\) = 2+ 2y + Aa? +y* — 4).
Els6rendi parcialis derivaltak, amiket egyenl6vé tesziink nullaval:
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— =242y A=0. .
Dy +2y =0 (3.6)

Az (3.5) és (3.6) egyenletekbdl lehetséges szélsGértékhelyeket kapunk, de ezek még
fliggnek a bevezetett A multiplikatortol:
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A (3.7) és (3.8) értékeket a feltételbe visszahelyettesitve kapunk a A-ra megfelels ér-
tékeket, amiket a parcialis derivaltakba beirva megkapjuk a keresett (z,y) helyet:
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)\1 - T, (39)
Ay = _\/Tg' (3.10)

Mindkét A esetén vissza kell helyettesiteniink a parcidlis derivaltakba, hogy az Gsszes

lehetséges szélsGértékhelyet megkapjuk:

o\ = e esetén:
5
1+ Zx\/T_ — 0, (3.11)
5
2+ 2y\/7— — 0. (3.12)

A (3.11) és (3.12) egyenletekbdl allo egyenletrendszert megoldva kapjuk az egyik lehetséges

szélsGérték helyet:

5
o )\ =— (%_) esetén hasonléan jarunk el:

1+ 2z <—£> =0, (3.13)



2+ 2y (-?) — 0. (3.14)

A (3.13) és (3.14) egyenletekbdl allo egyenletrendszert megoldva kapjuk a masik lehetséges

szélsGértékhelyet:

Az f(x,y) = x + 2y fiiggvénynek a g(z,y) = 22 + y? = 4 feltétel mellett az (z1,y;) =

-2 —4 2 4
—,— | és (a9, = —,— ontokban van szélsGértéke, aminek értékei:
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e (x1,y1) esetében minimuma van:

(G -G@) -

o (x9,y2) esetében maximuma van:
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Példa. Hatérozzuk meg az f(x,y) = zy fiiggvény szélssértékét a g(x,y) = 322 + 4> = 6

feltétel mellett. ElGszér a Lagrange-fiiggvényt irjuk fel, majd kiszamoljuk a parcialis

derivaltakat:

L(z,y) = zy + A\(32® +3* — 6). (3.15)
OL
D N6z = 3.16
T + N6z =0, (3.16)
OL
— = A2y = 0. 3.17
oy~ T (3.17)

A (3.16) és a (3.17) egyenleteket rendezve kapjuk az alabbi Osszefiiggést:

y = —\6x, (3.18)

T =—\2. (3.19)
Felhasznalva a (3.19) formulat, y-ra a kovetkezd egyenlGséget kapjuk:

y = 12)\%y. (3.20)
Ha y nulla, akkor a (3.19) miatt z-nek is nullanak kell lennie, de ez nem teljesitené a
feltételt, igy y # 0. Tehat a (3.20) egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

12X = 1.
Helyettesitsiik be a (3.18) egyenletet a feltételbe, majd hozzuk megfelel§ alakra:

32% + (—\6z)? = 6
322 4+ 360222 = 6,

ami ekvivalens azzal, hogy
32% + 3(120*)2” = 6. (3.21)

Mivel 120? = 1, ezért (3.21) a kovetkezst jelenti:

32% + 32° = 6. (3.22)

(3.22)-bél kévetkezik hogy x = £1,y = /3.
Az f(x,y) = xy fiiggvény szélsGértékhelye és annak értékea g(x,y) = 32+ 9 = 6 feltétel

mellett a kovetkezsk:



FOVD=VE L —VE) = VB
FELVD = VB LV = VB
Az (z,y) = (1,V3) és a (x,y) = (=1, —+/3) pontokban maximuma, mig a (z,y) =
(1,—v3) és a (z,y) = (—1,v/3) pontokban pedig minimuma van.

Példa. Keressiikmeg az f(x, y, 2) = 2% — 3% széls6ertékét a g(x, v, 2) = 2° + 212 + 322 =1

feltétel mellett. A Lagrange-fiiggvény felirdsautan meghatarozzuk a parciélis derivaltakat:

L(z,y, z) = 2> — >+ Ma?+ 27+ 322 — 1).
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o x4+ 2 r =0, (3.23)
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= _9 ANy = .24
s y 44Xy =0, (3.24)
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= _ —0. 2
5, 6Az =0 (3.25)

A (3.25) egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha A = 0 vagy z = 0.



e Elstként nézziik meg azt az esetet, amikor A = 0. Ebben az esetben, a (3.23) és a
(3.24) formulakbol kovetkezik, hogy x = 0 és y = 0. Igy a feltételbsl azt kapjuk,

1
hogy z = +—.
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(xlaylazl) = (0707 ﬁ)?
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(IzvaaZQ) = Ovoa_ﬁ
e Masodszor nézziik meg azt az esetet, amikor a A # 0. A (3.25) egyenletbdl ko-
vetkezik, hogy z = 0. Mivel a z valtoz6 csak a feltételben szerepel, igy tovabbi

esetszétvalasztasra van sziikségiink.

1
1. Ha z = 0. Ekkor a feltételbdl kovetkezik, hogy y = £——, azaz
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T4,Ys,24) = (0, ——=,0).

(T4, Y1, 24) NG
1. Ha = # 0. Ebben az esetben a (3.23) egyenlGség csak akkor teljesiil, ha A = 1.

Ezzel egylitt (3.24) csak akkor igaz, ha y = 0. Ezeket a feltételbe visszahelyet-

tesitve megkapjuk az utolsd két szélsGértékhelyet:

(5,95, 25) = (1,0,0),
(%6, Y6, 26) = (—1,0,0).

Végeredményben kapott szélsGértékhelyek, és ott a fiiggvény értéke:
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£(1,0,0)=1,  f(~1,0,0)=1.

Példa. Hatarozzuk meg az f(z, y, 2) = x + y + 2z fiiggvény szélséértékhelyét a g(z, y, 2) =
22+ 12 + 22 = 3 feltétel mellett.Elgszor felirjuk a Lagrangefiiggvényta



multiplikdtor bevezetésével, majd meghatarozzuk az x, y, és z szerinti parcialis derivalta-

kat:

L(z,y,2) =24y + 224+ Ma? + > + 22 = 3).
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A (3.27), (3.28) és a (3.29) altal alkotott egyenletrendszert elvégezve kapuk egy lehet-

séges (x,y, z) szélseérték helyet, de ezek fiiggnek A-tol:

A (3.33) és (3.34) segitségével megkapjuk a feltételt kielégits szélssértékhelyeket:

1. \{ = ———= esetén:
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esetén:
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Ebben a két pontban a fliggvény értéke a kdvetkezs:

f <\/_ \/_ \/_> \/_ \/_—1-2\/_—3\@ ami a fiiggvény maximuma,

2 2
f <_§’ —\/7_, —\@) = —£ — £ —2v/2 = —3v/2, ami pedig a fiiggvény minimuma.



