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ALAPFOGALMAK

1. Differencidlegyenletek osztilyozasa

Az olyan egyenletet, amelyben egy ismeretlen fliggvény,
annak ismeretlen derivdltja, llletve derivdltjai szerepelnek
differencidlegyenletnek nevezzik. -

Ha az ismeretlen fliggvény valds egyvdltozds, kézbnséges
‘a differencidlegvenlet.

Az adott f : ﬁz—a'R" fiiggvénnvel, az y : R R ismeretlen
fiiggvénnyel, valamint.az y’ derivdltfiiggvénnyel felfirt

’

y' = f(x,y)

egyenlet els8rendfi explicit k¥zdnséges differencidlegyenlet.

Az 2yy! = x(y'2 - 1) ‘implicit, mert az y’'-t a si{k
egyetlen résztartomdnyén sem tudjuk kifejezni az x és vy
eqgyértékd fliggvényeként,

Elsdrendd differencidlegyenlet, mert az ismeretlen fiiggvény
egyenletben szerepld ledmagasabb.rendl. derivdltia az elsé

derivédlt, Az - n-ed; (n=1}, rendl explicit kdzdnséges diffe-
rencidlegyenlet alakija:

Y(n) = f‘fol'Y'l"°ly(n-1) .

A4z n-ed rendld linedris k&ztnséges differencidlegyenlet

(n) (n=1),

an(x}y +an;1(x)y .;.+a1(x)y'+ao(x)y = f(x)
‘ahol f és ay {t{ = 0,1...n) adott valds egyvdltozés
fﬁggvények.

1-12. Osztdlyozzuk az aldbbi differencidlegyenleteket a k&-
vetkezd szempontok szerint: :

a) mi az ismeretlen fiiggvény?

b) milyen rendfi a differencidlegyenlet?
c) explicit-e a differencidlegyenlet?
d) linedris-e a differencidlegyenlet?

1. y' = X3 +y
2.ty = x?
3. xy' = sin y



re2

4. y' =y -1

3. (v’ - 3yy’ + xy = 0

6. t° 8- t8 =1 -sin t t # 0..
- 3

7.-5% = y? o 1
dy-

8' (yf’)3/2+y=x

9. tX + t2% - (sin t) Vx = t2 = t + 1
10. y' - 5y = e
1

11. y' +

12, y'*+ 2y’ +y = x sin x

2. Differencidlegyenletek megoldasai.
Az .y’ = f(x,y) differencidlegyenlet megoldééa az y({x)
figgvény, ha adott I intervallumon i
(x:Y(X))€_D£o X€ Iy
yiix)=s £(x,y(x)), =xelI.

. Az yi(x) = yoe‘R-‘éllandd, egyensilyi helvzete, vagy szin-

guldris megolddsa, ha
f(x,yo)EO ' x€I.,

Egy differencidlegyenletnek dltaldban végtelen.sck
megolddsa van, Egyetlen megolddsdt partikuldris megolddsnak
nevezzitk, Ha a differencidlegyenlet 8sszes megolddsa egy ¢
egyparaméteres gbrbesereggel

Yy = ¢ (x,c)
alakban adott, akkor azt dltaldnos megolddsnak nevezzilk.

13-18, Vizsgdljuk meg megolddsai-e az aldbbi differencidl-
egyenletnek az adott fliggvények?

(:) yf = y2x3 'Y, {(x} =0, y2(x} = ——iz +c; cER

4-x



14, ynt ey = -1, vz = x2 -1,

15. y' +y =0, yi{x) = ce X, “ceRr.

16. y'' + 4y = 0, y{x} = c,sin 2x + c,cos 2x,

2
Cyr CpE R.

17. y' + 2xy2 0,_ y(x}) = —31__—'.

18, xy’'’ + y' = 0, yix} = 1n =

19. Az y’ + y = 0 differencidlégyenletnek y(x) = ce *;
c€&€R, az 4dltaldnos megolddsa. Hatdrozzuk meg azt a
partikuldris megolddsdt, amely az y{3) = 2 kezde-
ti feltételt kielégiti!

Oldjuk meg az y'’ + 4y = 0; y(0) =0, y’(0) = 1°
kezdetiérték feladatot, ha y(x) = <, sin 2x +

+ czcos'Zx a differencidlegyenlet 4ltaldnos megol-
dédsal

(::D A 20. feladatban adott differenciilegyenletnek haté-
rozzuk meg azt a partikuldris megolddsdt, amely ki-

elégiti az y(0) =t és az y(%) = 2 peremértéke-
ket!

22. A 20. feladatban szerepld differenciilegyenletnek
van-e y(%) = 0 és az y(%} = 1 peremértékeket ki-
elégi{t8 megolddsa?

23, VAlasszuk ki az aldbbi fliggvények k&zlll azokat, ame-
"~ lyek megolddsai az

X

y" - 4y'_+-4y = " differencidlegyenletnek!

b) 2x 2% x a) xe2x b4

X
a) e7; e”™™: c¢) e + e + e

2% b4
e) e + xe™,

3. Gorbesereg differencidlegyenlete

Az y = uix,c} egyenletet egyparaméteres gdrbeseregnek
nevezziik, ha az u valds kétvaltozds fliggvény folytonosan
differencidlhaté valamely tartomdnyon és ué # 0. Rz impli-



cit fliggvények tételébdl kdvetkezik, -hogy a c(x,y) . fligg-
vény "lokdlisan" egyértelmlen kifejezhetd az v = u(x,c)
egyenletbdl. Az (x,y) ponton dthaladéd 'y = y(x) gbrbe érin-
t8jének irdnytangense:

y' = ul(x,clx,y)),

a keresett differencidlegyenlet.

24-28. Hatdrozzuk meg azt a differencidlegyenletet, amelyik
. az adott gdrbesereghez tartozik!

y = sin{x + ¢) ; c € R.
25, y = ¢ sin x; c € R.
26, y = eX+c; c€ R,
27. y = ¢ x ; c € Ra

®

(x - c)z + y2 = r2-, r>0 régzitett valds, c € R.

29, Hatdrozzuk meg azt a differencidlegyenletet, amely~
nek bdrmely megolddsgdrbéje olyan, hogy annak tet-
szélegesen rdgzfitett pontjdban az érintS irdnytangen-
se a pont koordindtdinak .8sszegével egyenlé!

Hatdrozzuk meég azt a differenciilegyenletet, amely~
nek megolddsgdrbéi az origétdl egységnyi tdvolsdgra,
az elsS sfknegyedben haladd negatf{v irdnytangensd"
egyenesek| : :

®

&
—

irjuk fel a 2x +y - ¢ - 2Vk! + Xy = 0 gbrbesereg
differencidlegyenletét! Igazoljuk, hogy a kapott dif-
ferencidlegyenletnek. y(x) = - x olyan megoldésa,
amely nem egyede a g¥rbeseregnek,
Hatédrozzuk meg az y = c1(x - c2)2, Cir S, € R,

"kétparaméteres gdrbesereg" differencidlegyenletét!

® ®

Irjuk fel az (x - a) « {y - b)% = 1 kérsereg,
a, b€ R, differencidlegyenletét!



ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

4. Szétvalaszthat6 valtozdjh és az ilyenre
visszavezethetd differencidlegyenletek

Az y’ = g(x) h(y) szétvdlaszthatd vdltozéjui, (vagy sze-
pardlhaté), differencidlegyenlet. Az
y(x) = yo€ R egyensilyi helyzete ha h(yo)= 0.

Ha hiy) # 0, és példdul g, h folytonos,-akkor megolddso-
kat az

d
[5y = Joto ax

egyenletb8l nyerhetiink.

34-38, Oldjuk meg a kovetkezd kezdetiérték feladatokat!

X
B4 v = % y(0) = 1
3.y = - 2BE, y(0) = -2
36. (x2 + 1)ax + % dy = 0; y(=1) = 1
37. vyt = XL y(0) = 0
y +1
v’ o= yix a) y(0)=0; b) y(0) = 1

39-42. Hatdrozzuk meg az aldbbi szétvdlaszthatd vdltozdju
differencidlegyenletek megolddsait!

y'=—§
3
r - X (! + 1)
40, y VX + 1)
41, y' = !




45-49,

10

16.

47.

2 _ 2
y' = y cos X; y(xo) =Y, (%, y )€ R,

Hatdrozzuk meg a megolddst a kezdetiértékek, X
és Yo fliggvényében!

Az f(x,y) flggvényt n-ed fokdan (n természetes
szam és 0) homogénnek nevezziik, ha £(tx, ty) =
= " f(x,y), t€ R. Igy példdul

X

fix,y) = x> + xy2 e  3-ad fokdan homogén,

fi{x,y) = X—i—ﬁ 0-ad fokdan homogén,
2x ; 2

fix,y} = ——;;—X— nem homogén.

a) Igazoljuk, hogy az y' = f(%), x # 0, 0-ad foku-
an homogén differencidlegyenlet az u = § helyet-

tesitéssel szétvdlaszthatd vdltozdjui differencidl-
egyenletekre vezethetd visszal"

b) 0ldjuk meg az

y' = Z—i—ﬁ differencidlegyenletet!

¢) 0Oldjuk meg u = helyettesitéssel az
X

(1 + 2e¥ydx + 2e¥ (1 - ?—)dy =0

R E

differencidlegyenletet!

d) Az (x2 + yz)dx - 2xy dy = 0; y(4) = 0, kezde-
tidrték feladat megolddsakor a kezdeti feltételt
egyrészt a helyettesités utdn, mdsrészt az integ-
rédcids konstans meghatdrozdsdval vegyiikk figyelembe,

0ldjuk meg az aldbbi homogén fokszémi differencidl-
egyenleteket!

X dy - y dx - VXZ - y2 dx = 0, x> 0,

roo 2y ¥ X
Y X
4 4
y! = 2x + X
Xy3



48.
49.

50-52.

(x2 + Xy + yz)dx = xzdy

Xy

_ 2 2
=y Yy - x

0ldjuk meg a kdvetkezd kezdetiérték feladatokat!

!

L

a)

b)

a)

=.—2-§X— y(‘]) = 1

2 27
x° -y ,
X
_ 2Xy e Y
%) 2 %2 y(0) = 1.
yz+yzey 4—2}{26V
X2 4 2
= ——;;‘JL— y(1) = -2;
¥4

Igazoljuk, hogy az
y' = £f{Ax + By + C) ; B#0, A, CER,
alakd differencidlegyenletek az

u = Ax + By + C

helyettesitéssel szétvdlaszthatd véltozéjﬁ diffe-

rencidlegyenletekre vezethetdk visszal

0l1djuk meg az '

(x + y)2 y' = x +y + 2)2
differencidlegyenletet!

Igazoljuk, hogy az

i LA P B2 + 82 # 0,

Azx +‘B2y + C2

y' = £{

i=1, 2.
differencidlegyenleteket
det f[A, B, # 0
A2 B2
esetén az X = u + a_ y = v + b0

11



helyettesitéssel 0O-ad fokian homogén differencidl-
egyenletre vezethetjlk vissza. Hao,bo) megolddsa

az
A1x + B1y + C1 = 0
Azx + B2y + C2 =0

linedris egyenletrendszernek].
b) 0Oldjuk meg az

Xyt = 2x -y v 12

differencidlegyenletet!

55] a) Igazoljuk, hogy az 54.a)-ban szerepld differencidl-
egyenletet az 53. a}-ban szerepld differencidlegyen-
letre vezethetjik vissza, ha

det A B = o,

k) Oldjuk meg az

X + -1

A
Yy = 2X + 2y - 3

differencidlegyenletet!

56-62. A kdvetkezd differencidlegyenletek megfeleld helyet-
tesitéssel szétvdlaszthatd vdltozdjdra, ill. homogén
differencidlegyenletre vezethetdk vissza.

Keresslink ilyen helyettesitést és oldjuk meg a dif-
ferencidlegyenleteket!

(x + y)dx + (3x + 3y - 4)dy = 0

(2x = Sy + 3)dx - (2x + 4y ™~ 6)dy = 0
(x -y = 1)dx + {4y + x - 1)dy = 0

;_.1_X"‘
Y 72X * 2y = 3

2.2
yixy + 1)dx + x(1 + xy + x“y“)dy = 0

(y - xyz)dx - (x + x2y)dy =0

OO EROE

y' =y - 4x) 2

12



5. Linearis és linearisra visszavezethetd
differencidlegyenletek

Az y' + glx)y = f(x), £, gec°I), elsdrendl linedris
inhomogén differencidlegyenlet dltaldnocs megolddsa az

y' + glx}y =0

homogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdnak és az
inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdnak
Osszege. Ha yh{x} # 0 megolddsa a homogénnak és yIp(x)

partikuldris megolddsa az inhomogénnak, akkor be(x) +
+ C yh(x) = yI(x) az dltaldnos megoldds.

YI(X) = ei/g(x)dx {c +ff(x)e/:5f(x)dx dax) , x€ I.

63-66. Hatdrozzuk meg a kdvetkezé8 homogén linedris differen-
cidlegyenletek 4ltaldnos megolddsét!

y'—5y=0

6d. y’ + x2y =0

65, y'" - v tg x = 0; -%<x<%.
66. y'-x—_l-2-—= 0; X £ =2
67-74. 0ldjuk meg a kdvetkezd inhomogén linedris differen-
cidlegyenleteket!
v/ =2y e x? s
4 47 |

68. y' + XY =X

(x = 2)y" =y + 2(x - 2)°
70. vy’ + 2xy

4x
71. xy' =y + x° + 3x° - 2x

72, y' + y = sin x

(73] vy’ + Z—:iii— y =1
X

vy Iny dx + {(x - 1ln y)dy = 0O

75-79. 0ldjuk meg a k&vetkezd kezdetidrték feladatokat!

13



[75]
77
(78]

79.
80.

81.

82.

83.

(1 + xz)y’ - 2xy = (1 + x2)2; y(2) = 10

y' -3y =6, a) y(0) =0; b) y(0) = -2
Lyt o+ o2xy = 2x°, y(0) =1

y' + y ctg x = 508 x' y(%) = -4

y' + y cos x = sin x cos x; y(0) =1

0ldjuk meg az a és m valdés paramétereket tartalmazé

mx
y’ +ay = e

differencidlegyenletet!
Hatdrozzuk meg az
y’ +ay =0

differencidlegyenletben az a paraméter értékét ugy,
hogy az &sszes megoldds x — + <= esetén zérushoz tart-
son!

Igazoljuk, hogy a kovetkezd differencidlegyenletnek

x-—>% esetén létezik korldtos megolddsa, annak elle-

nére, hogy az ismeretlen filiggvény egylitthatdja,
2

; X — T  esetén nem korldtos.

sin 2x 2

P 2 . - 1
Y sin 2x b4 sin x

Bizonyitsuk be, hogy az

\I
y' o= s, x > 0.

X
differencidlegyenletnek nincs olyan megolddsa, amely
X — o= esetén az y(x) = 0 egyensdilyi helyzethez
tart!

84-87. A kOvetkez8 differencidlegyenletek linedrisak, ha

14

x-et tekintjiik fliggé vdltozdénak és y a fliggetien
vdltozé.,
0ldjuk meg a differencidlegyenleteket!



<

85.

87-91.

88.

91,

92-94,

92.

2y
2
6x - ¥y

2
Y

y2 + 2%y - X

yl'

a) Igazoljuk, hogy az
y' + g{x)y = h{x)y ¢, x # 0 & # 1

Bernoulli-féle differencidlegyenlet az

1-o
uf{x) = y(x)
helyettesitéssel

u’ + (1 —a)g(x)lu = (1 —d)hix),
linedrisra vezethetjiik visszal
b} Oldjuk meg az
1
’+y=—.——
3
\y

differencidlegyenletet!

Yy

0l1djuk meg az aldbbi Bernoulli~féle differencidlegyen-
leteket!

Y - 3gY

1]
e
L

Y -y ==xY

y' +y = Yz(cqs X - sin x)
xy! + y = iﬁiﬁ , x> 0,
Yy
y' + 4y = xy? a) y(0) =2, b} y(0) = 0.

Igazoljuk, hogy a kovetkezd differencidlegyenletek
linedrisra vezethetdk vissza az adott helyettesité-
sekkel! Oldjuk is meg a differencidlegyenleteket!

2 o . .
X" cosy y' = 2x sin y - 1; Z = gin y
2 .
yi = T3t Xxe Y ; z = ef

15



94, y' = %(x sin X - 1In y); z = 1lny
(:) a) Igazoljuk, hogy ha az
y' + hix)y + p(X)y2 + q(x) =0

Riccati-féle differencidlegyenletnek Y4 megoldd-~
sa, akkor azt az y = Y4 + u helyettesitéssel
Bernoulli-féle egyenletté alakithatjuk!

b) 0ldjuk meg az
xzy' = x2y2 + xy + 1

differencidlegyenletet!

Legyen h{y) differencidlhaté fliggvény; pix) és
qg(x) folytonos. Igazcljuk, hogy a

& Enwsm = ax)

differencidlegyenlet u{x) = h(y(x)} helyettesités~
sel linedrisra vezethetjiik vissza! frjunk fel ilyen
differencidlegyenletet!

6. Egzakt differenciadlegyenletek — Integrald tényezd

A

glx,y)dx + hix,y}dy = 0 egyenletet
egzaktnak nevezzilk, ha a bal cldalon valamely F(x,y} valds
kétvdltozds figgvény differencidlja 411. Ha g és h foly-

tonosan differencidlhatd valds kétvdltozds fliggvény valamely
egyszeresen Osszefiliggd tartomdnyon, akkor

J Oh
ot I

szlikséges és elégséges feltétele az egzaktsdgnak.
Az egzakt differencidlegyenlet megolddsait az

F(x,y) = C

egyenletbdl nyerhetjiik, ahol C€ R és F értékkészletének
tetszéleges eleme.

16



Ha &

g{x,y}dx + h{x,y)dy = 0

differencidlegyenlet nem egzakt, de a

hix,y) [g{x,y)dx + hix,y)ldy] = 0,

az eredetivel ekvivalens differencidlegyenlet mdr egzakt
(u{x,y) # 0 folytonosan differencidlhatd), akkor pix,y)

inteqrild tgnzgzd, vagy multiplikdtor.
z integr tenyezd keresésének néhédny médszere:

a)

b)

c)

d)

Ha

%(g; - h;} = M(x), azaz csak az x vé&ltozd filiggvénye,
akkor az integrdld tényezd is x-t81 fiigg és

Bix) = e]ﬁ(x)dx

Ha

1 .
E(g; - h;) = N{y), akkor

oy) = /NIy

integrdld tényezd.
Ha

gix,y) = Y £,(xy) és hix,y) = xf2(xy),
alakd, akkor

- 1
T xg(x,y) - y hix,y)
integrdld tényezs.

A kdvetkezd t4dbldzattal az integrdld tényezd specidlis
alakban valé keresésére adunk Stletet. Ez akkor lehet-
séges, ha a differencidlegyenlet bal cldala tartalmaz
az aldbbi tdbldzat elsd oszlopdban szerepld tagokat,

Bix,y)

17



ydy+xdx

aydx+bxdy
a, be p

Integrild tényezd

Teljes differencidlok

b o o e e e . e o

= d{

xa-1yb-1(aydx+bxdy)=
b
= d(xay )

97-104. 0idjuk meg a kdvetkezd egzakt differencidlegyenlete-~

ket

57, &¥

18
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38, 2% - xy2 + _(2y3 —_x_zy)yf = 0

99, 1n{y2+1)dx+2§"'”dy=0
yvoo+ 1

2xy dx + {1 + xz)dy 0
101. y ¥ ax + x ¥ ay = 0

102. (y sin x + xy cos x)dx + (x sin x + 1)dy = 0

@y y = 2ryel
2y—:-:exy

{sin y + y sin x)dx + (x cos y - cos x)Jdy = 0

105-114,01djuk meg integrdldé tényezd keresédsével a kdvetkezd
differencidlegyenleteket!

v2(x - 3yldx + (1 - 3xy?)dy = 0
106, y{(1 + xy)dx - x dy = 0

107. excosx-siny+y’ cos y = 0
ydx - x dy = 0

109, y dx + 3x dy = 0

110, dx - 2xy dy = 0

111. (2y + xy2)dx + (2x + xzy)dy =0

@ (-2xy + x)dx + dy = 0

@yzdx+xydy=0
y(‘l—xy)dx+xdy=0

115-117.01djuk meg a k&vetkezd kezdetidérték feladatokat!

115. x dx +[y + 4y3(x2 + yz)] dy = 0; y(0)

1]
—
.

x2 yv! + xy +\/‘I - x2y2 0; y(1) = 0.
- X - X3 |
17,y = LK 5 y(1) = o,

X + X y+vy . _
@ Tegyilk fel, hogy a g és h fﬁggvények folytonoéén
dlfferenCLélhaték és h(y) # 0. Igazoljuk, hogy az
y' = g{x} hiy) ;
szétvdlaszthatd védltozdjd differencidlegyenlet egzakt-
ként megoldhatd és irjuk fel a megolddsét!
19



CEEQ Igazoljuk, hogy a folytonos egylitthatds
y' + gix} y = £(x}

inhomogén linedris differencidlegyenlet egzakttd
tehetd!
a) Tegyiik fel, hogy p,(x}, Py (X), q,(¥), q (¥)

folytonosan differencidlhaté figgvények, vala-
lamint pz(x) # 0 és q1(y) # 0.
Igazoljuk, hogy a

p,(x} q ly)dx + p,(x) q,(y)dy = 0

differenciélegyehlet egzakttd tehetd!

b} Hasznéljuk a tdblizatot a kdvetkezd differencidl-
egyenlet megolddsédhoz!

%) (y - xy?)dx + (x + x°y2)dy = 0
B) (xy + y4)dx + (xz’- xy3)dy =0

7. Kezdetiérték feladatok-—Kdozelitd megoldasok

Legyen TC Df és fi(x,y) folytonos fliggvény a T
tartomdnyon.
Az

y' = f(x,y); y(xo) =Y (xor YJET

o

feladat elsérendu kezdeti érték probléma ,
D az f fiiggvény értelmezési tartomdnya.
Ha xo—nak létezik olyan 6 > 0 sugard kdrnyezete, és a

kezdetiérték-probléminak olyan y(x) megolddsa, hogy bér-
mely misik megoldds azonosan egyenld y(x)-szel az

(x - é, x6+ 5? intervallumon, - akkor a k.é.p. Iokaligan
egyértelmfien oldhaté megq.

£

rélddul az
y' o=Viy] . y(2) =1 k.é.p-nak

20



yilx) = (%)2 lokdlisan egyércelml megolddsa; (&< 2-nek vé-
laszthatd). Az

v =\ly] » ¥(0) =0

k.é.p-nak nincs lokdlisan egyértelmli megolddsa. Az X, = 0

pont b&rmely k&rnyezetében megolddsok.példdul az y1(x) = 0
x, 2
(egyensilyi helyzet) és az y,(x) ={(5) ' x>0
o, x< 0
fliggvények.

Az f(x,y) fliggvény a T tartomdnyon kielégiti az y v4l-
tozdéra vonatkozd Lipschitz-féle feltételt, ha T minden
(xo, yo) pontjdhoz taldlhatd annak olyan K kodrnyezete és

olyan e kdrnyezettdl fiiggé L >0 4llandé, hogy fenndll az
[£(x,yy) - £(x,7,)| €L |y, - v,]
(X'YT) ; (x,yz)E K egyenlétlenség.

A Cauchy—Lipschitz-féle egzisztencia &€s unicitdstétel

Ha a folytonos fi{x,y) fliggvény.a T .tartomanyon.telije-
siti az y v&ltozdéra vonatkozé Lipschitz-féle feltételt,
akkor a k.é.p. lokdlisan egyértelmfien megoldhaté.

A Lipschitz-féle feltétel biztosan teljesiil, ha £fi(x,vy)

y szerint parcidlisan differencidlhatd és f!(x,y}) T-n
folytonos, y

Ha t8bb megoldds van, akkor a Lipschitz~-féle feltétel nem

teljeslils A forditott &llitds nem igaz, az

y'" = fy In |y| , y #0; y(0) =0
0 P vy =0
k.é.p. esetén az (xo,yo) = {(0,0) pontnak bdrmely kdrnyeze-

tében felvéve a (0,y), (0,0) pontokat az

;niygf 0 - In|y| nem korldtos
y — 0 esetén,

azaz nincs L Lipschitz-dllandé. Az ‘y(x) = 0 egyensilyi hely-

zet azonban egyértelm megoldés.
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Ha f{x,y) a T tartoményonrfolytonos és annak minden
(foryo)
kor a k.é.p. egyértelmi megolddsa T hatdrdtdl-hatdrdig foly-

tathatd egyértelmien., Az fgy folytatott megolddst teljes meg-
olddsnak nevezziik.

pontjdban teljesfiti a Lipschitz-féle feltételt, ak-

G}ﬁ) Legyenek g(x) és f£f(x) wvalamely I intervallumon

122-124.

® €

124

125~128,

22

®

®E

—
[ 5]
o
»

e

folytonos fliggvények! Igazoljuk, hogy tetszllegesen
régzitett xoé I esetén az

y' + gix)ly = £(x) ' y(xo) = Y,

elsérendd linedris k.é.p. egyértelmiien megoldhatd!

Vizsgdljuk meg, hogy eleget tesznek-e az aldbbi

fliggvények az adott tartomdnyockon a Lipschitz-féle

feltételnek!
2

£(x,y) =xL" T ={ (x,y)€ [Rz, x>0} .
flx,y) = a/yz ; T = Rz.
£(x,y) =\1 - y:; T ={(x,y)€ Rz, lyl<1}

Létezik-e teljes megolddsa a kdvetkezd kezdeti-
érték feladatoknak?

2
[ - - N = .
Y T -y B yix ) = vy i Y €1,
L _L = _2-- = . 5—t
y tg X tg x' y(xo) Yof 0<:Xo<2 *
Folytassuk a vizsgdlatot a - %‘<x<10 intervallu-

mon !

3 ,
2

y' =3 Vy yix)) = vy,

y' =Vl y(0) =1

Oldjuk meg a kdvetkezd kezdetiérték feladatot!

Xxy' - 2y = 0 - y(1) =1

Legyen (x_, y_)€ R%. A 112. feladatban adott

f{x,y) =(y 1In|yl, ha y#0 fliggvényrdl azt
0 , ha y=0 4llitottuk,

hogy az Rz tartomdnyon nem elégiti ki a Lipschitz-
féle feltételt. Igy példdul az (xo,yo) = (0,0)



pont kdrnyezetében sem. Létezik-e teljes megoldédsa
az

y' = £(x,y); y(0) = 0,
kezdetiérték feladatnak?

131-136. O0ldjuk meg Picard-féle kdzelitd mdédszerrel a kdvet-
kezd kezdetiérték feladatokat:

@D v’ = xy Coyto) = 1.

132, y' = - & y(1) =1, x>0,

[133] vy’ = %% + y?; y(0) = 1,

134, y' = x + y2; v(0) = 1

135, y' = x + y%; y(0) = 0

136. y' = cosz(y + 1) y(0) = % -1

Ha az £ : R°—>R fliggvény (a,b) pontbeli Taylor-sora

a pont bizonyos kdrnyezetdben f{x,y)-hoz konvergdl, akkor
az

b

y' = £(x,y) ; y(a)
k.é.p. megolddsdnak Taylor-sora is a megolddshoz konvergal
az "a" pont bizonyos kdrnyezetében. A megoldds "a" pont-
beli derivdltjait a kovetkezdképpen is megkaphatjuk:

y’(a) = f(a,b)

y''(a) = f;(a,b) + f;(a,b) y’ (a)

y''7(@) = yiiab) ¢ 2 £ lah) v (a) + £ (a,b) v Ria) «

+ f;(a,b) y''{a)

f_(a,b)+£f’(a,b)f(a,b)
X gl (x—a)2 +

T3(x)=b+f(a,b)(x-a}+

23



és e Taylor polinommal k&zelitjilk a megoldast., Gyakran he-
lyettesitjiik a kdzelitést az dn. hatvdnyos mddszerrel. Ez a
médszer azon alapszik, hogy bizonyos feltételek mellett a kez-
detiérték feladatnak van egy é€s csak egy analitikus megoldéd-
azaz olyan megolddsa, amelyet konvergens hatvédnysor
Osszegfliggvényeként kaphatunk meg. Igy példaul igaz a kdvet-
kezé:

sa,

24

I

II.

. tétel.

Tétel

Ha az
y' = g(x) vy, yla) = b

kezdetiérték feladatban

oo

k
gi{x) = E: Ck(x -a), |x-al<r, r>0,
k=0

akkor a kezdetiérték feladatnak létezik
yi{x) = E: ‘Pk(x—a) » |Ix - aj<r,
k=0

alaki teljes megolddsa, ahol wk, k =0,1,...,
a hatvénysor valds egylitthatéia. A megoldds
kbzelitésére a részletdsszegeket haszndljuk.
Ha az

y' = £lx,y) y(a) = b,

kezdetiérték feladatban f(x,y) analitikus a
T = {(x,y) : |x - al<a, |y - b|< g},

0< A<+, 0< B < +°, gzdrt négyszdgdn,
azaz létezik olyan abszoldt konvergens kettds-
sor, amely ott elddllitja, vagyis

Qe

k 5
fix,y) = Z c, ,ix - a) {y - b)
K, 5=0 k¥ ‘

es

5 "
c o B

K, b=0 Kb

konvergens, akkor a kezdetiérték feladatnak az

jx - a|<g,



£

[g=a(-e®), M=nax |£x,)]],

(x,y)eET

intervallumban létezik egy és csak egy
Yy (x) = Z ¢ (x - a)k, |x - al < 9, alakud
? k=0 ¥

analitikus megolddsa. A teljes megoldds kdzeli-
tésére a részletdsszegeket haszndljuk.

137-142. 0ldjuk meg hatvdnysor mdédszerrel a k&vetkezd fel-
adatokat!

@ y' ="y ; y (0)

]
s

Y'=X-2y+y: yi(1) = 1.
: 2
[ S ., =
@ y 10(1 "X) + 10 H y(O) 0.
' 1 '
140, vy =Y+t y(l)y = 1.

il
L4
+
o

@D v 2 ; y(0) =y
y' — ¥, y(0)

1}
[
e C
1
L]
h

8. Kilonbozé tipust elsrendi differencialegyenletek

143-153. 0ldjuk meg az aldbbi differencidlegyenleteket!
(x2 - Xy + yz)dx + xzdy = 0.
(1 +x2)(1 +y2)dx-—xy dy = 0.

145, y’ Xy

2 - 2
146, y' = tgly - x}.
y' = & 4,
148. y’ = 2x + 3y,
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154-161.
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154

155

156

157.

158.

159,

160

162,

163.

164,

ro L X - Y
¥ X
x2 dy + xy + x2 + 1)dx = 0
y' + 2xy = 2x>

(1 + xz)y’ + Xy = X3.Y3

(y - xyz)dx + (x + xzyz)dy = 0

0ldjuk meg a kdvetkezd kezdetiérték feladatokat!

(x% + yz)dx + xy dy = 0; y(1) = -1
xy' = x2 + y2 : vi{1) = 1
(y2 + xXy)dx - x2dy = 0; y(1) =1 _
y' = sin (5% + 2y) - 3; a) ¥(0) = 0; b) y(0)=
= 1 - -
Y s xry e y{0) =0
¢ - IX% - 3y -7 =
Y " S3x 7y v 3 y(0) =1
2 .
(y" - 1)dx - (2y + xy)dy=0; y(xo)=yo, ill. x(yo)=x0

2 (xy+x-y-1) dx+ (2x-x%) dy=0; yix )=y, ill. x(y_)=x_

9. Elsérendi differencialegyenletek alkalmazasa
Ortogonalis trajektoridk

Hatdrozzuk meg annak a gdrbeseregnek az egyenletét,
amely bdrmely egyedének tetszdélegesen rdgzitett
P(x,y) pontjdban hdzott érintdje az Y -tengelyt

a Qilo, 2xy2) pontban metszil!

Hatdrozzuk meg annak a g&rbének az egyenletét,
amely dthalad a P(3,1) ponton, és amelynek bédr-
mely érint8je olyan pontban metszi az Y-tengelyt,
hogy az a pont felezi az érintési pont és az X-
tengely kozé esd szakaszt!

Hatdrozzuk meg annak a gdrbeseregnek az egyenletét,
amely bdrmely egyedének tetszdéleges pontjéhoz tar-
tozd normdlisa dtmegy az origén!




167,

168

169,

@ @ 66

174-179,

174,

Hatdrozzuk meg annak a gdrbeseregnek az egyenletét,
amely barmely egyedének tetszdleges P(X,y) pontjé-
hoz tartozdé normélisdnak az X-tengelyig terjedd da-
rabja ugyanakkora, mint a pontnak az origdébdl mért
tdvolsdgal

Egy origén &thaladd gbrbe tetszdleges P(x,y) pont-
jén keresztiil hdzzunk prdhuzamosakat az X, ill.
Y-tengellyel. (x>0, y>0). Az igy kapott tégla-
lapot a gbrbe 2 olyan részre osztja, amelyek teri-
letének ardnya 1:3. Hatdrozzuk meg a gOrbét!

Egy gbrbe érint8jét a kovetkezlképpen szerkesztjlik
meg: tetszdéleges P{x,y) pontjdt Os5szekdtjik az O
origéval; az OP egyenesre merélegest rajzolunk a

P pontban; e meréleges X -tengellyel valé R met-
széspontjival, PR szakaszt rajzolunk és az X-ten-
gelyen levd8 QR vetiiletét az origdbdl rdmérjlk az
X-tengelynek ugyanarra az oldaldra, ahol a @ és R
pent van. Az Iigy nyert S ponttal az B8P egyenes

a gbrbe P ponthoz tartozd érintdje, Hatdrozzuk megq
a gbrbe egyenletét! ' :

Hatdrozzuk meg azokat a gdrbéket, amelyekre az X-
tengely, az érintd és az origébdl az érintési pont-
hoz hdzott szakasz egyenld szdrd hdromszdget alkot!

Hatdrozzuk meg azokat a gbrbéket, amelyekre teljesiil,
hogy tetszé8leges P pontjukhoz tartozd érintd Y-
tengelyen levé R pontja és a P pont X-tengelyen
levd merdleges vetilleti Q pontja olyan egyenest
hatdroz meg, amely mer8leges az OP egyenesre!

Hatédrozzuk meg az =Xy = c¢ hiperbolasereg ortogond-
lis trajektdériaseregét! :

Hatdrozzuk meg az x2 + y2 - 2cx = 0 kdrsereg orgo-
gondlis trajektériaseregét!

2 2’
Igazoljuk, hogy az %— + z-k = 1 gbrbesereg
(X, c€ R) ortogondlis trajektdriaserege Bnmagd-
nak!

Hatdrozzuk meg a poldrkoordindtdsan adott

rzc(1 + cos ¢) gdrbesereg ortogondlis trajektdrid-
itl!

Hatdrozzuk meg az aldbbi gdrbeseregek differencidl-
egyenletét, az ortogondlis trajektdéridk differen-
cidlegyenletét és a trajektdridkat!

y = cx2.
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175.
176.
177.

178.

181-184,

28

183.

184,

X
y = c e,

y = c(x + 1)ex.

x2 + cy2 = 4

{x - é)z + (y - b)2 = c2, fa és b pozitiv 41-
411landdk!

2+ y22 = 2 x? - vh),

Hatdrozzuk meg az x2 + y2 = ¢ koncentrikus kér-
sereget 459-ban metszd gdrbesereget!

Fizikai alkalmazdsok

A hémérséklet-vdltozds problémdi.

Newton lehiilési tdrvénye szerint egy test leh(dlési
sebessége ardnyos a test és a kdzeg k&zdtti hémér-
séklet kiildnbséggel. Legyen T a test hémérséklete

T, 2@ kérnyezet kézegének dllanddéd hémérséklete, A

lehdlési t&rvény; (a fizikai modell elsd kdzelitéd-
sej *

9 yr-r, i11. 94 gkr = xp

dt m' ! * dat m*

A kemencébdl kivett 100 °C hémérsékletd kenyér az
dllandé 25 OC hémérsékletd helyen 20 s milva

60 OC-os lesz. Mennyi id8 milva hdl le a kenyér
30 OC-raz

Eqy 100 °C hémérsékletd testet 0 °C hémérséklet(

helyre viszlink 20 min. mdilva a test hémérséklete

50 ©C-ra vdltozik.

a) Hany ©C-ra vdltozott 10 min. alatt a test hémér-
séklete? :

b) Mennyi id8 mdlva lesz 25 ©OC a test hémérsdklete?

Egy 50 OC hémérsékletd testet 100 ©C hémérsékletd

helyre tesziink. 5 min. utdn a test hémérséklete

60 ©C, '

a) Mennyi idd mdlva hil le 75 ©C-ra a test hémér-
séklete? .

b) Hény ©C-ra vdltozik 20 min. utdn a test hémér-
séklete?

Egy ismeretlen hdmérsékletd testet 30 °C hémérsdk-
letd helyre visziink. 10 min. utdn 0 ©C hémérsékle-
td a test 20 min. utdn 15 OC-ra melegszik fel. Ha-
tdrozzuk meg a kezdeti hémérsékletet!



185-189,

186.

187.

189,

190-192,

A szaporcdds és fogyds problémdi
Legyen N(t) valamely objektum t id&pillanatbeli
mértéke, amely szaporodik vagy fogy. Tegyiik fel,

hogy a g% vdltozdsi sebesség ardnyos a jelenlevd

N értékkel. (Ha N diszkrét és egész &értékd, ugy
a jelenlegi modell csak k&zelitésre alkalmas.)
A matematikai modell:

%% = kN, k az ardnyossdgi tényezd,

Valamely radioaktiv anyag tdmege a to idd8pillanat-
ban n. Hatdrozzuk meg az N({t) tdmegfiiggvényt,

ha a bomldsi sebesség ardnyos a ttmeggel és az ard-
nyossdgli tényezd az anyagra jellemzd felezési idébdl
szamithatd. Tegylk fel, hogy a felezési idé 1600

év.

Valamely vdros népességének nivekedési sebessége
ardnyos a jelenleg €18k szdmdval. Két év utdn meg-
kétszerezdddtt e szdm és hdrom év utdn mér 20 000
volt a lélekszdm. Mennyi volt eredetileg?

Egy baktériumkultdira ndvekedési sebessége ardnyos

a jelenlevével. Egy Sra milva 1000 "csoportot", hé-
rom éra milva 3000 "csoportot" figyeltek meg. Hata-
rozzuk meg tetszéleges t idfpillanatban a jelen-
levd "baktériumcsoportok" szdmdt és az eredeti szd-
mot!

Egy orszdg népessége 50 év alatt megkétszerezddik.
Mennyi idd alatt lesz hd&romszoros a népesség, ha a
ndvekedési sebesséyg ardnyos a lélekszdmmal?

Egy radiocaktiv anyag bomldsi sebessége ardnyocs a
tomegével. Két éra milva a jelenlegi 50 milligramm
10%~kal csdkkent. Hatdrozzuk meg az N(t) tdmeg-
flggvényt! Mikor lesz fele ekkora a tdmeg?

Témegpont mozgdsa nehézségi erd és lédgellendllds
hatdsara.

Tegyiik fel, hogy a test m tdmege 4llandd és a g
gravitdcids er$ is konstans.

Newton médsodik tdrvénye szerint az F erdre

_ _dv
F—m-a-_E

érvényes, ahol v a test sebessége.

Ejtdernyds ugrdsndl a légellendllds ardnyos az esés
sebességének négyzetével. Hatdrozzuk meg a végse-
besséqget!
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194-196.

30

191.

193.

195,

Egy 64 kg-os testet 100 m magasbél 10 m/s sebesség-
gel eldobunk. Tegyiik fel, hogy a légellendlléds ard-
nyos a test sebességével., A végsebesség 128 m{s.
Hatdrozzuk meg a test v(t) sebességét és x(t)
helyét!

Egy elhanyagolhaté tomegl rugé fliggdlegesen fligg.
Ha egy m tdmegi test vy m/s sebességgel neheze-

dik a rugd szabad végére, akkor nincs x megnyilds.
Hatdrozzuk meg a v sebességet x £fliggvényében!

-,

Egy motorcsdénak &llévizben 20 km/h edyenletes se-
bességgel halad. Ha a motort kikapcsoljuk, 40 s
milva a sebessége 8 km/h. Mekkora lesz a sebessége
a kikapcsoldstdél szamftott 2s milva? Tegylik fel,
hogy a surléddsi erd ardnyos a sebességgel.

01déddsi problémék.
Egy tartdlyban, V 1 viz van és benne Yo kg sé van
felcldva, Egy cs&von V4 1/s sebességgel olyan viz
folyik bele, amelyben u kg/l 88 van feloldva.
Legyen a sékoncentrdcid minden pillanatban ugyanaz.
Teljes keveredés utdn az oldat, egy mdsik csévén
v, 1/s sebességgel folyik ki. Legyen vy{t) a ¢t.
idépillanatban a tartdlyban lev6é sémennyiség. V&l-
tozédsi sebessége:

v
dy . - 2
dE " VM YT T T (v, —vgt Y/

1 2
Ve Y |

ahol az a sebessédg 1/s ~ben, amely-

vV o+ (v1 - v2)t

lyel a sé elhagyja a tartdlyt. A kezdeti feltétel:
y(0) = vy_.

Egy tartdlyban 100 1 vizben 7,5 kg sé van feloldva.
Egy cs&vbn 3 1/s sebességgel tiszta viz folyik bele,
egy mdsik csdvdn 2 1/s sebességgel folyik ki az ol-
dat. Mennyi sé lesz a tartdlyban 1,5 &éra milva?

Egy tartdlyban kezdetben 100 1 vizben 1 1 sé van fel-
oldva, Egy csbvdn 3 1l/s sebességgel elyan viz folyik
bele, amelyben 1 kg/l sé a koncentrdcid. Ugyanilyen
sebességgel hagyja el az oldat a tartdlyt egy mésik
csdvdn. Mennyi a t idépillanatban a tartdlyban levs
sémennyiség és melyik iddépillanatban lesz 2 kg sé a
tartdlyban?



197-201.

197.

200,

201

Egy 50 l-es tartdly kezdetben 10 1 wvizet tartalmaz.
Egy csdvén 4 1/s sebességgel olyan viz folyik bele,
amelyben 1 kg/l sé van feloldva. Az oldat 2 1/s se=-
bességgel hagyja el a tartdlyt. Hatdrozzuk meg azt

_az idét, amikor a tartdly megtelik és ebben az idé-

pillanatban azt, hogy mennyi sé van a tartdlyban!

Elektrotechnikai problémdk. _

Az alapegyenlet, amely az i{t} d4dramerdsség iddben
vald vdltozdsdt leird fizikail t&rvény matematikai
modellje, az

L %% + R i{t) = U

differencidlegyenlet, ahol U{volt) az elektromoto-
ros exrd, Riohm} az ellendllds és L az 8nindukci-
6s egyiitthaté. (Ugyanis az dnindukcid elektromoto-
ros ereje ardnyos az dramerésség ndvekedési sebes-
ségével. Az ardnyossdgi tényezd L. Az dramkdr z4a-
rdsakor két ellentétes elektromotoros erd miksdik:
az dramkdr U fesziiltsége és az Snindukcid

- L %% elektromotoros ereje. Ezek algebrai 8sszege
"V =E-1L %% Chm-t&rvénye szerint
di
i:-‘z azaz j_:..E_.__f_d._t_.)
R! R *

Az elektromos dramkdérben U = 5 Volt, R = 50 ohm,
L = 1 henry. Hatdrozzuk meg az dramerdsséget!

Egy 4dramk&rben a fesziiltség: U = 300 (volt), az
ellendllds: - R = 150 (ohm}, az O6nindukcids egyilitt-
haté L = 30 (henry). Az dramkOr zdrdsdnak pillana-

ta utdn mennyi id8vel éri el az i 4ramerbsség
maximumdnak 99%-4t?

Az R ellendlldsdi L Onindukcids dramkdrben a pe-
riodikus U = a sin Z% t elektromotoros erd hat,

ahol T a periddus, a>0 4llandd U maximilis
értéke. Hatdrozzuk meg az i{t} dramerdsséget, ha
a kezdeti feltétel i(0) = 0. .

Az elektromos dramkdrben U = 3 sin 2t; R = 10 cohm;
és L = 0,5 henry; i{(0) = 6. Hatdrozzuk meg az idé-
ben vdltozé dramerbsséget!

Az U egyenfesziiltségii és R ellendlldsd dram-
kérbe bek&tik a ¢ kapacitdsd kondenzédtort.
Hatdrozzuk meg a kondenzdtor g t8ltését valamely,
a bekapcsolds utdni t iddépillanatban!
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MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

10. Hianyos masodrend( differencialegyenietek

Explicit mdsodrendi esetben:
1. Ha az ismeretlen fliggvény hidnyzik, azaz ha

y'' o= £(x, ¥y,
akkor y’ = u helyettes{téssel,

!

u =f(x, ul.

A kapott differencidlegyenlet els&rendfi.
2. Ha a flggetlen v4ltozd hidnyzik, azaz ha

y'' = fly, v"),

akkor ' y'{x) = u(y(x))} helyettesitéssel
Y dyy dyu',

Most uly) # o-ra

du

_ 1
-d?—-af(y, uj}.

A kapott differencidlegyenlet elsérendd.

202-213. Oldjuk meg a kdvetkezd hidnyos misodrendd diffe-

rendidlegyenleteket!
[202) 2977 - (y1)% + 4 =0
203] y'* = vy 4 y'
@yy” + (y')2=y2
y'' = e y(o) = o; y'(0) = 0
206. y'' = {y')2 sin x
207, v y'' + (y’)2 = 2

209, x y'! - y' = - % - 1n x, x>0 .
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210. (1 + xz)y" + 2xy' = —% ’ x>0.
b4

211, y y'' = 2(y’)2 - 2y', . y 0.

212, yv'' + (y')2 + 1 =0,

A két végén felfiliggesztett, csak a sajdt sulydval
terhelt k&tél "megolddsgdrbéie" a

ky't =14y, k >0

diiferencidlegyenletnek, Hatdrozzuk meg a megoldds-
gbrbe egyenletét!

Legyenek f(x) és ay (x), (6 =0,1,...n~1; n=>=1), folytonos
fliggvények valamely I intervallumon. Az

(n)

% +a ,(x) y (M

t e *agx) y' o+ a {x)y = £(x)

linedris differencidlegyenlet inhomogén, ha f(x) # 0,
Xx€1I.

Ha f£(x)= 0, akkor homogén a differencidlegyenlet.
Ha a homogén differencidlegyenlet ajy(x) egyiitthatdi

folytonosak, akkor megolddsai kdzdtt taldlhatd pontosan n
szdmd linedrisan fliggetlen, y1(x), yz(x) e yn(x), és bdr-

mely mds megoldds ezek linedris kombindcidja, azaz
yi{x) = c1y1(x) + c2y2(x) R cnyn{x}, ciE R,

az 4dltaldnos megoldéds.

Ha az vy, {x) figgvények megolddsai valamely folytonos
egylitthatdés * homogén’ linedris differencidlegyenletnek,
akkor linedris fliggetlenségilknek szilkséges és elégséges felté-
tele, hogy a Wronszki-féle determindnsuk

Y9 Yy o oeee ¥y
! I r -
¥4 Yo ver Y[ # 0
(n-1) _{n-1) (n-1)
y1 y2 e yn

az I intervallum egyetlen pontjdban sem.
Ha az aL(x)s ap flggvények dllanddk, akkor az

y(n) + a y(n-1) + L.. * a1y' + a = 0

n-1 o]
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homogén linedris 4llandd egyilitthatés differencidlegyenletnek
az ‘

n n-1 -
Xta 4 X * .o vax ta =0

polinomegyenlet karakterisztikus egyenlete.
Ha a karakterisztikus egyenletnek a

).1r ).2! "'l)vL
szdmok, (valés vagy komplex szdmok), gybkei rendre Wy My,
ceer My m, = n, multiplicitdssal, akkor az &ltalédnos
i=1

megoldds n szdmi linedrisan filiggetlen fliggvénye a kdvet-
kezd:

K* MK g X M=t X
e , X e , %" e r oses X e ,

k=1, 2, ... L. Az Euler-formuldval valds megoldédsckat nyer-
hetiink beldliikk. Ha X = & + i komplex gydk, akkor e)Lx

= eaxjcosﬁ}<+‘i sin fx) valds része és képzetes része is
megoldds.

11. Linearis differencialegyenletek osztalyozasa — Allandd
egylitthat6jt linearis differencidlegyenletek

214-219. Allapitsuk meg a kdvetkezd differencidlegyenletek
rendjét!
Linedrisak-e a differencidlegyenletek?

214, 2xy’*t + xzy' - (sin x)y = 2

215, y y*f! + xyf -y = x3

216, y'' -y =0

y(IV} + xy = %

217,
!’ e’ ’ 2

218. 2y'* - (y) 2+ 4 =0

219, IV 30 oy

220-225. 0ldjuk meg a kovetkezd mdsodrendli dllanddegytitt-
hatdés homogén linedris differencidlegyenleteket!
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220, y'' - y!' - 2y =0

221, y'' = 7y’ = 0

222, y'" -5y =0

223, y*'' + 4y’ + 5y =
224, y'' o+ 4dy' + 4y =
225, y'! ~ 3y' -5y =0

226-229, 0ldjuk meg a kbvetkezd homogén linedris differen-
cidlegyenleteket! .

226, y''! - by’! + 11y’ - 6y

227, vy - 6y o+ 2y' + 36y =
228. yIV) L g v 4 24y’r & 3297 + 16y = 0
220, y B L5 VI 4 q6yrrr 4 36977 - 16y’ - 32y = 0

2364231. Allapitsu . wfg, hogy a k&vetkezé fliggvények az adott
- intervaliuxnoe linedrisan filiggetlenek-e!

y'](x" - TRy, YZ(X) = cos 2x, y = (—Qo’ +o0),

Az y,(x) = >3, v, (x) = |x3] fliggvények megoldé-
sai az y° - % y! =0 differencidlegyenletnek a
(-1, 1) =zxntervallumon. W [x3, ]x3]]5 0, =-1<x<1,
Kovetkezik-e ebbdl, hogy a filiggvények linedrisan
Osszefliggdk?

A partikuldris megoldés'kereséseég‘
‘allanddk varidlasdval ]

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet 4ltaldnos meg-
olddsa, hasonldan az elsdrendl esethez, az inhomogén parti-
kuldris megoldédsdnak és a homogén Bsszes megolddsdnak az
8sszege.

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet partikuldris
megolddsdt az 4llanddk varidldsdnak mddszerével meghatdroz-
hatjuk. Legyen az

ym g L (x) y (=1}

- ... * aq(x) y' o+ fo(x)y = f{x)

Xx€1l

folytonos egylitthatdés inhomogén differencidlegyenlethez tar-
tozd homogén differencidlegyenletnek 4ltaldnos megolddsa.
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yﬁ(x} = c1y1{x) + czyZ(x) + ... * cnyn(x). A CareevsCy

dllanddkat helyettesitjlik ismeretlen c1(x), cees cn(x)
fliggvényekkel. A partikuldris megoldds létezik

yIp(x) = e (x) y (x) + cylx) yylx) + oou 4 o (x) y (%)

alakban. A ci(x), i=1,2, ... n, fliggvények derivdlt-
jait a kdvetkezd egyenletrendszerb8l hatdrozhatjuk meg:

- Y (X)), Yo (R ey () " et =0 0
y;(x) yé(x),...,yé(x) cé(x) 0
(n-1) ~ (n-1) (n-1) ' ]

Ly, (x) y2(x),...,yn(x) | Lcr'ltx) i £ (x) ]

Az egyenletrendszer egytitthatd mdtrixdnak determindnsa sehol
nem zérus, mert az a Wronski-féle determindns.

A partikuldris megoldds keresése prébafliggvénnyel

Az

{n) (n-1) ' = . o
v ta. .y * ...t agyy +aoy—f(x), fec (1),

d1llandd egyiitthatdés inhomogén differencidlegyenlet Yi (x)

partikuldris megolddsdt, specidlis f£(x) fliggvény esetén,
kereshetjilk olyan tagok #sszegeként, amelyek konstans szor-
z6tdél eltekintve az f(x) fliggvénybdl, illetve a derivdltjai-
nak tagjaibdl adddnak., fgy, ha

(a) £f(x) = pn(x) n-ed foku, nz=0, polinom,

akkor a partikuldris megoldds lehet, hogy
_ n n-1
Y (x) = An X o+ An-1 X + el F A1x + Ao
P
alaki, ahol az AiE R, i=20,1, ..., n valds szdmokat, az-

az a hatdrozatlan egylitthatdékat a differencidlegyenletbe
valé behelyettesités utdn, egylitthatd Osszehasonlitdssal kap-
hatjuk meg.

(b) £(x) = & p (x), ahol & adott 4llands,
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Y1 (x) = e (Anx + A X + ... + A1x + AO).

Ez az eset, ha & = (0, akkor azonos az (a) esettel.

(c) fi(x) = ¥ pn(x) sinfx, ahol o« és. 8 adott

41landgk. o

= X 1

Yy {x) e 51nﬁ>z(An X 4 L.t A1x + Ao) +
P

+ &% cosp x-(ann + oo + ByX + B)

Ay Bi' i =0, 1, ..., n akeresett 4llanddk.
Az y; {x) prébafiiggvény a fenti alakban nem lehet par-

tikuldris megolddsa az inhomogén differencidlegyenletnek, ha
valamely tagjdt dllandé szorzdtdl eltekintve tartalmazza az
inhomogén differencidlegyenlethez tartozdé homogén differencidl-
egyenlet 4ltaldnos megolddsa. Ebben az esetben a prébafiigg-
vényt

y"IE (x) = xmyI {x)
P P

alakban keressilik, ahol m az. a legkisebb természetes szdm,
amelyre y§ (x)-nek nincs kdzbts tagja a homogén differencidl-

P
egyenlet &ltaldnos megolddsdval. Ha m # 0, akkor azt mond-
juk, hogy rezonancia lépett fel.
A fentieket mds formdban is megfogalmazhatjuk: ha az in-
homogén differencidlegyenlethez tartozdé homogén differencidl-
egyenletnek aX= (o+ i) szdm m-szeres gydke, akkor az

inhomogén differencidlegyenletnek létezik y§ (x} = xmyI {x)
i p p

alakd megolddsa, ahol Yy {(x) az (a), (b)), (c) esetben

felirt fliggvény. p

232-236, Oldjuk meg a k&vetkezd differencidlegyenleteket!

y't = 2y’ = ¥ sin x

) é3x
233, y'? - 6y’ + 9y = —
x
234, y'' = 2y’ + 3y = x> +sin x
235, y'! - 4y’ + 4y = x> e2x x e2x

y'' o+ 4y = % sin 2x.,

38



237-244,

@37
239.
240,
241,

242,

243.
244,

245-246.

246,

247-255,

247,

248,

249,
250.

251,

252,
253,
254,

255.

Hatdrozzuk meg a kévetkezd differencidlegyenletek
partikuldris megolddsdt prdbafiiggvény segitségé-
vell . :

-yt - 2y = 4x2

-yt o= ax?

Tt~ y! - 2y = sin 2x

'~ 5y = 2e°%

PHT L ytt + 11 y! - 6y = 2x e ©

' -5y = x2 X - g eSx

! - 5y = kX - 1)sin x + (x + 1)cos x
f -y = sin x + cos 2x

Hatdrozzuk meg a k&vetkezd differencidlegyenletek
partikuldris megolddsdt az dllanddék varidlasdvall!
X

- ' = &
2y" +y %

r?

y

vit o+ 4y = sin? 2x

Oldjuk meg a k&vetkezd kezdetiérték feladatokat!

y'' -y -2y = 4x° y(oy =1, y'(0) = 4
’ X

y”—2y'+y=—e-; y(1) = 0, y' (1) =1

y'' + 4y’ + 8y = sin x; y(0) = 1; yf(0) =0

yflr_syft+11y’—6y=0; yig) =0
y'(®) =0
y”(ﬁ') = 1

y'' vy =x;  y(1) =0; y'(1) =1

y'' + 4y = sin®2x; y(®) = 0;  y'(%) = 0

y''+y=20; y{2) = 0; v'(2) =0

vy o= 12; yi(1) = 0; y' (1) = 0;

yll(1) =0

¥+ 2y + 2y = sin 2t + cos 2t; y(0) = 0, y(0) =

39
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12. Linedris differencidlegyenlet valtozé egyiitthatokkal

A vdltozd egylitthatds linedris differencidlegyenlet meg-
clddsdra d4ltaldnos mdédszert.nem ismeriink. Mdsodrendd esetben,
ha ismeriink egy megolddst, az dllanddk varidldsdnak mdédszere
alkalmazhatd az dltaldnos megoldds megkereséséhez,

256-257,

256

259,

260-263,

260,

261,

262.

263,

40

Oldjuk meg az aldbbi linedris differencidlegyenlete-
ket, ha ismerjlik az y1(x} megolddst!
(1 + xz)y" + xy’ -y = 0; yix) = x
sin’x y'f - 2y = 0; yi(x) = ctg X
Igazeoljuk, hogy az
3 4° ay
x> &4 - ex &L + 12y = 0
dx3 dx
differencidlegyenletnek van hdrom linedrisan filigget-
len ¢ (x) = xr, (r egész szém), alaki megolddsa!
Igazoljuk, hogy 1n X megoldédsa az
3 4° dy -
x> &L - 6x S 4 12 y =12 1In x ~ 4, x>0,
3 dx
dx
differencidlegyenletnek! frjuk fel az 4ltaldnos meg-
oldést!
Hatdrozzuk meg azokat a differencidlegyenleteket,
amelyeknek dltaldnos megolddsai a kdvetkezd fligg-
vények ! .
2x -3x
yyx) = c,e”” + ce
2x 2 2x
yH(x) = c,e + c,x e + cyx’e
5x
_ X 2x e
yH(x) = c1e + c,e + ~3
vy, {x) = ¢ x2 + C x2 ln x x >0
H 1 2 '



©

©

266,

268.

269,

Az a_, a1, ERT I adllanddkkal felirt

{n-1} ]
14 Farax W,
n n-1 dxn—1 17 dx

+ aoy = £(x),

differencidlegyenlet~, ahol f(x} folytonos fligg-
vény - Cauchy-féle linedris differencidlegyenletnek

nevezzik. (n = 2 esetén Euler-féle), Az x = e?

helyettes{itéssel dllandd egylitthatdsra vezethetjiik
vissza.

01ldjuk meg az

x3y”’ + 3x2y" - 2xy’ + 2y = 0

Cauéhy-féle differencidlegyenletet!
Y4 (%}

X megolddsa az

[

Kiw
=
+
l\Jlb)
L
1]
o
w
“He
o

Yy

differencidlegyenletnek. Hatdrozzuk meg az 4ltald-
nos megolddst!

y1(x) = e2X megolddsa az

2
d d o _
(X—Z)a;%—(4x—7)a§+(4}; 6)y = 0

differencidlegyenletnek. Hatdrozzuk meg az A1ltald-
nos megolddst!

Oldjuk meg az

a x° y'' +bxy' +cy =0

Buler~féle differencidlegyenletet, ahel a,b,c
dllanddk!
Irjuk fel az

x2 y'' - xy' - 15y = 0

differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdt!
0ldjuk meg az

x2 y'' - 3xy’ + 5y = 0

differencidlegyenletet!
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270. 0ldjuk meg az

2 L

Ty + 3x y' +y =20

differencidlegyenletet!
271, 0ldjuk meg az

xzy" -xy' +y = 8x°

inhomogén Euler-féle differencidlegyenletet!
272-273. 01djuk meg a kodvetkezd differencidlegyenleteket!

272, y(4)-y(3) = 1, Y(3)>'0-
273, (2x - 3)y’'’" - (6x - T}y’ + dny' - 4y = 8;
y1(x) = =2,

rr

Az vy + aT(x)y' " ao(x)y = 0
differencidlegyenlet esetében, ha

‘a) a1(x) + X ao(x) = 0, akkor vy(x) = x megoldds;
b) m2 + ma1(x) + aO(x) = 0; me€R; akkor vyix) =

e™ megoldéds.

274-276, Az eldbbi 4llitdsaink felhaszndldsdval oldjuk meg
a kdvetkezd feladatokat!

re

3 3
y'' - ¢ y'+ =y = 2x -1
X 2 2x
Xy’ - (2x + )y’ ¢ (x + Ny = (x7 + x - Te

(x = 2)y'! - (4x - 7)y" + (4x - 6)y = 0

0 QO

Hatdrozzuk meg azokat a gdrbéket, amelyek bérmely
pontjadban a normalisnak a gdrbepont és az X ~-ten-
gely kdzdtti szakasza ‘egyenld hosszisdgi a pontbeli
gbrbiileti sugdrral,
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13. Differencidlegyenletek megoldasa hatvanysor
modszerrel. Bessel-fiiggvények
Magassabbrendd linedris differencidlegyenletek megoldd-

sait csak kivételes esetekben lehet elemi fiiggvénnyel megad-
ni. Ifgy példdul tdbb fontos miiszaki-fizikai feladat vezet a

d_zz 1 dy p°
st xaxt (1 - ly =0, p € R,
dx X

alaki m&sodrendl, dgynevezett Bessel-fdéle differencidlegyen-
letre, amelynek nem elemi fliggvények a megoldasai. A p
paraméter minden értékéhez két alapmegoldas tartozik, amelye-
ket p-edrendli Bessel-fliggvényeknek neveziink. Xo&ziiliik az,
amely az x = 0 helyen korlatos Jp(x) elséfajd p indexd

a masik pedig az Yp(x) mdsodfaji p indexd Bessel-filiggvény.
A megolddsokat hatvénysor alakjdban kereshetijiik.

278. Hatdrozzuk meg a p =n (n természetes szdm) in-
dexl elséfaji Bessel filiggvényt, azaz keressiik meg az

2
2 d%y dy 2 2
X dxz + X 3x + {(x° - n)y =0

differencidlegyenletnek J {x) partikuldris megolda-
sdt!

Allitsuk eld az

y”+-1—y'+y=0

differencidlegyenletnek J {x)-tdl linedrisan fligget-
len mésik megolddsdt!

280-283. 0ldjuk meg "“hatvdnymddszerrel" a kovetkez8 diffe-
rencidlegyenleteket!

@80 y'' -x*y' -y=0

281, y'' - 2x%y’ + dxy = x° + 2x + 2

2B2. x y!'!' -y’ + xzy =0

(xz-x+1)y"+3xy’—2y=0

x2, x? - X, 2 polinomokkal felfirt

2 e

Xy + (x2 - x)yt + 2y = 0
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differencidlegyenletnek x = 0 szinguldris pontja,
2

mert az y’’ egylitthatéja x~ = 0, ha x = 0.
. . i k . .
Igazoljuk, hogy nincs C, X alakidi, (nem tri-

vidlis), megocldédsal!

A2x y'' # {x + 1}y’ + 3y = 0 differencidlegyen-
letnek =x = 0 szinguldris pontja, mert 2x = 0,
ha x = 0. Igazecljuk, hogy a szinguldris pont regu-
ldris, azaz van x hatvdnyai szerint haladd megol-
dés!

14. Masodrend( differencialegyenletek alkalmazasa

Anyagi részecske mozgasegyenletei

Egyenesvonald mozgas az m tdmegl részecske x helyzeté-
t81 fliggd g(x) erd hatdsdra:

A mozgdsegyenlet, amely a szabad rezges differencidlegyen-
lete:

2
m—5 = g(x}; x (0) ;
dt2 . o)
x(0)

it
?‘

It
<

Az dltaldnos megoldds:

X
3892 - 2] - owman
[o]

Egyenesvonald mozgds rugalmas visszatéritd erd és csilla-
pitds hatdsa alatt:
A rugderd - kx, k >0,

A sebességt8l fligg8 fékezberd - fd= _(sdt’ g>o0.

A mozgdsegyenlet, amely a csillapitott szabad rezgés
differencidlegyenlete:

2
md g + f %% + k x = 0.
dt
Az dltaldnos megoldds:
lqt lzt
x(t) = c,e + c,e ’
' 2
B B k
M2t T m Ve TR



a) ﬁ2?>4 km esetén lim x{t) = 0.
t—+ oo

A mozgds tipusa lecsengés.
b} ﬁ2< 4 km esetén

2
c, sin E - Jg— é].
m

A mozgds tipusa o0szcilldld jellegid lecsengés.

c) B = 2Ykm esetén

LE . A ¢
m

x(t) = c1 e + <, t e .

A mozgds tipusa kritikus csillapitdsd lecsengés,

3. Egyenesvonald mozgds rugalmas visszatéritd erd esetén
periodikus kiils§ erd hatédsdra:
A mozgdsegyenlet:

md ; + kx =F_ sin wt,
o

dt

Altaldnos megolddsa

VE‘ k FO sin w t
x({t) = c1 cos o t + c2 slnxﬂ% t + ——

— \]k . alk _
x({t) = c1 cos o t o+ C, 51HV% t

Az utolsd tag mi mden hatdron tdl ndvekvé amplitdddjd rez-
gést jelent.

F
O t cos vg-t.
ifE m

2
m

4, Ttmegpont kényszeritett rezgése csillapitdssal:
A mozgdsegyenlet, amely a csillapitott szabad rezgés,
kényszeritett rezgésének differencidlegyenlete:
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d2x

at?

Egy partikuldris megoldds:

n

dx _ ;
+ B It + kx = FO sin wt.

{k - mwz}sin wt - PO cos wt

x. (t) = F =
IP (o] (k—m2)2+ﬁ2w2
F
= 2 sin (wt - Y ),
V(k—m2)2+ﬁ2w2
gw
g - —E2
k -~ mw

A témakdr feladatai a Villamosmérndki Kar Dr, Sztopa Gyu-
la szerkesztette; Mechanika Példatar II. -kotet, J. 5-961.
szdmdban taldlhatdk.

Aramkdrtk differencidlegyenlete

Tekintsiik a kdvetkezd rezglkért:

01. dbra

Legyen a ¢ kapcacitédsd kondenzédtor fesziiltsége
a rajta &tmend dram er8ssége i, a rezisztencia R és a te-
kercs 6nindukcids tényezdje L. Feltessziik, hogy periodikus
fesziiltség, E = Eo sin wt, hat az dramfejlesztd A és

B kapcsail k&zott.
A rezgés differencidlegyenlete:

di . Q _ .
L 3t + Ri + - EO sin wt,
illetve
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LC + RC -—— + U = E sin wt.
2 o

A mechanikai és elektromos rezgések analdgidijdt is megfigyel-
hetjik., A megfeleld mennyiségek a kdvetkezdk:

inerciaerd onindukcids tényezd
csillapitéas rezisztencia

rugalmas visszatérités a kapacitds reciproka
kiilsd mechanikai erd fesziiltség

A témakdr feladatai a Villamosmérntki Kar, Dr. Fodor Gydrgy
szerkesztette; Villamossdgtan Példatdr I.; J. 5-1119., szdmd-
ban taldlhatdk a k&vetkezd részekben:

I1, fejezet Altaldnos drami hdldzatok.

2.3 Linedris invaridns haldzatok.
IV. fejezet Linedris hdldézatok analizise.

4.1 Vizsgdlat az id&tartomdnyban.
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DIFFERENCIALEGYENLETEK RENDSZEREK

15. Allandé egyiitthatés homogén linearis
differencidlegyenlet rendszerek

Legyen A n-edrendd mdtrix, n = 2 természetes szdm.

homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer.
Van n-szdmd linedrisan fuggetlen 51(t), cas §n(v) meg-

oldésa, aze¢7 alaprendszere,

t) =[x (t) , ... x (8)]
alagﬁétrix.

x=Ax; x(t) =x

kezdetiérték feladat. Hz

X(ty) = E,

akkor a X(t) alapmdtrix, rezolvensmdtrix,

Ha az A egylitthatd mdtrix egyszerl struktirdji, azaz
van n szdmi linedrisan filiggetlen sajdtvektora, akkor
At 1ot ot
_ 1 : 2 n
50 = [ 5 e T g0 5],
ahol li és 5, Osszetartozd sajdtérték és sajdtvektor,

i=1,...n.
Ha az A mdtrix nem egyszerd struktuirdjd, akkor az alapmét-

'rig sajdt- és fdvektorokkal frhaté fel. Legyen az A mdtrix
sajdtértékhez tartozd vektorszéria: h
janak fenn az

qr e Ek’ vagyis &all-

a4, =E1-‘ A h, - Ah, +E1' cee s A b = )Lb.k +Ek—‘l
egyenléségek. Legyen
r-1 r-2
= x
i s ) Wl VR e s O - DU PR g



Ekkor

At

x (t) = @ (t) € £=1,...,k

k -szdmd linedrisan fiiggetlen megoldés. (5r(0) = Er)‘
Az alaprendszert a kovetkezdképpen kereshetjiik: legyenek

h h h

hy, hy,...hy .h

H E rh, PO 7 e
1 kT+1 }‘1+2 —k1+k2

a 11; Xz ... sajédtértékekhez tartozd vektorszéridk. Az

alaprendszert az

x1t Xt
Xt} =h, e ceey 5kT(t) = _@_k1(t) e '
Ayt
§k1+1(t) Ek1 ;€ seeey §k1+k2(t) =
tk2—1 Xt
- ((_kz——‘!—)—' Ek,l+1 Toeee Il—k1+k2) e

megcldédsok adjék.

286-300. 0Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenlet rend-

szereket!
5{=2x+y, ahol i=%§; y=g—¥.

v = 3x + 4y,
@D %=x-y

y =y - 4x.
qaalii= X+ y

¥ = 3y - 2x.
‘!ID X = - x - 5y

¥ =X+ ¥y.
‘!ID, X = 2x + y

vy = 4y - x.
291. x = 2y - 3x

y =y - 2x,.
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292,

=y + z,
293, = 2x + y

=Y

= 3z.
294, =y +

=z +

=X+ Y.
295, = - X+ Yy + z

- + z

= + -z

296. z

e BNa A Ma 8- hte B B ke S BN M B Ne R e N R M. Ne K K-
I "
KoX X o x X
t
N R K
1

297, = 2X + ¥
= 2y + z
= 2z,

298, = -X + Yy
= 2y + z
= 2z.

299. =y

y =0
z =z,
300, x = 0
y =0
z =0,

301-304, Differencidlegyenletre vald visszavezetéssel oldjuk
meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszereket!

301. %% =z ; z(x) , y(x) az ismeretlenek.
dz
= - Y Z, Yy R — R.
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302..(2'1:},_-
&x Z
dz _ 1
dx 2 Y.

303.%—%=y+z
%% =y + z2 + X.
dx _

304.E—y
dy _
atc = 2
dz _
a " *e

16. Az €At alapmatrix

Az % = A x 4&llandd egylitthatds, homogén linedris dirferen-

cidlegyenlet alapmdtrixa az

oo
2.2 1 ,.n.n
At r...=z-r-1—!-1-_§t,
n=0

|-

e§t=E=:+-——1- t +

1

1
]

minden A n-edrendli mdtr:.x—a konvergens végtelen midtrix-
hatvdnysor.

Az eét métrix meghatarozdsa Lagrange-féle
és Hermite-féle interpoldcidés pol.nommal
a kdvetkezdképpen tdrténik:

Ha az A egylitthacé mdtrixnak n szdmi X1,..., L sajét-

értéke van, akkor

eét = L(élt} ’

ahol L{ X,t) a t paramétert tartalmazé legfeljebb (n--1)-
ed fokd Lagrange-féle interpoldcids pol nomja X -nak
Alappontjai a Mqreeor Ay sajétértékek.

gt
3]



Felirdsa t&rténhet hatdrozatlan Li(t), i=0,1, ... n
egylitthatdkkal:

n-1

Lix,t) = i 0 X" e e gt ,

amelyeket az
At
L{( )Lk t) = e P) k = +2,...,0,
r

egyenletrendszerb&l hatdrozha:unk meg.
Ha az A egylitthatémétri: sajdtértékeil

)"1' 1-2! e )L{
rendre

m-1' mz' ERRN m{‘

!
multiplicitéssal, (23 = n),

m,

i
i=1
akkor Hermite-féle

n-1

H(X, t)=h__ (&) A" 4 L.+ ho(8)x + h_(t)

legfeljebb n- 1-edfoky interpcldcids polinomot irhatunk fel
és a h,(t), I'=0, ... n-1 egyiitthatdkat a

- X
B (60 = et SE K= 2

O, 1’ R m-k_".;

fazaz a H{ A,t} polinom X szerinti i-edik derivdltjdnak
a xk helyen vett értékével felirt), egyenletrendszerbli

nyerhetjiik.
305-309. 0ldjuk meg az aldbbi &llanddegyiittnato arfferencidl-

egyenlet rendszereket az eﬂt alapmdtrix megkere-
sésével!

305. % = [1 2] x
4 4
306, x = {0 1] X
[ 8 -2
307. % =10 1] x
— 1 o
308. =73 1, 01 x
0 3 1



w
o

v

.

]

u
—
-0
[=No Nl
oo
[
1%

310-313. Hatdrozzuk meg az eét mitrixot, az aldbbi

midtrixckhoz!
310. A& = [2 0]
= 0 -3i.
311, 3 =[3 2]
= 4 1] .
312, A =[2 0]
= 0o 2],
313. A =[2 1]
- o 2l].
17. Allandé egyiitthat6s inhomogén linearis
differencidlegyenlet rendszer
Az
x=2x x(e) = x
kezdetiérték feladat megolddsa:
At-t ) Y oa(t-t)
x(t) e® o' X +f ex= f(z)dr .
tO
Legyen az
x=ax+ f(t); x(t)) = X,
rezolvensmdrtirxa: X(t) ; §(t0) = E.

A kezdetiérték feladat megolddsa az 4llandé vektor varidléd-

sdval

x(t) = X{t) x_ +

114

t

® [ g '(recerar.
t
Q

54
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314-322., 01djuk meg a kovetkezd dllandd egylitthatds inhomogén
linedris differencidlegyenlet rendszereket!

X = + 2et
y

y = x + t2
. 2t
315, % = 4x + y - e
v =y - 2x
316. x [0 1] X + [0].
-9 6 t
317. x =[0 1 07 x .
0 0 1
-1 -3 -3
318. x = [2 -1 X
12
310, % = ~S5x -y + e©
Yy = X - 3y + e2t
320, 4% + 9% + 11x + 31y = eF
3% + 7y + 8x + 24y = et
dx _
321.&—}7
%% =x+et s+ et
G22) -y -cost
%% = - X + sin t,

Magasabbrendfi linedris differencidlegyenletek
dtalakitdsa elsd8rendli linedris rendszerré

Az

{n}

v + an_1(x) y(n-1)

Foa. t a1(x)y' + ab(x)y = f(x)



yilx)) = vy, . =] ¥,
- r
y" (XO) = Yé I} yo
(n=1) _.(n=1) . n-1
Y (x )=y, | Yo
kezdetiérték feladathoz az
Y1 =y z =7 y1 h z(xo) = zo
¥y, =¥’ Y,
_ L n=1)
Yp = ¥ L ¥n |
jeltlésekkel az
y' =f 0O 1 0 - 0 W= [ 01
0 0 1 . 0 0
0 0 0 _ 1 0
fao‘x) ?aT(x) -az(x) cee —an_1{x[ £ (x) |

differencidlegyenlet renaszer tartozik. Innen
X
y(x) = Wix)y, + Wix) /[ W(t) !

t
o]

Zi.s)ar,

amelynek elsé koordindtaja a>megoldas

W{x) a Wronski-féle mdtrix. Elsd < rdban a homogén differen-
"cidlegyenlet n szdmi

-

yi(x), ylx),, o wix) )

linedrisan fliggetlen megolddsa 4l1l. A kezdetiérték feladat
megoldédsa:

{(n-1) x det W(t,x)

o * ﬁf det g(f')
o

Il
y(x} = Z, yix}, v f{z)dr,
k=1 k



—

ahol det W(e, x}=[ y(=),, y(T)y oo yle),

y'(?)-]f y’(’r)zf LI y’(?)n

(n-2)

y{ )

| yi{x), y(x)yr oo yix)

{(n-2)

y(T), y(t‘)én_z)

A képlet levezetését és feladatokat Rdézsa Pal: Linedris
algebra és alkalmazdsai c. kdnyvében taldlhatunk. (Miszaki
Konyvkiadd.)

323-325, 0ldjuk meg a kdvetkezd feladatokat differencidl-
egyenlet rendszerekre vald dtirds segitségével!

%+ 2% - 8x = eb; x(0) = 1, X(0) = -4
324, X + x = 3; x(v) =1, x(®w) = 2

-2k - 5y + 3; x (0)

@
X (0)

y = x + 2y y(0)

n
—_

18. Egyenstlyi helyzetek osztalyozédsa — A fazissik

Legyen & = [aik]’ i,k = 1,2,; médscdrendd mdtrix.,

Az X = A X differencidlegyenlet rendszernek x = 0 egyen-

silyi helyzete, mert kielégiti az

a X, + a X, © 0

11 71 12

X, + a X, = 0

41 %4 22 %2

egyenletrendszert. A differencidlegyenlet rendszerbdl diffe-
rencidlegyenletet kapunk az X = Xy ¥ = Xy jeldlésekkel-

o dy o221 * T G20 Y

dx ajq x tag, Y
szinguldris pontja.

A 2 ismeretlenes elsdrendl differencidlegyenlet rendszer
megolddsai szemléltethetdék a 3 dimenzids tér gdrbéivel.
Adott x{t) megolddsesetén at€I értékhez hozzdrendeljix a

differencidlegyenletnek az origd

-~



(t, E(t))e R3 vektort.

Allandé egyiitthatdés differencidlegyenlet rendszernél jd
szemléltetést kapunk akkor is, ha a megolddsgbrbét "leve-
titjik" az utolsé 2 koordindta terére, a differencidlegyenlet
rendszer "fdzisterére". A vetitett 2 dimenzids gSrbét tra-
jektéridnak nevezziik. Ebben az esetben az

X =AX

megolddsgdrbéjének pontjal a (t, X4 x2) € R3 pontok a

trajektdéria pontjai az (x1, x2) = (x,y) € R2 pontok,azaz a
a,.x + a,.y
%¥ = a21x - a22y differencidlegyenlet megolddsai.
11 12
*2
@é@ . 18
- )
¥ &
t
%y
02. dbra
Az xy = agy Xq ¥ aqy ¥
iz = Ay, X, * a,, Xy a;,, €R ik=1,2,...

differencidlegyenlet rendszer fdzistrajektéridinak képe filigg
az  a; egyilitthatéktdél, illetve az A=(aik) mitrix sajédt-

értékeitdl.
Tegyiik fel eldszdr, hogy az A mdtrix A1,

2
értékei zérustdl és egymdstdl kiildnbdzdek. Az 541 8,
risan fliggetlen sajdtvektorokkal az

X sajdt-

lined-
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X1t At

) 2
§(t) = c1 §1 e + c2 8, e
dltaldnos megolddst irhatjuk fel. Az Sqr 8y bdzisban, a
trajektéria
l1t lzt
{ §1; Ez} = {c, e ¢ C,e Ve C4r Sy € R,

pontjai t — += esetén Xy €s X, eléjeleitsl fliggben
"mozognak"”.

I. Csomdépont

a) Xq< 0, l.2< 0 esetén a pozitiv abszcissza és az or-

dindtatengelyen a mozgds a koocordindta-rendszer kezdb-
pontija felé irdnyul. Az elsd negyedben bdrmelyik tra-
jektéridn a mozgd pont, t — + o esetén, az origdhoz
aszimptotikusan k&zeledik. Ekkor az origé stabilis
csomopont.

&

&

I.- &bra
Stabilis csomdpont

(A rajzon feltételeztiik, hogy 54 és S, merblegesek.}
b} l1>-0, X2>>0 esetén a nyilak forditott irdnyidak.
Az origd labilis csomdpont.

II. Nyeregpont. X1<.0<l2.

A mozgds az abszcissza-tengelyen az origé felé, az ordi-
nédta tengelyen attdél tdvolodva torténik. A fdzistrajek-

téridk alkotjdk a nyerget. Az origé a nyeregpont.



§

II. dbra
Nyeregpont

Ha a sajétvektorok nem mer8legesek, akkor az dbrék affin
transzformdcidval torzulnak. Részletes magyardzatot és raj-
zot L. Sz. Pontrjagin: Kdzdnséges differencidlegyenletek
cim kdonyvében taldlunk.

ITI. Fdkusz- és Srvénypont, vagy centrum

A oX = et ip, X, =0- if, p#0 komplex sajdtértékek
esetén a valds alaprendszer

At 1t

x,(t) = Re e 54r X,(t) = Ime Sq-
Az 5, = Y4 + i Voi Vir ¥, valds vektorokkal

{(t) = c *t cos Bt + ¢ e** ain Bt,
1 1 2
o

E, (t) =C2etcos,6t-c1 e*t sin B t.

Helyettesitsik a €, =acos¢g, c,=-a sin ¢ 4llanddkat.

Ekkor az (r,t} rendszerben

’

-~£2 + 52 - a2 e2rxt - r2
1 2
r = lajeut
a) o = 0 esetén
r = |al
ellipszis. Az origé stabilis centrum, vagy OSrvénypont.
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ot . .
b) ¢« >0 esetén r = |a|] e spirdlis

lim r(t) =,

t— oo

Az origd labilis fékusz.

c) « < 0esetén, lim r(t) = 0, az origd stabilis fé-

t — oe

kusz. (Aszimptotikusan stabilis. A mozgds az origd felé
t8rténik.)

&

IIX.a) &bra
Centrum

A zérustdl és egymdstsl kiilénbszd sajatértékek az [aik]

mitrix elemeinek kis v4ltoztatdsdval létrejshetnek, igy az
[2;4] mitrix elemeinek kis megvédltoztatdsa nem médositja a

fazissik képét. Kivételt képez az « = 0, (III.a), eset.
Az [aix] mdtrix elemeinek kis megvdltoztatdsa eredményezheti

az o = 0 egyenléség megsziindsét &s a centrum stabilis vagy
labilis fdékuszba megy 4t



64

X; #F 0, XZ = 0 esetén
A1t .
x{(t) = ¢, e 5, + c, s, az 4ltaldnos megoldds.
Xt
g1(t) =c, e
gz(t) = Cye
A mozgds a 22 =c, 41landé egyeneseken megy végbe.
A 21 = 0 egyenes minden pontja egyensilyi helyzet.
A l1<'0 esetet a 2.a) 4&brdn l4tjuk.
° §
2.a) dbra
b) 11 =2, = 0 esetén az dltaldnos megoldds lehet
x(t) = ¢ és a sik minden pontja egyensilyi helyzet,

vagy ha févektorokkal dolgozunk,

x{t) = (c, + c,t)h, + c,h

1 2=2"
A mozgds a gz = ¢ egyeneseken

egyenes minden pontja egyensidlyi

megy végbe. A 52 =

helyzet.

0




326-330, A kdvetkezd differencidlegyenleteknek az origd egyen-
silyi helyzete. Hatdrozzuk meg a tipusdt és vdzoljuk
a trajektéridkat!

326. x1 = x1

¥2 T %
327. %1 = x2

¥ T THy
328. ¥1 = x1

¥2 77 %
329, x1 = x1 - x2

2 T % T X

330. %1 = x2

x2 = --2x1 - x2

3311 Tekintsiik az

X =Ax, A = [aik] y i, k=1, 2, ... n.
differencidlegyenlet rendszert. Igazoljuk, hogy ha

az A mdtrix karakterisztikus egyenlete valamennyi
gybkének a valds része negativ, (vagyis a gy8kdk a
bal oldali nyilt komplex félsikba esnek), akkor a
homogén linedris differencidlegyenlet rendszer bdr-
mely megolddsa t — + == esetén a 0 egyensidlyi hely-
zethez tart.

332, Igazoljuk, hogy az aldbbi differencidlegyenlet rend-
szer minden megolddsa t— + < esetén a 0 egyen-
stilyi helyzethez tart!

X 7 7 Xyt X
Xy = -2x2 - x3
X3=X2-X3
333. Igazoljuk, hogy az
X = - Ix + y; x{0) = 3
Y = -2x - Sy y{0) = -5

kezdetiérték feladat megolddsa {0, + = )-ban korld-
tos!



334,

335.

336-340,

336.

3317,

338.

339,

340,

341-342.

341,

342,

Igazoljuk, hogy az
X, = X,

Xy = —3x1 - 4x2

differencidlegyenlet rendszer barmely megolddsa

t— +=esetén az azonosan zérus egyensilyi helyzethez
tart!

Igazoljuk, hogy az

Xy = -7x1 * X,

Xy = -2x1 - 5x2

differencidlegyenlet rendszer bdrmely megoldédsa

t + esetén az azonosan zérus egyensilyi helyzet-
hez tart!
Cldjuk meg a kdvetkezd linedris differencidlegyenlet
rendszereket!

X = X

1 1t (2 - t)x2 + t2 + t
%, 0= dx, ¢+ (L - 1x, +t; >0
2 £t t 2
k1 =tx,+ (1- tz)x2
kz = X, - t X,
L T tgzt -1
>':2=—:J<1+tg1;_
k1 =X, =X, + co; T
X, = 2x1 - X,

x1 = 3x1 - 2x2
- _ t
x2 = 2x1 x2 + 15e ‘\/-E

0ldjuk meg a kdvetkezd mdsodrendd explicit differen-
cidlegyenlet rendszereket!

X, = 2x1 - 3x2
ﬁz =X, - 2%,
Xy = 3:-:,1 + 4x2
§2 = -x, - x,
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22,

23.

25.
26,

27,

70

A megolddst a cy és c, ismeretlent tartalmazd

y{0) = c, sin 0 + c, cos 0 =20

yi(0) = zc1 cos 0 - 2c2 sin 0 = 1

linedris egyenletrendszer megolddsa utdn kapjuk, amelybél
_ 1 _ .
Cq =351 €5 = 0 addédik.
Nincs ilyen megoldds.
Ac, =1 ésa c, =-2 ellentmonddst kapjuk a perem-
feltételekbdl,
y({x}) = —2 {sin 2x - cos 2x}
Y3 -1
aj

a) ; c¢)i

3. Gorbesereg differencialegyenlete

y' =\ - ¥R
y = sin (x + c)-bél, ul{x,c) = sini{x + c).

ué(x,c) = cos{x + c) # 0 példdul, ha

_E - x
2 S ¥t ce< 5.

Egyenletiink tehdt gbrbesereg, ha minden rdgzitett c-re
csak " 7 hosszisigi szakaszt" veszZlink. Mivel

y' = cos(x + c¢) és ¢ = arc sin y - X,

ezért a keresett differencidlegyenlet

y’ = cos(x + arc sin y - x) = cos(arc sin y), vagyis
y'=\/1‘_2'

v' o=y, X € R.

y' = %' x #£ 0.
y2y1r2+y2=r2,-—r+c<x<r+c y lyl<zro

Az (x - c)2 + y2 = r? implicit fliggvényt derivdljuk x

szerint. Innen c¢ = y y* + x, amelyet az eredeti egyen-
letbe behelyettesitiink és a fenti differencidlegyenletet
kapjuk.



29, y' = x + y
30, (y - xy') = 1 + y’2 : x>0, y>0,
Az egyenesek egyenlete a tetszdlegesen rbgzitett (xo,yo)
pontban: y - Yo = y'(xo)(x - xo).
Mivel az egyenesek az egységsugari origd kézéppontd ne-
gyedkdr érintéi,
2, .2,
% T ¥

y' (xo) = -

*<1|><~
o 10

Innen X és Yo kifejezhetd, és az egyenes egyenleté-
be helyettesitve kapjuk a differencidlegyenletet,

G y" = -1 +\1 + L. x>0 X> -y vagy
X
X<0 és y<=-x

A differencidlegyenletet derivdlédssal kapjuk a gbrbe-
sereghdl: .

2x + vy + xy;_ 0
’
VXz + XY

vagy dtalakitds utdn:

't = - A/ VA
Y T+ Yyl + X °

Behelyettesitésekkel igazolhatjuk az &llitdsokat: a gdrbe-
sereg egyenletbél 2x - x - ¢ = 0-bdl x = ¢ adddik, tehdt

2 + y! -

nincs olyan dllandé c, amelyre y = =-x egy gd&rbeegyed len-
ne, viszont ha az y = -x fliggvényt behelyettesitiiik a
differencidlegyenletbe, akkor -1 = -1 +{¥= 1 = -1 igazol-

ja, hogy az megolddsgdrbe.

Gi2yy'’ = y'2

Differencidljuk az y = 01(x - cz)z fliggvényt kétszer:

y' = 201(x - c2); ytt = 2c1. A C,y és <,
konstansok kiklisz&btlésének eredménye a differencidl-
egyenlet,

Gy - v o,

Kétszeri differencidlds utén,

r2 - 2
x - a=y’ (1;¥ ), y-b-= (1;);’)
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G4.

72

felhaszndldsdval, az (x - a)2 + {y - b)2 = 1 egyenlet
adja a differencidlegyenletet.

4, Szatvalaszthatd valtozdju és az ilyenre visszavezethetd
egyenletek

1

yix) = Yy2e© - 1, x> bn 5

I. megoldds.
fy dy =‘[exdx + c, azaz

2 X

y = 2" + k, k = 2c.

Felhaszndlva a kezdeti feltételt

12 = 2e°% + k, vagy k= -1,
Mivel a kezdeti feltételben Yo = 1>0, ezért a
megoldds y = + 2e% - 1; 2% - 1> 0 vagy
Xx>1n %. 26 -1 =0 nem lehetséges, mert a diffe-
b4
rencidlegyeniet §§ jobb' oldala, azaz y', y =0
esetén nem létezik.
IT. megold4s.
y ) X L
[ tat = f e du, mert (x , vy ) = (0,1} a
= - o o
y0—1 xO—O

kezdeti érték. Integrdlds utén

Y——%:ex—‘|’

ami a keresett megoldds implicit alakja.

y(x)=-v2+2COSXr X?E’JT*‘szf, k=0'i1,...

-%(x3+3x+4)

y(x) = e
2 5
X S A
5 + x g 0
a) y(x) = 0 egyensdlyi helyzet (y' = y2x3 jobb oldala:

y x =0, ha y = 0).



Ekkor y’ = 0, igy a differencidlegyenletbe behelyet-
tesitve az yi(x) = 0 fiiggvényt, mindkét oldalon 0
411, . -
o4
b) yix) = —2o ; x #+ YT .

4 - x

A megoldds y # 0 esetén:

¥ % 3
f = dt = [ u” au.
1t 0]
139, a) y(x) = 0 egyensdlyi helyzet, ui. y' = - % =0,
ha y=0, x # 0.
b)[y(x)[=r; x #0, c€R, ui.
f%=_f%+k, k€ R, k = 1ln c =-vel
In |y| = lnl—%-bél kapjuk amegolddst.
3
E i i i r o= 2‘—(}:_:._‘})_ =
40. a) y(x})= -1 egyensulylvhelyzet, ui. y T 7 D) 0,
ha y = -1,
+ 1 x3 X _
b) —y+lnx+1+'3'—_'_2+x_cf x# 1, y#-1, v #0.
41, %(y + sin y cos y} - arc sin 355 = c, |x|l< 5, cos y#0.

a) yi{x) =0 egyensilyi helyzet.

b)x=r=-cl.7 x # 0.
1 +y

A di'ff'ere-nciéllegyen]__et szepardlhaté, hiszen &trendez-

2
ve adédik az y’ = Y+ 1} 1oy AZ_[——}Y—dy .
yoo+ 1

X
+f-;;dy+k=f%dx_

egyenletbdl kapjuk a megolddst. (k = 1n ¢
c =1 c.l. '
a) Y, (x) = 0, ha Y, = 0. egyensilyi helyzet.
-i T ! » ha Yo # 0.
— + 8in x_ =~ sin x
Yo o
A megoldds értelmezési tartomdnya (-, +o=), ha

T’

b) Yy {x)

. sin x l>1.
YO o
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b)

c)

d)

Ha ];l + sin xOIST, akkor. a megoldds értelmezési
o

tartomdnya az X pontot tartalmazd olyan leghosszabb

intervallum, amelynek egyetlen x pontjdban sem igaz,

1 X s
hogy I;; + sin xol = sin X.
Alkalmazzuk az
=X

. '
x! Y

= u'x +u

helyettesitést., Igy az
u’x + u = f(u),
illetve az

+ o ftu) - u
X s

u

szepardlhaté differencidlegyenletet kapjuk.

y(x) = x 1n [cx

u=4L u’ = =, u = 1ln|x|+ k.

Légyen k = In ¢. Ezzel

¥ = Inlc xI.»

X
X+ 2y ef = ¢ ’ c > 0.

x x <
A (1 + 2e¥)dx + 2¢¥ (1 - -}-;-)dy = 0.
differencidlegyenlet 0-ad fokd homogén.
v = % helyettesitéssel, dx ='v dy + y dv,
(1 + 2e¥)(Vdy + v dv) + 2e¥ (1 =-¥V)dy = 0
dy , 1.+ ZeH a
¥ S+ 2eV 4
Injyj+ 1In (Y + 2ev) = 1lh ¢,

v = 0, vy a fliggetlen vdltozd.

amely a V= z
alakja. b4

4x = x2 - y2.

Elsd megoldds:

helyettesités utdn a megoldds

implicit



x2+Y2

‘Az y! = TXY 7 oy({4)y =0 kezdetidrtdk feladatbhdl
az u = & helyettesitéssel az 4j kezdetiérték fel-
adat: X ‘
11 = u2
L . =
ut = % 55 : u(4)=0. Szétvilasztva

u x
f 2u2 du = f %dy, azaz
01 -u 4

-

-1n(1—u2}=1n§;

f
Lok
-—

i
»
e
"
LA L

x2-y2=4x

Mdsodik megoldds: a helyettes{tés utdn

f§_2u' =f% dx .

2
1 ~u
-1 -u®) vk =1nx; ke m kK = 1n ¢,
c c'x2.
= X3 ——g— = Y
[1 -~ [x% - yzl
. 2 2
Mivel y(4) = 0, ezért x >y és ¢ = 4,
arc sin < -
[45]. cx = e X x> 0.

r ,
xdy—ydx-sz—yzdx=0, x>0

A differencidlegyenlet elséfokdan homogén. a
u = § helyettesitéssel, 'dy =¥ dx + x du

x'du—VT -l; dx = 0,

arc sinV¥ - Inj|x|= 1n ¢ k>0

arc sin % = ln {(cix|), ha x>0, akkor

C X = arc sin ‘35

46, y(x) = cx2 - x

47..y4=cx8—x4, c>0

48. y = x tg ((n cx).

49. 2 cy = c? x% 4 ¢,
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.d;‘i = f{A-—————1u N B1v
du A2u + B2v

differencidlegyenletet kapjuk.
p) =1 = 4x _ . .3,

)

X =0

linedris egyenletrendszerbsl (xo, yo) = (0,1).
Az
X =u
y=v +1
transzforméciéval
av _ (Zu - v)2
du u i

Y 5
23
helyettesitéssel
z' u+z= (2 - z)2
ezért ‘

du

(z - 4} (z - 1) f
Innen
1 z - 4 _ ; _ 3 kk
3ln—5=1Inkfy c=%" és u~>0, akkor
z - 4 _ 3
=T = cu.

Visszahglyettesitéssel

y - 1 = 4x _ 3
T X c X",
[55]. a) aet [A.. 81] = 0 esetén,
A, B
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A B, .
= El = El létezik, akkor a differencidlegyenlet
2 2 -
«C, - C
i 2 1
y' = fla - )
Azx + Bzy + C2

alakd lesz, a sz&dmldld és nevezd Ayx + By + Cz—vel
valdé osztdsa utdn.

-Ha £ = Kz = ﬁg létezik, akkor differencidlegyenlet
1 1
"=f( 1 )
Y ¢, - C
_8 2
B e X+ By +C

alakui lesz, a szdmlilé és a nevezd A1x + B1y + Cq-

gyel vald osztdsa utdn.
Mindkét esetben az 53. példdban megismert tipusra ve-
zettllk vissza a differencidlegyenletet,

b) x + 2y + 1n (x +y=2) =¢
[1 1 = 0.

X + V 1-

AZ T 2y —3 fel;datbél az
u=x+y_1' u’=1;i-y'

helyettesitéssel az
u - 1
2u - 1

szepardlhaté differencidlegyenletet nyerjiik. Ha
u - 1>0, akkor

2u + ln(u - 1) = %X + ¢ az

u’ =

u=2x+y -1 helyen az eredeti differencidlegyenlet
megolddsa.
56 x +y +21In(2 - x-y) =cx +y<2.

o X+ v
Az ¥ TIEXTT Y =4
helyettésitéssel adsédd .

- 2u - 4
Ju - 4

egyenlet szepardlhatd.
G7) 4y - x - 3)(y + 2x -~ 3)2% = c.

dlfferenciélegyenletben u.=x+ Yy

ul
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Az y' = %%—E—%%—;—% differencidlegyenlethdl
2 -slgéo, és a 2x - 5y + 3 =
12 4 2x + 4y - 6 = 0
linedris egyenletrendszer egyértelmi (xo, yo} = (1, 1)
megolddsdval
X =u+ 1
y =v+ 1
a helyettesités. Ez a
dv _ 2u - 5v

du 2u + 4v '

homogén differencidlegyenletre vezet. Ezt szepardlhatéra
visszavezetve a fenti megolddst kapjuk.

ln [4y2 +ix = 1)2]+'arc tg-}-{-gg—-T=c :
u + 1
= v a helyettesités.

Y
x+2y+ln(x+y—2)=¢;
u

= X + y a helyettesités,

X

ln (tly2 + (x - 1)2)+ arc tg—2-L1- = c

x—-
u = Xy a helyettesités.
x=cyexy; c> 0.
u = Xy a . helyettesités.
y = 4x + 2 ~4x
y-4x—2 ce
%¥ = {y - 4x)2-hez a javasolt helyettesités
v = y - 4x,
Ekkor
dy = 4dx + dv,
ahonnan
4 ax + dv = v° dx, ax - —3— = o,
- v - 4
Ezért
v 2 v + 2 _ =
X+ In T2 " %1 1n T3 " Inc - 4x ; 1n c=C,y
v + 2 4ix - 4dx + 2 -4x
v =3 c e és 1gy Y = ix =2 c e

80



5. Linedris és linearisra visszavezethetd
differencidlegyenletek

yi{xy = ¢ e5x-

A differencidlegyenlet szepardlhatd is.

.[95 =.[5dx, lnjy|= 5x + k, y =c¢ esx, c = i ek, k € R.
3
p - X
3
64, y(x) = c e .
65. y(x) = co: < -
66, yvix) = c(x - 2).

67]. vi(x) =x2(c+x—%). c € R.

y' o= %y' a homogén differencddlegyenlet; ez szepardlhatd.
dy _ dx

J%-12%.

ahonnan, ha x>0 és y>0,

Iny=21Inx+1lnc=1nc xz, c>0.

Tehdt az dltaldnos megold4s:
yi{x) = ¢ xz.
Keressilik az inhomogén egvenlet megolddsdt!

Y {x} = c(x)x2 alakban, (az 4llanddé varidldsdval).
p .

yr (x) =c¢’ (x) x% + 2c(x)x.

P
Az y' = % ¥y + x2 + 1 inhomogén differencidlegyenletbe
behelyettesitve:
2 2

c(x) x° + x2 + 1,

ELN

cf({x) x° + 2 c(x)x =
&sszevonids utdn:

c’(x) =1 + — ,

innen

c(x) = x ~
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68.

70.
71.

72.

82

Ezért

Yi {x) = (-%)xz = x3 - X.
p
Tehdt .
ypix} = yylx) + yIp(X) = xz(c + X - %}.
yi(x) = —% + % xs.
x .
vy = (x-2)° + c(x - 2).
Az egyenletet dtrendezve
y'=x12y+2(x—2)2, x # 2.
Innen
ax _[8x
y{x) = & X=2(o p 2(x - 2)% &Y *7? gy =

= (x - 2)(c + (x - 2)%).

yix) = ce ® +
_1,.3 2 . ’
y(x) = 5(x” + 6x" - 4x Iln x + cx), x # 0.
yix) =ce® %(sin_x - cos x)
1
2
yix) = % < + c %3 X .
. 3x2 - 2 . .
Az Yy = =—x—Y homogén differencidlegyenlet &lta-
X

ldnos megolddsdt az
_ 2
f% =f3h""‘“‘3 2 ax

egyenletbdl kapjuk: 1n|y|= 3 1n|x]|+ —% + k.,
X

tgy példdul, ha x>0 é&s y>0, akkor

3 %2
y = ¢ x e , c>0.

A ¢ 4llandd varidldsdval az inhomogén differencidlegyen-
let part;kuléris megolddsdt



1
' 3 %%
Yq {x) = c{x)x"e

p

alakban keressilk: Ekkor
1 1 1

-1 -
v (x) = el xx>e* 4 cix) Bx? &+ x° -—% S
P X

és az inhomogén differencidlegyenletbdl helyettesités
utdn:

—
2
c'(x)x3ex = 1. ’
?_;5 1 .3
Ebbél cix) = Ee‘ és yI (x) = 3 x~.
' P
1
3 ;5 1.3
Az &dltaldnos megoldds: yI(x} = cx” e + 5 X .

c€R, ha az x>0, y<0, 1ill. a tobbi esetet is fi-
gyélembe vessziik. .

28 lny = ln2 y +2c. y>0.

Az egyenletet Atrendezve

ax | __1 < =
dy y Iny y '
Innen

i/;Iéx 1 '%
xI(y) e ¥YHIY {c + § e YIIY dy) ,

x () = gy e Yy,

azaz

_ 1
X = 3 3 (c +

yix) = 201 + x%) + (1 + x%)(x - 2).

lnzy).

[°F N1 B

Az egyenletet &dtrendezve
Y'=—-—2i—2y+1+x2_.
1 + x

A kezdetiérték feladat megolddsa:

83



94,

c+sin x
y = e X

a) A Bernoulli-féle differencidlegyenlets

‘I'Id

98.

99,

ac]

88

u’ + (h + 2p y1)u_§'f_p_u2. »
.Y 1. = -1
P y(x) = - o+ g —xTmx ¢ Y4 x *
3% + p(x) u= gq(x) a linedris differencidlegyenlet,

- = - ! = .—d_r_l. .d_z .
u = hiy); u ax
1.

0o

Példdul: vy'cos y + X sin y

6. Egzakt differencidlegyenietek — Integralé tényezé

gix,y}) = e¥ és hix,y) = x e
: 39 dh - . y

Mivel 35 = 7;—,,létez1k olyan F({x,y) valds kétvdltozds

fliggvény, amel -

¥

- 2y .

re

b

OF
ax

Vonalintegrdldssal,

F

=g és - -%}— = x ef - 2y,

L

% y
Fix,y) = [ g(x,0)dx +‘{ h(x,y) . dy =
0

X
= j' dx + Jy x ef - 2y = X + X ey - x - 2y .
0 0

Tehdt

Yy _ 2y = ¢ a megoldds.
A mdsik megolddsi médszer a 100. feladat megoldésdban
l4thaté.

TR S

Fix,y) = X e

(x -~ Niny? + 1) = ¢
C

x2 + 1

Vo=
-



101.
102,

—

fo3

104,

Vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

gix,y) = 2xy, hix,y) = 1 + x2.
0g _ ox = Oh 4 . s«
3y X = 3%’ tehdt a differencidlegyenlet egzakt,
ar . oOF 2
H —— = 2 —_— = .
azaz 3% Xy és Y i+ x
Ezért

Fix,y) = [2 xy dx + y(y) = X%y + @iy}

alaki. Innen

O _ 2 _dp _ BF _ 2 .
3y - X7 o+ &  Tay 1 + x7, amelybél
d _ =

—é% = 1, tehdt ¢(y) =y + k.

Tehdt

Fix,y) = xy +y + K,

{gy a megolddsra

xy+y+k1=k ’ k k2€lR. Ak2—k = ¢ jels-

2 1! 1
léssel
xzy +y = ¢, amelybdl y = —53——— .

x  + 1

(A differencidlegyenlet szepardlhatd is,)
™Y = ¢,
Xy sinx +y = c.
2x + e ¥ - y2 = Cc,

Irjuk fel a differencidlegyenletet a kdvetkezd alakban:

2+y eax + (x ¥ - 2y)dy = 0.

J%% = %Y Xy ™Y = —g%, tehdt a differencidlegyenlet
egzakt.

X sin y - y cos X = C

Vezessiik be a kdvetkezd jelBléseket:

g(x,y) = sin y + y sin X; h{x,y) = x cos y - cos X.
A differencidlegyenlet egzakt, mert
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-106.

107.

90

g _ . . 0h
5% = COos y + sin x = —— .
X y '
Fix,y) = [ glxy)ax + [ nlx,yddy,  (x_,y,) = (0,0).
*o - Yo :
Ezért
x
F(x,y) = [ 0 dx + jy (x cos ¥y ~ cos x)dy =
9 0

=X 8iny -y cos x =¢

A glx,y) = y2(x - 3y} és hix,y) =1 - 3xy2 jeldléssel,

%;% # é;%, ezért a differencidlegyenlet nem egzakt.

Mivel
dh s 2 2
3% " 7;%_—-3y - 2y(x - 3y) + 3y _ 2
= o !
d y2(x - 3y) Y

azaz csak az y vdltozdétdl filgg, ezért létezik y-tél
fiiggd multiplikétor: .

= y = —
V(y) = e 4 =5 .

A 9Y(y)-nal beszorzott

(x - 3y)dx + (-% - 3x)dy = 0
Y
differencidlegyenlet mir egzakt és

Fix,y) = 55 - 3xy - % = ¢ a megoldés.
x2 2% = ¢c; Viy) = -5 -
¥y

sin x + ¢ X sin y = ¢ plx)y = e,

= = = = 1 -
y=c¢cx, pilx)-= ;7 és u(x,y) X integrdls té
nyezék. Mindkettd kiolvashaté az tdtmutatéd d) részébsl.

) 1f%dx 1

al=val jp(x) = e = =5 .

X



109. y3 = %' viy) = y2 az integrdlsé tényezb.
s :

110. y2=ln[c x!, v {y) = e ¥

3.3
111, x%y? - 257 = o, R = xy

2 2
D y=ce +3 px) = e

= C =1
@ Yy = 3 1 \,?(y) = ¥ 1
D v - - sy Rly) = - =
x“ y

115, + 1nx? « v%) + v = 1.

2

1
arc sin (xy) + ln x = 0, p(x,y) = —————
' xyt - x2 2
integrdldé tényezd, amelyet az xzy’ + Xy +V1 - x2y2 =0

differencidlegyenlet tagjaibdl sejtettilink meg.
[xyj<1; x> 0.
2

2
4+ L y_.1
7tz rarc gy

117.
@18 Flx,y) = -fg(x) ax +-[ET%T dy = ¢ .

- gx)ax + ﬁdy:@ forméban egzakt differencidlegyenlet.

A (g(x)y - £(x))dx + dy = 0 differencidlegyenletnek
Rpix) = efg{x)dx integrdlé tényezdje.

1 :
. a) pix,y) = e G 2% integrdlsd tényezd.
P, (XTa; y

b) d)-%=ln(x)—y+c.

{y - xyz}dx + [(x + x2y2)'dy = 0 A4talak{tdsa in-
tegrdlé tényezd tdbldzaténak felhaszndlédsidhoz,
(Ldsd 7. sor.)
Y———————XdX+ZXd =;1c-dx- 1 dy.
(xy)
Mindkét cldalt integrdlva
1 = -
- P In x y + C.
R ) A
B8 Xy + 2(x) = c.
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Az (xy + y4)dx + (x2 ~ xy3)dy =0

differencidlegyenlet dtalakitédsai:
3

y dx + x dy + %— (y dx - x dy) = 0.

Az integrdltényezé kereséséhez haszndlt tdbla-

zatbdl
3
dxy) + - y? ady = o
az - a®) = 0 integ Sie —
L = integrdltényezdje .
X Yy x2y2

Differencidlegyenletiink:

5
d(xy) 1y Xy -
22t 22 ¥ 4§ = 0.
x“y©  x%y

A tdbldzatbdl az elsd tag:

d(—é); szamftdssal a 2. tag: a(-2(%)?).

7. Kezdetiérték feladatok — Kézelité megoldasok

C::) A linedris
r

122.

123,

92

y' = = gix)y + £(x) ; y(xo) =Y,

k.é.p. =g(x)y + f£{x) fliggvénye folytonos és a diffe-
rencidlegyenlet jobb oldaldnak y szerinti parcidlis
derivdltja is folytonos. Ezzel a Lipschitz-féle feltétel
és vele egylitt a megoldds létezése és egyértelmisége is
teljesiil.

Teljes megcldds van a folytonossdgi intervallumon.

Igen, mert az f£f(x,v) és az f;(x,y) fliggvények foly-

tonosak @ T tartomdnyon.

Nem, mert példdul az origd tetszdleges K kdrnyeze~
tében, van olyan P1(0,0}, P2(0,y), y#0 pontpdr,
amelyre :

Yy

1

y173

Lipschitz-féle hdnyados tetsz8legesen nagy szdmnil is
nagycbb lehet, ha vy elég kicsi.




124. Igen.
125. Ha ]yo[<:1, akkor a 124. példa szerint teljes megol-

dds van;
y{z) = sin (x - X  * arc sin yo),
- _ - r. -
Xy > arc sin y <X <x_ t 3 arc sin y_.
Yo = 1, vagy yoE - 1, egyensulyi helyzetek.

Az egyensilyi helyzetek nem egyértelmlien adottak,

mert amint azt az aldbbi 4dbrdn is lathatjuk, tetszd8lege-
sen rogzitett pontjukhoz taldlhatdé olvan ¢ 4llandd,
hogy a ¥ (x) = sin (x + c) megoldédssal folytathatdk.

b

125. feladat &brédja

Megfigyelhetjiik, hogy az (xo,T), illetve X -1)
xoe R pontoknak nincs olyan kérnyezete, amelyben az

fly) = V1 - y2 fiiggvény kielégitené a Lipschitz-féle
feltételt.

126. Ha O<:x<:%, akkor a differencidlegyenlet folytonos
- T

egylitthatés inhomogén linedris, tehdt minden 0<’x0< 5

esetén van teljes megolddsa

y{x) = ¢ sin x - 2; 0<x<12t.

Ha x # 0, akkor a y1(x) = ¢ sin x - 2, 0<:x<:§,
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illetve a (x} = ¢ sinx - 2, - -ﬂ:<x<0, CcER,
Y2 2

fiiggvények teljes megolddsok. Mivel minden megoldds-
filggvény x = 0 esetén is értelmezett és értéke -2,
tehdt az

vy tgx -y = 2 y(0) = -2,

kezdetiérték feladatnak végtelen sok megolddsa van,
azaz az-

y{x) = ¢ sin x - 2, cER, —‘%<x<%,

fliggvények bdrmelyike megoldés. A P(O,yo), Yo #F =2
pontokon &t nem halad megolddsgdrbe.

yi

126. feladat &bréja
1

- 3 3
@ a) y{x) = (x - ¢}7, C=-xo+yo K ha yo#o.
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b) vy(x) =0 egyensilyi helyzet, megold4s, ha Y= 0.

Az (x, 0) pontokon &t még lok&lisan egyértelmd meg~-
oldds sem halad, -

yix) = (% + 1)2, x> -2, Lokdlisan egyértelmd megoldés.

Y 4 X

J - du=f at

i® 0
V-

129, y(x) = x° :

L}
]

[ STES
\
o
S
\Y)
|
[ (%]

Igen, az y(x) 2 0 egyensilyi helyzet, A differencidl-
egyenlet szétvdlaszthatd vdltozdjd és az Bsszes tSbbi
megoldds

X
yix) = + e®c ’ c> 0, alaki.

A differencidlegyenlet szétvdlaszthatd vdltozéju és
teljes megolddsa '

2

N,N

y(x) = e ; =L <L o)

A Picard-féle médszer illusztrdldsa miatt szukcessziv
approximdcidval is megeldjuk a feladatot.

Az f(x,y} = xy és az f;f(x,y) = x folytcnos fiiggvé-
nyek az %Rz tartomdnyon, tehdt a Cauchy-Lipschitz-fé-

le egzisztencia. és unicitdstétel szerint minden kezde-
tiérték esetén létezik teljes mecold4s. Jelenleg

{x,,¥5) = (0,1), tehdt a kdzelitd fliggvények a k&vetkezbk:

Polxt =1,
X x2
P10 =1+ [ rae=14+%,
0
X 2 2 4
t % X
‘fz(x)-1+0[t(1+—2)dt—1+—5+-74-
x2  xt o x°
‘P3(x) = 1 + R Ty Sy v i,
Teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy
2 2
_ X 1 ,x2 2 1 ,x°.n
PLlx) =1+ Ry ) R P T
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oo X
lim ¢ (x) Z -1—2—-](=e2 = y(x)
Nn— oo k=0
5 k (In )% -1nx 1
132, y(X) = Z (—1) -———k—l-— = € = ')‘{‘, Xx>0.
k=0 '

33 v~ g, = 1 v x v ke 2 Ko Bp K

Az egzisztencia és unicitds teljesiil, mert

2 2

fix,y) = x~ + ¥y és f;(x,y) = 2y
folytonos fiiggvények.
fo(x) =1
X b4 2
Pix) = 1+ 0[ £ (x, floo(x))dx =1 +0f (x“ + 1)dx =
=1+ x + %—.
X 32
2 X
?z(x) = 1 + g' x° + (1 + x + —§) dx
?n_1(x) nem részletdsszege ?n(x)-nek.
134.y{x)=1+x+%x2+...
2 .3/2 1 4 4 13/2 1 9
135. y({x} = 3 t g Xt o3Eg *oamg Xy e
136. y(x) = % - 1.
2 3

X X
GD vix) 1w A

Keressiik a megoldédst

yix} = E: Sy xk; yi{x) = z: c k e
k=0 k=1

oo

= Z c“1(t+ 1}xﬁ'
k=0
alakban, =—-oe<x <o,
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D S DR
X X _ 1,
e = -ET“ z: ai X H

k=0 : i=0
=—, ha i pa
ai =37 a 1 paros,
a; = 0, ha i pératlan.

A hatvénysorckat a differencidlegyenletbe helyettesitve,
Cauchy-féle. szorzdst végziink, majd egyilitthatd &sszeha-
sonlitdst a kdvetkezd azonossdgbdl:

- L
L Z L

Craqlle Dx s = (k=0 % Spop) ¥
c, =a_c
2c2 = aO c1 + a100
3c3 = ao c2 + a1c1 + azco,
A c, = 1 kezdeti feltételbdl kdvetkezik, hogy
c, = ac_ =1

1 o ©
c., = 1 ac, = 1

272 %71 " 2
c, = l(a c, + a,c ) = 1

3 377072 270 3!

2
_ (x - 1) (x - 1)3
(&) vy =1 + 3 T .

Yo =1 e 2 etk - D5 oy = (x - 1) o+ (y - 1?2
k=1 K
dtalakitdssal kezeljik a differencidlegyenletet,

A II, Tétel jelSléseit haszndljuk.

2
_ Y X
f(X,y) - 10(1 — x) + ‘TE N
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140, y(x) =1 + 2(x - 1) +

98

+ =1 es g=2(1-e % <o,

M T Y770 " F 3

A kezdetiérték feladat dtrendezése utdn egylitthatd
Osszehasonlitdst végziink., a

1001 - x)y’ =y + x2 - x°

differencidlegyenletbe

facd

k-1
y(x) = Z Cka, y'(x) = Z k ¢, x
k=0 k=1

behelyettesitésével a

0 ) ckkxk'1 - 10 2 ckkxk=
XK= 1 k=1

s x-x +c + E: c, xX
o k=1 k

azonossdgbél felirhatjuk, hogy

10 ¢, = S,
10 c, 2 - 10 cy = Cy
10 Cy 3 - 10 c22 =1 + =
10 Cy 4 - 10 c33 = -1+ €y
10 cn+1(n + 1) - 10 c,n=c., nz3.

Ebb6l a kdvetkezd rekurziv formuldt kapjuk:

_ 10 n + 1 _
Che1 T T0m@m * 17 Cn !

amellyel yix) kozelithetd az |x|< 0,5 intervallumon.

%T {x - 1)2; {0<x<2),



141

yix) = c &f - x? - 2x - 2. c = (2+ Yo)-
Az n
yvix) = c, * CiX + o +Cp X'+ ...

figgvényt behelyettesitve

r — - - —-— -—
Y X Y (C1 CO) + (202 c1)x +
2
+ (3 Cy - 02 - T)x™ + ...
{(nc_ -c )xn_1 * = 0
n n—-1 e .
Innen
c_ = 1 C P ha nz=4, illetve
n n n-1
1 oD
Cn = ET(Z + yo) nz3, (=< < + ).
yi{x) = Cy * OyX + ot cnxn + o
behelyettesitése utdn
c =R=-2, nz 2, illetve
n n-1 .
fo] =__2_______ i
n n(n - 1) °* gy
N 2 n
y(x) =y (1 - x} + Zm_—”x.

n=2

Hényadoskritériﬁmmal bizonyithatdé, hogy |x!l<1
vergenciatartomdny.

8. Kiilénbozd tipust elsérendii differencidlegyenletek

y{x) = X tg(c - 1n x ). x>0 .

A differencidlegyenlet homogén 2. -fokd.

u = % helyettesitéssel, az

f—dil—-—-fdx+ integrél letbdl
2 = — * ¢, integrdlegyenle

u = tg{c - 1n x ).

a kon-

Xe)
G



145.

146,

148.

149.

151.

154.

155.

100

2 2 2
yi{x) = c:x2ex -1 Xex>l:C>0
egvenlet dltal adott (értelmezési tartoménnyal}

A differencidlegyenlet szepardlhatd.
3 2 2

cy” -y +x" =0
2 ln(tgly - x) - 1) = In(tg2(y - x) + 1) - 2y = c.
yix) = - % ln(ce-zx - %ex). c>0, x<:§ 1n 5 C.

Préb&dljuk az = 7% helyettesitést!

u
y(x) = ce3x - %x -

wito

y (%) % + %

A differencidlegyenlet linedris és y’ = f(%) tipustd
is,
Xy + % x2 + lnixl:

A differencidlegyenlet integrdld tényezdije
1

u{x) "
2 —x2
(x" - 1) + c e .

yix)
y (x)

1
1/ 2+ Dinx? + 1)+ cx? + 1) -1]°.

Az (1 + x2) fﬁggvénnyél vald osztds utdn a differen-
cidlegyenlet Bernoulli tipusd, n = 3 é&s igy

z = y—2 helyettesitéssel

dz _ _2x __ _ _ _2x> _

dx 1 + x2 1T + x2 ’

Innen

y_2 =z = - (x2 + 1)1n{x2 + 1) + c(x2 + 1) - 1.
- ;% =lnx -y +c _

Az integrdld tényezd nlx,y) = ! 5 .

(xy)
x4 + 2x2y2 = 3. J"'
y(x) =1+ 20x -9+ 20x - D2+ 1 - 1)3
e | L T
aminek véges részletdsszegével kozellthetjuk a megol-
?isi<2.



156.

157.

X = e

12X

Y.

a) 2 tg(% X +y) + 1 =V§-tg(V§x + %).

=% _5
b) y(x) = =5 = 3 x.
y - Iln(x +y + 2) = - 1n 2.

(y -x+ D%y +x - 1> = 0.

(i)

(ii)

(iii)

(1)

(ii)

(iii)

(xo,yo) = (-2, 1), 1illetve (-2, -1) pontmegoldd-

sok. 2
Bz y'({(2y + xy) = (y~ - 1) differencidlegyenlet~-

nek y(x) + 1 megolddsai egyensilyi helyzetek.
A %% (y2 - 1) = y(2 + x) differencidlegyenletnek
x{y) = -2 egyensilyi helyzete. g

-1
! =
yi{2 + x)
differencidlegyenletbdl az Vy2 -1=c(2 + %) hiper-

boladarabok a megolddsgtrbék.
Ha lyo[< 1 és Yo # 0, akkor az\/1 -y = {2 + x)
ellipszisdarabok a megolddsgbrbék. Ldsd a 160. &b-

rdt, ahonnan a geometriai értelemben vett megol-
ddsgbrbék is ldthatdk.

A 2{x - 1)y + 1)dx + x(2 -~ x})dy = 0 differencidl-

Ha iyo|>-1 és X # -2, akkor az y

egyenletnek (xo,yo) = (0, -1}, illetve (2, -1)
pontmegolddsai.
Az y’'(x(2 - x) 2(1 - x){y + 1) differencidl-

mn

egyenletnek y(x}
A %% 2{x - 1}{y + 1) = x(x - 2) differencidl-
egyenletnek x(y)=0; illetve =x(y) =-2 az
egyensilyl helyzeteik ,

Ha X F0és X # -2 és Yo # -1, akkor

y! = 2(;(; f)i¥ 1) differencidlegyenlet egyér-

-1 egyensidlyi helyzete.

telmlien megoldhatd és a geometria értelemben adott
megolddsgbrbék a 161. dbrédn léthatdk.

101



elexqe 3epeTa3

L9l ¥ efpagqy 3epei=3F 09l ¥

T)

)

X (0'0)

0'z)
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9. Elsérendil differencialegyenletek alkalmazasa —

Ortogonalis trajektoriak

2
162.y'=l__:_2..}.(__1_; X—x2y=cy
163, y’ = %E ; v{3) = i; yi{x) = 3V§' a megoldéds.
164, x> + y> = c.  c>0. '
A 165. &brdn l4thaté, hogy PO = PN &és PT PN. :
y' = tg p= ctgws= ; a gbrbesereg differencidlegyenlete.
]
Y
NP
04 ) ‘w
X

A 165, feladat dbraja
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3

¥y~ = CcX.
3{mes QAP) = mes OPB,
azaz
X X X
3fydx5xy—fydx; 4 [y dx = xy.
1] 0 ¢]
Differencidlunk X szerint:

dy = y + xy’.

A kapott differencidlegyenlet szepardlhaté és megoldéasa

3
Y = CX, illetve cy = x3.

4 y
8 P(x.y)
y B P(x.y)
0 A : 0 A X
A 166. feladat &brdja.

167. x = y 1n(§)2.

P(x,y)

A 167. feladat 4brdja.

104



2 2
168. 2cy = c2 - x2; Xy = ¢, X +y - ¢Xx

169. y2 = - 2x2 In cx

It
[
.

C::) y2-— x2 = ¢, a merdlegesen metsz§ hiperbolasereg.
Az Xy = ¢ differencidlegyenlete xy' + y = 0, Az
ortogondlis trajektdériasereg differencidlegyenlete:

1
-X ;T +y = 0.

C::) x2 + y2 - 2ky = 0
Az x2 + y2 - 2¢cx = 0 azonossdgot differencidlva

2x + 2y.y’ - 2¢ =0,

2 2

c = E——%Ex—, x # 0 behelyettesitésével

= —— Yy
o 2. L !

X _

A differencidlegyenlet 0O-ad fokd homogén, az u = i
helyettesitéssel:

b4

X
T—:Cx
¥

7 * ]
b4
adédik és rendezéssel a fenti megold4s.
B 5
172. x szerint differencidlva az %— + %:X = 1 azonossdgot
- ! -

2% 2 ¥ o g, o=2X 0 g

c cC - X X+ yy

(x +y y"){y'x = y) - Xy’ =0
a gbrbesereg differencidlegyenlete. Ha y’ helyébe

- %T -t tesszilkk, ugyanezt a differenciélégyenletet

kapjuk.

C::) r = ¢{l - cos ¢).

Legyen x = r cos #, Y =1rsing és r a @ szerinti
derivdlt, ekkor
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. - sin ¢ + COs ¢
v = y _r sin @+ r cos ¢ _
% r cos ¢ -~ r sing

cos ¢ - sin ¢

iR Ll Lol

ezért az ortogondlis trajektdriasereg differencidlegyen-

letét,
- L sin @+ cos ¢
1 _ ¥ COS ¢ - ¥ sin ¢ _ r
- —F = - - ¥ . o
Y ¥ sin ¢+ r cos¢ = = cos ¢ - sing
T

igy kapjuk, hogy % helyére annak negativ reciprokéat
irjuk,
A gbrbesereg differencidlegyenlete:

r___sing |
r 1+ cdos ¢ '
a trajektdériaseregé:
r_1+cosgyg
r sin ¢ '
Innen ”
1 + cus cos —3
ln r =J[—————iﬁ1it—— ag =J[—f————d¢ = 2 ln(sin £)+1n c
1[ 2 sinjl 2
1 - 3 ¢ 2

2

r = ¢ sin =C{1 —cosy); C= %

¥
2
174, zx“ + vy = k.

175. y° = = 2x +

176. x ¥ 2 = ce

177, x° + y2 -8 1n |x|= c.
178, ¥y = c{x - a) + b,

179. xy c{x2 + y2)2. {

r:2 = ke_zkp m k>0

A kdrsereg differencidlegyenlete: =x + yy’ = 0.
A 450-0s trajektdriaseregét ebbdl dgy nyerijiik, hogy

' o ' .
y - tg 45 . I ,1 -t helyettesitjik y’ helyébe.
1+y’tg 45 b

igy
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183,

184.

186.

187.

’ -
X +y %T———%— =0

a trajektdéridk egyenlete. u = E helyettesitéssel:

(u? + 1)dx + x(u + 1)du = 0,
Q% + —%—t—l du = 0.
u” + 1
Innen
In x + % 1ln (u2 + 1) + .arctg u = 1ln k,

in x2(1 + u2) = 1In k -~ 2 arctg u, azaz

- b _

%2 + y2 = ke~2 arctg X, 1irjuk &t polédrkoordindtés
alakbal
t = 71'314 S.
%% = - x (T - 25); T(0) = 100,

T(20) = 60,

T{t} = 30.
Aln (T - 25) - 1In 75 =, - Xt megolddsbdl a két utdb-

bi feltételt felhaszndlva x = 0,038, +t = 71.314 s.
t = 39.6; T = 70,5 °C.

%% +# kT = 0, i1l. T =ce *%. Ha T = 100, akkor
t =0, 1igy ¢ =.100, Ha t = 20, akkor T = 50, te-

o 50 _ -
hdt k = >0 In T00 - 0.035. A T(t) 25, azaz a
25 = 100 ¢"0-035 ¢t
egyenletb81 t = 39,6 min., T(10) = 70.5 °c,
t = 15,4 min; T = 79,5 °C.
T=-30°%.

In 2
- === (t-t )
N(E) = me 7600 o',
an “ME=t)
aT - AN; N =me és ha példdul 1600 év
O

o .

p e] ” s _ln 2 _
milva — tomegiink van, akkor X o= Tecoor mert t_ = 0.
N_ ~ 7062,

(o)

N(t) = 694 &0r366 t, N, ~ 694,
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189,

191.

193.
108

79 év.
2 No dN 50
J ®ox T a; 50k = 1In 2
N N b
o]
3N
t
dN _ - in 3 _ 50 1In 3
S =k d[ at t o= S = s 79
C
N(t) = 50 e 0r033 B ¢ _ 93 4ra,

v =\/E%, k>0 az ardnyossdgi tényezd.

v 2
mygE < Mg - kv®; v{0) = 0.
Innen
v £
m d
_—-_Yi= f dt'
0 mg-kv 0
azaz
1y/mg 1/.& -
3 % arth g v t.
Tehdt
:\/EE \/Eﬂ
vit) ” th = t
Im vwv{t) = E% .
t— o=
£ -t
vit) = - 118 e T + 128; x(t) = 472 e * + 128 ¢ - 472.
nV? = 2mg x - kx2 +mVC2) .

A rugder$ ardnyos a megnylldssal. (Hooke t&rvénye.)

fgy

dv dx _ . _
mogE - Mg - kx; - vV ; Y {0} —\>o .
Ezért

dv dx _ dv _ _
m-a-;(a?—mv&-mg kx.
my’2=2mgx—kx2+c.

8

v(2) = 20 e—180 in 20



2.08 kg

A t.percben a tartdlyban lev§ séménnyiség y a 100 + t
liter vizben., 2 1 vizzel eltédvozott sémennyiség

y R A
100 + t
Ezért
%% =-2 foo'yT o y(0) = 7,5
195, y(t) = - 99 ¢ 0703 £, 400,
t = 0.338 s.

t=2OS.

y{20) = 48 kg.
A t idépillanatbeli kdbtartalom: V
t értéke, ha V = 50, 20 s.

10 + 2 t.

40t + 4t2 + ¢

y - - ___2 _ =
3t Tz Yt 4, ahonnan y(t) T0 + 3%
y(20) = 48,
197, i{(t) = ce 20t + 1|
10
[198.) t = =20 1n 100 ~ 0.92 (s)
: 150 *
Az L %% + Ri = u differencidlegyenlet megolddsa utdn
t = -2 1n(U - Ri) + c.
Az i(0) = 0 kezdeti feltételbSl ¢ = % ln U,
Tehdt a folyamatra vonatkozdé szabdlyt a
=L .
t=f Ing-=ss
fejezi ki. Mivel i maximuma i = %, és a feladat felté-~
tele szerint i = 0.99 %, ezért a keresett idé:
_ L _ 30
t = Rln 100 = 155 In 100.
R
a Tt
i{t) = —2—2——2-(kL e + R sin kt - kL cos kt)
kL™ + R
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200.

201.

110

A homogén differencidlegyenlet megoldésa:
1H(t) = ce .

Az inhomogén partikuldris megolddsét

P
iI ({t) = A sin kt + B cos kt, = 2%, alakban keres-~
P
hetjiik. Behelyettes{tés utdn
aR ékL'-
A= oo ; B = = —meai
k2L2 + R2 k2L2 + R2
. . _akL
Az 1i(0) = 0 kezdeti feltételbdl € = 573 .
. k'L + R
. _ 609 =20t 30 . _ 3
i{t) = 707 © *+ Jp7 Sin 2t 167 ©°s 2t.
-t
g =cU(t - e CR) .
A t iddpillanatban a kondenzator tdltése g, az
i = 99
dramerfsség i = It -
Vv =0U- g. Ohm tbrvénye szerint i = %, azaz
aq V-3
aq - < =
3t R’ q(0) 0
ahonnan



MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

10. Hianyos differencialegyenletek

2X

IZO2J yi{x} = 22 - 21n(1 - ¢, ™7} + C,

203

1
A 2y'’ - {y,)Z + 4 = 0 egyenletb8l y' = u helyette-
sitéssel a

2u’ - u2 + 4 =0

egyenlet addédik. Innen

2 -
J[—i———— du —jrdx '
u - 4

azaz )
2(1 + cy ezx) 2c1 e<*

u=y' = = 2(1 + ——-—————-—9

7 - e2x . 1 - ¢ e2x

<, 1
Ezért
2x

y{x} = 2x - 2 In(1 - <, e 7y + C,e
yi{x} = arc sin(c2 ex) *cy.

AZ yl’f = (y')3 + yl
egyenletbdl

v’ {x) = uly(x)) helyettesitéssel

du 3
v u=u" + u; u # 0,

arctg u = y + k1,

azaz

u=y’' = tgly + k1).

Szepardldssal és integrdlédssal,

In sin ({y + k1} = X + k2

sin{y + k1) = c2ex

y = arc sin(c2 e*) + <4



y2 = c, sh(2x + cz).

Az
2 2
yy'' s ¥y =y
egyenletbdl, y" = uly) helyettesitéssel az

du 2 _ 2
Yua'i;*u =Yy

egyenlet adddik.
Az y integrdld tényezbvel szorozva,

u y2 du + uzydy = y3 dy:
ennek megolddsa:

22y = yh e kP,

Innen

ﬁu-"ﬁy" +kr

V2 arsh I 2x + c\Z.

|
[E3

n
|+

igy
2

= sh(+Yy2x + ¢),

y© = ¢y sh (VEX + c2).

[205] ¥e?¥ - 1 = + tgx.
Az y'! = ezy; Y = u =
egyenletbdl
2u du = 2 e2y dy. Innen

u2 = e2y + k

a kezdeti feltételekkel
0=1+k és k = -t

[=
|
w3
1]

* e?¥ - 1,

amely az e2y = z helyettesitéssel



[N

o

dz

—_— = + dx%

ZZVz -1

arctgyz - 1 = + x + ¢

arctg Vezy - 1=+ x, c =0

azaz

Vezy - 1=+ tg x.

Ha nem a kezdeti feltételeknek megfeleld megolddst ke-
ressiik, vagyis, ha példdul a k integrédcids konstans

pozitiv; k = Az, akkor a megoldds méds fliggvényekbdl
4ll, ugyanis a

dz

————— =+ dx
2z¥z + a2
integrédlegyenletbdl

2
ﬁln-@zix-}c
Vz + A2 + A ’

2 \F Y Cy x
—— arth { T tg E) + 02, ha IC.!I< 1 és

- ¢ 1
Vi - < 7= ¢,
|xl< 2 arctg

1 + c1

1+ c, %
T—_—é—tg5)+c ha ]C1]<1 és

2'
1-c

|x|> 2 arc tg T 7 o H
2
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Ebben a példdban legyen

[ -

y' = plx) és y'’ =p'(x).

f%g = pzfsin x
jég iJ sin x dx
P
1
- — = - C0S X + C
P 1
_ = L 1
P ¥ €, = cos x
2 dt
2
1/‘ dy 1+t
Y - Cc, + COS X
1 1 +

Ha Ic1|< 1, akkor
1 - ¢
_ 2 1
y =————— arth{ T tg

2 1
1 c,I

illetve:
1 + cC
y = S arcth d/T———~l tg
- cC
1/ 2 1
1 - c1

aszerint, hogy

P Cq X
:'-—T-—(:—1tg-2-<1, ill. > 1;

azaz

1+ c1

]x|<2 arc tg m;

vagy

1 + c1
x| > 2 arc tg {/ ————
1 - c1

X
3)

+ C

2



Ha |c1]:>1, akkor az integrél:

Y=2[ at L2 &t
-c1+‘l-(c1+1)t2 '°1+1/ 1+12
1+ | t)
c1 -1

cy -
Ha c1 = 1, akkor
dt 1
y = ZJf ==+ c, = ctg + C
—2t2 t 2 2 2
és ha ¢, = -1, akkor

207. y2 = 2x2 + c,x + c,.
5 1 2
01 + 1 %
208, y{x) = ln (1 + ¢,x} - — + ¢c_ .
2 1 c 2
c4 1
209. y{x) = c1x2 t o, 4 {(x + 1}1n x.
- 1
210. y(x) = cy +c, arctg x + X
= 1
211, y(x) = e, tg(c1x + c2).
212, y(x) = lIn{cos(x - c1)) + c2.

X + C
i213.]y = k ch{——E——l) * Cyy ldncgérbe, Cqr €y € R.

(A differencidlegyenlet hidnyos mdsodrendd.)

A ky'' = ¥1 + y'2 differencidlegyenletb8l hidnyzik a
fligg8 vdltozd. A2 y!' = p és az y'’ = p’ helyettesi-
téssel

kp! = V1 + p2.



214.
215,
216.

217.
218.
219.

220,
221,
222,

223,

224,

225.

Innen
j[ dp

V1 + p2
és

p:sh.x_}i;__g

- 3fe

Visszatérve az eredeti vdltozdra adddik a keresett meg-
oldas.

11. Lineéris differencialegyenletek osztalyozésa — Allandé
egyiitthat6ja lineéris differencidlegyenletek

Mdsodrendl, implicit, linedris, inhomogén.
Harmadrendii, nem linedris az yy'’’ tag miatt.

Mésodrendill, explicit, homogén, linedris, 4llandd egylitt-
hatés.

Negyedrendd, explicit, linedris, inhomogén,
Mdsodrendl, nem linedris az (y')2 tag miatt.

Negyedrendid, nem linedris.
yx) = c1e"x + c2e2x az 4ltaldnos megoldds.
yix) = c, + cze7X az 4ltaldnos megoldas.
yi{x) = <y chvgk + cy sh Vgx.
y(x) = ¢y e~ 2% cos x + c, e~ 2% sin x az dltalénos
megoldds.
2
A X" + 4% + 5 =0 karakterisztikus egyenlet gySkei:
l1=—2+il '12=_2‘i-
A komplex
e(-2+i)x' e(—2—i)x,

fuggvények valds és képzetes része is megoldds.

yi{x) = c, e-2X *c, X e-2x
3+1é/59 . 3—¥29 N
vi(x) = c.e + c.e “ =

1 2



226,

227,

228,

229,

X
= e [k ch izgx + k, sh MZEXJ
1 2 2 2
- b4 2x 3x
yix) = c,8 + c,e + caet.
yix) = c1e—2x + 02e4x cos V2x + c3e4X sin ¥2x.
_ -2x -2x 2 =-2x 3 -2x
yvix) = c,e +c, toegxT e t CuxT e .
_ 2x 2x . -2X
yi(x) = c,e cos 2x + ¢ e sin 2x + cje +
+ C,X e-2x + c.e¥ + g%
4 5 6 *

A karakterisztikus egyenlet gydkei:

o= 2+2i, X\, =2-2i, XAy==~2, X\ =-2,

x = T, A= - 1.

a) Mivel a fliggvények megolddsai az explicit folytonos
egylitthatés y’'' + 4y = 0 differencidlegyenletnek,
és

W[sin 2x, cos 2x] = | sin 2x cos 2x = =2 £ 0
2 cos 2% -2 sin 2x

ezért linedrisan fiiggetlenek.

b) Ha a fiiggvényekr&l nem tudjuk, hogy folytonos
egylitthatés explicit homogén linedris differencidl-
egyenlet megolddsai, akkor a linedris fliggetlenség

¢, sin 2x + ¢, cos 2x = 0::>c1 =c, = 0
definicidjdval, illetve indirekt bizonyitdssal, a
fligglség feltételezésével bizonyitunk. Tegyiik fel,
hogy <, # 0, ekkor

€1
cos 2x = - — sin 2x,
€2

ellentmondédsra jutunk bdrmely intervallumon. Hason-
1dan bizonyithatunk a <, # 0 feltételezéssel.

(::) Nem. A filggvények lintdrisan fliggetlenek, mert a

3 3
c,x” + ¢, lx |= 0
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egyenlet ~ x» 0 esetén

és egylitt csak akkor igaz, ha

C

1

= =

2 0.

(az y'' - % y! = 0 differencidlegyenlet nem folytonos

egylitthatds.)

yix) = cy ¥ czezx - % e* sin x.
Az
y'’ - 2y’ = ¥ sin x
egyenlet
¥ -2x =0

karakterisztikus egyenletének gydkei:

X, = 0; X, = 2.
Ezért a homogén egyenlet &ltaldnos megolddsa

2x

yH(x) = Cy + Cye

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdt két mdd-

szerrel 1s keressiik:

I. Az &llanddk varidlédsdval:
1 e2x c; = 0
0 2e2X cé e® sin X
innen
1 - , B .

':—- =
<5 5 @ sin x, és igy ¢,
illetve

P> S y . - _
<4 02e =0, és 1igy c; =
Tehdt
yv. (®x) = ¢, + ¢ e2x S e* sin

Ip 1 2 2

1 -x, .
7° (sinx + cosx},

1 %, .
7° {sinx - cosx}.



II. A prébafiliggvénnyel:

Legyen

y. (x} = k,e* sin x + k,e* cos x.

i | 1 2
P

Ekkor,

y& {(x) = k1ex(sin X + cOos X) + kzex(cos Xx - sin x),
P

y; (x) = k1ex(sin X + cos x) + k1ex(cos X - sin x)+
P

+ kzex(cos X - sin x) + kzex(-sin X - COs X).

Az eredeti egyenletbe helyettesitve, e*-szel egy-

szerlsitve és a sin x, cos x filiggvények egylitthatdit

Osszehasonlitva, majd az &dsszevondsokat elvégezve:

-2 k1 sin x - 2 k2 cos X = sin X,
ahonnan
K, = - + k, = 0
1 27 2 *
233. yv(x) = c1e3x tc, X e3x - e3x ln x.
234, y(x) = ex(c,i cos 2x + <, sin 2x) + 5%(9x3 + 18x2+ 6x~-8)+

+ %(sin X + cos x)

_ 2x X 1 .5 2x i .3 2x
235, y{x) = c1e + c2x e + 35 X e + g X e 7,
. 1 .3
236) yix) = c1 cos 2x + c, sin 2x - 15 X~ cos 2x +
T .2 . 1
+ 7€ X sin 23 + 33 X cos 2X%.

Az y'' + 4y = x2 sin 2x differencidlegyenlethez tarto-
zé xz + 4 = 0 karakterisztikus egyenletnek Xy 9 =

‘ ’
= + 2i gySkeivel a homogén differencidlegyenlet dlta-
ldnos megolddsa

yH(x) = ¢, cos 2x + c, sin 2x.

Mivel <, sin 2x tagja az &4ltaldnos megolddsnak, rezo-
nancia lépett fel, és igy az inhomogén differencidl-
egyenlet partikuldris megolddsit
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_ 2 .
yIp{x} = x(Azx + A1x + Ao)51n 2% +

2
+x(B2x + B1x + Bo}cos 2x

alakban keressiik. {Ebbén az alakban nincs benne

D1 sin 2x + D2 cos 2x tipusi tag a rezonancia miatt.)
A differencidlegyenletben a behelyettesités és &ssze-
vonds utdn

12 A2x2 cos 2x - 12 B2x2 sin 2x + (6 B

+ (6 A, - 8 B1)x sin 2x + (2 B

2 + 8 A1)x cos 2x+

2 1 + 4 Ao)cos 2x +

+ (2 A1 -4 Bo)sin 2x = x2 sih 2x
adoédik, ahonnan

= ' S|
-12 B2 =1, azaz B2 = T3¢

és a tdbbi egylitthatd zdrus. Tehdt

A, =0, B =0, A =0, A1=-.|—;, B, = 33
Ezzel

yIp(x) = - T% x3 cos 2x + T%‘xz sin 2x + 3% cos 2X.
A prébafiiggvény: Y1 (x) = - 2x2 + 2x - 3.

yIp(x} = Azgz + A1xﬁl AO

Az AiG R, i1i=1, 2, 3, ismeretleneket Y; (x) behe-

P
lyettesitésével és egylitthatd Osszehasonlitdssal kap-
hatjuk meg. A behelyettesités utdn addds

-2 A x2 + (-2 A

2 5 ~ 2 A1)x-+ (2 A, - A, - 2 AO) =
= 4x2 + 0x+ 0
egyenletbdl :
-2 A, =4, -2 A, - ZA] =0, 2 A, - A1 - 2 Ao =0,
tehdt
A, = - 2, A, = 2, A = - 3.

Y1 (x) =_x(-i31- x2 - 4x ~ 8}).
P
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239.

240.

241,

242,

243,

244,

A homogén differencidlegyenlet YT X = 0, karakterisz-
tikus egyenletének egyik gytke a X = 0 szdm. Mivel

az f(x) = 4x2 fliggvény felirhatd £(x) = eOX 4x2 alak-

ban is, ezért fellépett az dgynevezett rezonancia, és
igy

_ 2
Yi (x) = x(A2 x° + A1x + Ao),

154
a lehetséges prébafiiggvény. Behelyettesitéssel és
egylitthatd Osszehasonlitdssal kapjuk az Ai egylitt-
hatdkat i = 0,1,2.

3

- A st .. 3 )
yIp(x) = AO sin 2x + Bo cos 2x. AO = 55 ! B0 55 *
_ 5x -
Y1 (x) = on e’ 7, ) AO 2.
P 1 13
—x = = 1 - -
YIp(x) R N R b 743 -
1 _ X - = -1
yp (x) = eT(Ax" + Ax + A, Ay = - g, A= - g
P A:—._1
o 32°
2 _ 5x -1
ylp(x) = xe (cqx + co), Cy = 3 Cy = 0.
1 2 x, 1 2 1 1
Yo () = yo (x}) + y7 (X} = e (== X7 = = x = ==} -
I I I .
p P p 4 8 32
_ % %2 eSx.
YIP(X) = (A1x + A0}51n x + (B1x + B_)cos x;
- S
Ay = - T3 By =13
_ 71 _ 69
Ao = 338 ¢ Bo = - 333 -
y. (x) = = 1 sin x - 1 cos x + 2 sin 2x - 1 cos 2x
I 2 2 5 5 *
yix) = c1ex + e, X e* a homogén differencidlegyenlet

dltaldnos megolddsa. Az

vy, (x) = p . (x)e¥ + p (x)x e
I 1 2
P

partikuldris megoldds p1(x) és pz(x) ismeretlen

X
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246,

247.

248,

249,

250,

251.

122

fliggvényeinek derivdltjaira fenndll, hogy

X PR

pie” + pjxe” = 0
X X X e*

p;e + pé(e + xe7) = ——& .
Innen

= -1 r = l
Py ' Py !
tehdt
p,(x) = - x, p,(x) = ln|x].
yp (x) = - xe® + xe® 1n |x].

P 2
yr ) = % 0052 2x + T% sin™ 2x,

|P N
ahol a kdvetkezd azonossdgot haszndltuk:
T%(sin4 2x - cos4 2x)ET%(sin2 2x - cos2 2x).
yix) = c1e_x + cze2x - 2x2 + 2x - 3 az 4ltaldnos
megold4s.
A kezdeti feltételekkel
<4 + c, = 4,
- cy + 202 = 2,
tehdt
y(x) = 2¢7% + 2e%% - 2% + 2% - 3

a kezdetiérték feladat megoldédsa.

yix) = ¥ T(e=1) (1=x) + xe* 1nxi.
_ =2x . 7 .

vix) = e (c1 cos 2x + ¢, sin 2x) + ¢ sin x
- E% cos X '

_ 69, _ 131
€1 T %57 €2 % 790 °
yi{x) = c,leX + cze2x + c3e3x

_ 1 - _ o m2m _1 -3%
c, e : c, = -e ; cy=3e
y{x) = - cos 1 cos x - sin 1 sin x + x = - cos{x - 1)+x




252.
253,
254,

255,

’ _ 1 1 2 1 .. 4 _ A 4
yi{x} = - g cos 2x + 7 cos 2x + 77 sin 2x 75 Cos 2x
y(x) =0
y(x) = -2 + 6x - 6x2 + 2x3 N

_ =t, 3 11 . 1 . _ 3
yi{x) = e (Tﬁ cos t + 0 sin t) + o sin 2t 70 cos 2t

12. Lineéris differencidlegyenletek valtozd egyiitthatdkkal

yi{x) = c1x + c2V1 + x2.

Az (1 + xz)y” + xy" -y = 0 differencidlegyenlet
Yq ()
yz(x) = c{x)+x alakban keressiik. Az ismeretlen c(x)

¥ megolddsdnak ismeretében a mdsik megoldast
variilt fliggvény meghatdrozdsa a differenciélegyenletyé
valé behelyettesi{tésével torténik: ’

x(1 + x%)e’ + (2 + 3x%)e’ = 0,

ahonnan ¢’ = u helyettesitéssel

x(1 + x2)u’ + (2 + 3x°%)u = 0.

Innen du 2 + 3x°
—H = _—ﬁ du'
®x{1 + x
u = C' = ———]{—— ’
x2 1 + x2
és igy
c =k L dx .

Az x = sh z helyettesitéssel

1 + x2
.____.._.__+k2’

és igy egy partikuldris megoldds a k = -1, k, =0
vdlasztdssal:

Y(X) :Q .3 =V‘I + x2
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@::) yix) = c, ctg x + c2(1 - x ctg x).

‘e 2

y sin“x - 2y = 0; y1(x) = ctg X

yz(x) = c{x)+ctg X behelyettesitésével,

2
ctg x sin” x ¢'' - 2¢' = 0; ¢’ = u, ahonnan

c{x}) = ki{tg x - x} + k2

Ha k2 =0 és k = 1, akkor

(tg x - x)ctg x = 1 - x ctg x.

XZ, ¢, (x) = x3, py(x) = x "2

yz(x)

258. ¢ (x)
W g (x), @ (x}, ¢a(x)] =20 # 0.
259. ¢(x} = c,x° + c,x> + c,;x 2 + In x-( Ldsd a 258, fel-

1 2
adatot!)

260, y'" + y" - 6y =0

261, y''' ~ 6y'" + 12y" - By = 0
262, y'' - 3y’ + 2y = eSx
263. x2y’’ - 3xy’ + 4y = 0
3
y(x)=c1x+c2x1nx+—2.
X
Az x = e° helyettesitéssel:
dy _ dy dz _ 1 gy
dx dz dx ~ x dz '
2 2
é_x=£[ld_y=[_l£i_li_iz]
2 dx Lx dz 2 2 dz ;'
dx x dz
3 3 12
Oy ey &y, o]
2 3 3 2 dz |’
dx X~ -dz dz

tehdt az Gj differencidlegyenlet a kévetkezd:

3
dy _ 39y, 2y = 0.
dz3 dz

Ebh81 vyl(z) = c1eZ + czzeZ + c3e_22, és a 2z = 1ln x

visszahelyettesitéssel
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266,

267,

vix) = CiX + CoX ln x + c3/x

2
2

az &ltaldnos megoldds.

yz(x) = x3 a masik megoldds &lland$ varidlédssal,.

W{x, x3]=

3

x x| = 2%x° #0, ha x#0

1 3x2

tehdt linedrisan fiilggetlenek a megolddsok.

vy x) = c, X +c x> az &ltaldnos megoldds,

y (x)
y (x)

2
(x - 2)2 + c2e2x_

2x
c,e

1
X
(c1 In x + cz)x

A megolddst y = x* alakban keressik.
Behelyettesitéssel az

aixtix=-1) +bX+c¢c =20

karakterisztikus egyenletet kapjuk. Itt is hdrom esetet
kiil6nbdztetlink meg:

a)

b)

c)

Xy # Xyi két killdnbdzé valds gydk esetén

A1 A2
y(x) = c1x + C, X

az dltaldnos megoldés
Ny T&+if; o, =oa - i B konjugdlt gydkpér
esetén

yix) = x%[, cos (P 1n x} + ¢, sin (B 1n x)]

1 2
az 4ltaldnos megoldds, amelyet az
arif | o elﬁln X

yix) = x
fliggvény valds és képzetes részébd8l dllithatunk Ssz-
sze,
a-b
A= X = Xz =2- b csetén y(x) = x“® a megoldas.
2a '

_yz(x) = c(x)%‘ alakban keressiik a mdsik megolddst

és a c{x) = 1ln x flggvényt kapjuk, tehdt
yix) = (c1 ln x + cz)x)- az 4dltaldnos megoldds.

Az y = e helyettesitéssel is prdébdlkozhatunk.
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268.

269.

270.

271,

272,

273.

@ @

@ yq (%)

126

C

_ 5 2
y (%) -c,lx -3 . c1, c2€ R.
X
yi{x) = x2(c1 cos 1ln x + c2 sin In x} c1, c2 € R.
_ 1In x 1.
ylx) = ¢4 x T C2 %
yix) = x(c1 + cz_ln;xil + 2x3
7
y(X)=(2x+c)2+cx2+cx+c
1 2 -3 4°
yix) = C,X + cze + c3e 2.
yix) = c1x3 + c2x + x3 1n x + x2.
Az y'' - %y + —% y = 2x -~ 1 differencidlegyenletben
b4
= -3
a1(X)" %!
3
a,(x) = =5
X

és

3 3 _
T
tehat y(x) = x megoldédsa a homogén differencidlegyenlet-
nek.
y(x} = c,]x2 ex + c2eX + xe2x.
(e* megolddsa a homogén differencidlegyenletnek.)
yix} = c1e2x(x - 2)2 + c2e2x
(e2x megoldis; 2+ m a1(x) + ao(x) =
- 4x - 7 4x - 6 _ _
= m m——3+—57—3 =0, ha m=2,)

1

(x - c1)2 +y

1 .
= ch(c1x + cz), illetve

2



278.

Utmutatéds:
A gbrblileti sugéar

3
;2,2
r = +(T+,)

Y

A normdlisszakasz hossza:

n = |y\1 + y'2

Az r = n egyenletb&i

r

1T+ y'"" =+yy'’,

r

Y

elbjelétdl filiggéen 2 differencidlegyenletet kap-
tunk,

13. Differencidlegyenletek megoldé4sa hatvanysor
modszerrel — Bessel-fiiggvények

K
3 (%) = Z —-ﬂ)—__(g)n”k, x € R.

k=0 kl{n + k)1
2
Az x2 §—%+ X %% + (x2 - n2)y = 0 differencidlegyenlet-
dx o
nek Jn{x) = E: cnxn analitikus megolddsdt helyette-
n=0

sitslik be.
ad (x) <o o dd ) S =2
—_32——— = ZE: c, nx : ———55—— = 2: <, n{n - 1)

n=1 dx n=2

Osszevondsok utdn a k&vetkezs egyenletet kapjuk:

{2n + 1)c, + g; [(n + 1} (2n + 1 + n) Che1 * Cpoq]X = 0.

EbbSLl kévetkezik, hogy

(2n + 1)c1 =0

C
- n-1 =
Cn+1 T (n+ 1) (3n + 1)’ n=te 2 ..
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illetve, hogy

[ = C T eee =

3 = =0, "k=1,2, ...

c2k+T .
(-nk ¢
= o , k=1,2, ...,

C
2k SZKpvin s N(n + 2) .. (n + X)

ezért

o k .
) n {(~1) x, 2k _
J,(x) = c _x 1;0 KTa + D...m+ Kk 2 =

(—1)k X, n+2k

n
R AN

M8

= ¢ 2 n!
o

0

- =
"

A ¢, = ‘'vdlasztdssal kapjuk a megolddést.

© 2™ n
Jo(x)(lnx+—x + T+ —S—= X I |

¥_(x)
@D v i 4 2-43 4% 6

A mdsik megolddst az dllandd varidlédsdval keressiik.
y =u Jo(x) behelyettesitésével a

1.2 5 4 23 6

2 J’ {x)
+ (2 o 1, du

d — A — ——— =
J_(x) x' dx
o

au
dx2
differencidlegyenlethez jutunk.

du jeltléssel és valtozdk szétvdlasztdsdval:

dx
J!(x)
J[gg if[- % - 2 EiTET]dx.

Innen

2

du _ €4

T T e D ceeeet——

Mésodszori integrdldssal: -

X <,

u=c, + -———:Z—dx. a€R. a # 0.
a x[Jo(x)] B
X dx

yi{x) = c¢,J_(x) + ¢ —,
20 a x[JO(x)]2

1 Jo(x)

7 midsodik tagja lett a partikuldris megoldéds.
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Néhdny tag kifrdsdval kapjuk az S
Y {x} = J (x} (ln x + % x2 + 53 x4 + 23 6
© © 2.4° 4“.6

mdsodfaji 0 indexd Bessel-féle fliggvényt.
_ 1 .2 1 4 1 .5 1 6
GII’ vi{x) = c (1 + 5 X + 5 X o+ o) x4+ X o+ a..) +

20 * T 720
1.3 1 4 1 5 7 6
reltee g gt s g gt e 0
-1

y (%) Z y'(x) = Z na x,

n= n=1
yii(x) = 2 n(n - t)c, .

2
rro o - - - -
b4 x"y' y = clc, c,) * 6lc, c)x +
+{(12¢, - c, - ¢ )x2 + (20 ¢, ~ 2¢c, - ¢ )x3 + +
4 1 2 5 2 3
n —

+ [(n+ 2)(n + Yo, = (=1 4 -c Ix+... =o0.

Usszehagonlitva x azonos hatvanyait

2{c2 - co) =0, 6(c3 - c1) = 0,...

(n - 1)cn_ + e

_ 1 n
cn+2 T M T 1 nF 7 ’ n=1.
6 2
281.y(x)=c0(1--§-vx3—z-§-x -mxg—...)+
1 i .7 1 10 2 1 .3
+c1(x—€x -3 X TgT X + ...) + X +§x +
1 4 1 .6 1 7 1 9
TTZF YT X T X T qos *Ot e
X3 X6 Xg
2.y =c 0 -+ sy -grETs " o)t
5 8 11
2 X X X
ML ve - v v Sl vu-wr-or-ve-v & HSRERTP I

Mivel y’’ egyiitthaté fliggvénye a 0 helyen eltlnik,
megvizsgdljuk a konvergencidt. A hédnyados kritériumot
alkalmazva (ez most mindkét sorra egyszerre alkalmaz-
hatd):
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285,

130

lim

n—=°

feltételbdl

—__E____ < 1
nin - 2)

3
¥ <£1im nf{n - 2),
n—»v°=

tehdt a megoldds minden valds x-re konvergens.

y = 00(1 + X7 e - R - 3 - =, L)+
Ei - Ei + Zﬁi + x + )

3 12 120 10 i
A konvergenciaintervallum az egylitthatdfiiggvények

3x 2
— e ~ —_—
X" - x + 1 X7 = x + 1

=]

+ c1(x -

k&z8s konverge ciaintervalluma.

1 - 1
x2 - x + 1 2x - 1

Ennek a mértani sornak konvergenciaintervalluma:

2x - 1l

— | <1,

\3
aZaz
-3 + 1 {3 + 1

2 <X 3
i .
Ha a megolddst E: ckxk alakban, behelyettesitijiik a
k=0

differencidlegyenletbe, akkor az egylitthatd Ssszeha-
sonlitdsbél c, = 0, n=20, 1,

i . s . .

yi{x) = 1 - 3x + 2x2 - % x3 + .. = E: c xn',
- n
n=0
- n+ 2 c_ =1
“n T T AR = 17 Sn-1° °
Helyettesitsik be az y(x) = ¢ M+ c.'xm+1 LEPUR
+ cnxm+n + ... hatvédnysort, C, 0, a

2xy’" + (x + 1)y’ + 3y = 0




differencidlegyenletbe:

m{2m - 1)c0xm—1 + [tm + 1) (2m + Ne, + (m+ 3)co]xm+...,
m+n-1
+[m + n)(2m + 2n - e + (m + n + 2)e _,]x
t ... = 0.
Mivel g £ 0, az m{2m - 1)coxm"1 tag elténik, ha
m= 0, vagy m = %; d tdbbi tag akkor, ha
_ _ n+ 2
m = 0 és Cn— mr—l—-:-.]—)cn_.].
c, = 1 esetén kapjuk ebbd8l a megolddst,
Ha m = % és c, = 1, akkor partikuldris megoldds az

- _ 7 21 .2 _ 11 .3
yz(x) -‘V%{i Xt g ¥ 8 Xt oeee)s

15. Alland6 egyiitthatés homogén linearis
differencialegyenlet rendszerek

x(6) = [ ot —e5t]

~et 3e5t

N T 1, Xy = 5 a karakterisztikus egyenlet sajdtér~
tékei, a megfeleld 51, §2 sajdtvektorok:

S R T

Az &dltaldnos megoldéds:
t 1 5t 2
e’s e’ s

= € R,
x{t) c.e’s + o, s, €yr © R _
-t 1 3t 2
A = -1, kz = 3; x(t) = c,e s+ c,e’ s,
1 2 -t 3t

s = [ 1} r S8 = [ 1] i xlt) =| e e
2 -2 207t 23t
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288. 51(t) e cos t [1] - &2
1

P
-
1
N
+
e
-
w
~o
1
N
i
(m

114]
—
t
| —— ]
—
-+ —
'_l.
|
1
———
| N
+
1< -
}_l.
p—
o
| SR
1
<
—
o+
|..l
|4
3%
.
|10
N
n
1]
—
.

§2(t) = Im e(2+i)t( L + i le = e2t cos t v2 +
+ o2t sin t 31. _
Xe) = [x'(8), x%(0)] .

1=
z
"

c1[c0s 2t z1 - sin 2t 12]+

2 . 15
+ cz[cos 2t v° + sin 2t v ]f

cos 2t - ¢, sin 2t)g2.

. 1
sin 2t)y’ +(c, 1

{c1 cos 2t + <,

xp = 21, Xy TN -

51 = T+ i -2 E1 + 1 EZ.
=1 0

1 t+1
Xy = Xy = 3
s = [1] ; h = 0]
1 1
§(t} = c1 3t_ + c2e3t(t 5 + h)
291. x(t) = e % |1 t .
' Ry



x
R
.1 H
292. x(t) = [8', &%, et
X =0 % =3, %y = -t
R
-5 2 -2
5 1 1
203. x(t) = [¥%s!, &%, &%%S77,
M =20 N =1, x5 = 3.

|t
n
—
— oo
—d
-
[t
n
1
— —
| S
b
ln
1
—

294. X(t)

205. x(6) = [efs!, o2ts?, o72tgd]

_5_1 = 1 ' _5_2 = 1 ; 53 = 0-
1 0 1
1 -1 -1
296, X(t) = [e-t§_1, cos t 21 - sin t y_z, cos tzz + sin t 31] .
l_1 -1, }-2 i, )\3 = )\2 -1,

ftn
1
1
— O
| S
-~
ltn
]
—
-—
R
'.,l.
| S
I
—
— ol
| I——— )
+
’.l.
—
oo -
il
"
1<
&
|<
~
)
H
1]
.
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297.

298,

299.

300,

301.

302,

134

2.
g0) = *F 11 ¢ 5.
t
1

Mo g T X 7 2
Az utolsd egyenletbdl kiindulva egyenként megoldjuk
differencidlegyenleteket.

1 -t -t e2t e—t 2t 2t

X(t) = 3 %S¢ -3e + 3 -e + 3te .
0 9e2t ot &2t
0 0 902t
)&1 —-11 12= >k.3_2'
Xty =f1 t 0 7.
- c 1 0O
0 0 et
X'I -l2=0f X3= 1.
() =171 0 07}.
0O 1 0
0 0 1
).1 _)~2=)\3=0
2
d d
oA € y'' +y =0
dx
yix) = €,C08 X + C, sin x
z({x}) = -4 sin x + c2 cos X.
2 2 2
dz . % Yo =221, 2zt + 22 =0
dx z
2c1
yi{x) =
(c1x + c2)
1
z{x) = = ————r
c X +c,



303.

304.

.d;_g = 2 .C}.Z + x
dx dx
= 2x _ 1.2 _1
y {x) c, + c, e 7 X 7
S 2x 1.2 _ 1
z{x) = ) cj + c2e + EX T *-
dzx =z a3x = x
== = z; SE - 4.
at? at>
3 e 03
_ t 2 3 3
x(t) —c1e + e (c:2 cos 2t+c3 sin 2t).
e, - e
yit) = coet v e 2372 o VB, .
1 2 2
t '1‘2: c, *+3c, Y3
z{t) = c,e” + e “ (- cos &= t ¢+
1¢ 2 p)
\ﬁc - c
2 3 .. 43
+ 5 sin - t)
16. Az eAt alapmatrix
eét 1 | 2% 4 ge”t 2e°% - 2¢7F
=z )
4% - 4ot 4e”t + 2e7E
a=T11 2
B 4 3
1=3.t
e =0, §t+°fO§= th * o, 20(1t
40&11: 30;1t+or
r{x) = o X-bao 7 xp = -t, Xy = 5t.
-t _ _ - 1,5t _
e = 0(1( t} to megoldésa o, = 61:(e e
5t 1
= o, (5t) o oc0=g(65t+ Se



LBt T2t omit G2t _ 4t
306. e =z ]
8e2t _ 8e—4t 2e2t . 4e—4t
At :
e =[cos t sin t}
-sin t cos t
A= 0o 1
-1 0
At
e = A Bt ra, ESl g, oyt
—o(1t o
r(?\)=d>17k+q(0 -; X1=1t' x2=—1t.
it _ . . _ it | _-it
e = a?(lt) + o(o, *, = 3 it{e e
-it _ i 1, it -it
e —0(1(:.t)+o(0 oro—z(e + e )
At 2
308. 0 =&t [1 &t &
G 1 t
0 0 1
A=[3 1 0
B 0 3 1
0 0 3
At
=" 2.2
e —O(Zét + oqét +oco£,
- 2
= 6 1 1t7 + o 1 0]t +« 1
2 1 o
6 0 1 0
0 0 3 0
2 _ _ -
r(X) =0, AT 6 At Xy T Xy T a3 73t
3t 2 . _ 1.3t
e = 0(2 9t + 0(131: +0(O h ﬂz 2e
3t
e3t=0(2 61:+o¢1 0{1=(1-3t)e
3t ) - _ 9.2, 3
e =20(2 qO—H 3t+2t)e
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e = 0 .
t
e_t—1 0 et
A=]10 0 0
a 7 0 0
17 0 1
At _ 2,2 '
es -azz__;t +or1§t+o‘0§__:
P 2 - = — =
r{x) ”qz by +-G1X4>ﬂo, XqoT X, o, X5 t.
0 2 ) ’
=Oi . N =
e 2{0) +m1(0) o o 1
e = 2 4 (0) + =1
2 1 %1
et = o t2 +o,.t + 00 o, = —l(et -t - 1}).
. 2 1 2 t2
At
e = e2t 0
0 e-3t
>L1=2l 12=-3
At
e =L{(t, a) = h,(t)a + h_(t} E,

ahel a 'h1(t), ho(t) egylitthatdkra felirhatjuk a kévet-
kezd egyenletrehdszert

)LTt
hit, l1) = h1(t) l1 + ho(t) = e
_ Azt
hi{t, xz} = hitt) A, t ho(t) = e .
1.2t -3t 3 2t 2 -3t
h1(t) = 5(e e ), -ho(t) Te + £
At - 5t -t
e~ = % 1t 4 27t 2”7 - 2e .
FPCLPa 2¢°t 4+ 47t
11 = -1, )t2 = 5.
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313.

133

1t
(1]

h,(€) %, + h(t)

h1(t) = te

a Hermite-féle interpoldcids polinommal, ahol

T2, hy = 2.
17. Alland6 egyiitthatés inhomogén linedris
differencialegyenlet rendszer
Az
X =y
¥y = X

homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer alap-
médtrixa

§(t) = [et e_t }
et e_t

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet—rendszer
partikuldris megcldédsa

x (t) = X(t) f>;<1(t) [2e;] at = [tet— e - 2 J

P

t (t-1) et - 2t
igy
x(t) = c1et + cze-t v tet - % - 2,
y(t) = c1et - c2et + (t - et - 2¢t.



315.

316.

317.

318.

319.

x(t) = c1e2t + c2e3t + (t + 1)e2
y(t) = - Zc1e2t - c2e3t - 2te2t
At
Az alapmdtrix: §(t) = @
& T - amedt te3t
~9t &3t (1 + 3t)e’t

at
t

igy az dltaldnos megoldds:

= Tri- 3t 1
x(t) =[[(-3c, + cy)t + c]e” + g
3t 1
[(-9c1 o )t +cyjet + g
Bt 2 A
e = h,(t) A" + h,(t) 3+ h (t) E.
— - 3¢l =
ho(t) =e {1 + t 2t Y, 1(t)
h,(t}) =
TN Xy T -1.
At
e =e?% [cost -sint
sin t cos t
l1 = 2 + i, 12 = ;1
At g

t

At j'-ét .
x(t) = e c+e e [O}dt, <
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321,

323,

140

-5x - y + 7et - 9e2t

x - 3y - 3et + 4e2t

e =M1 -¢ -t
t 1+ t

Prébafiiggvénnyel keressiik a partikuldris megoldést:

B
1]

e
[}

1 4

o t 2¢ _ 3 _ 49
Elp‘t’ =2 By | BT BT
£ 2t _ _ 19
Aje * Bye Ay =35+ By =3¢
2
d7x t -t
—3 = xt+te +e
dt ' ) _
_ t -t 1, t _ 1. -t
x{t}) = cje + cze + 2t e 2t e |
_ t -t 1t _1-t 1.t 1 =t
y{t) = c,e” - c,e + 5e 5© + 2te + 2te .
2 .
g—% = - X + 2 sin t
at _
xH{t) = c1 cos t + ¢, sin t;
Xy (t) = A t sint + B t cos t a prdbafiiggvény.
P
A =0, B = -1.
xI(t) = c, cos t + c, sin t -~ t cos t az dltaldnos
megoldds. Igy
x{t) = xI(t)
y(t) = - [fx (t)dt + fsin t at =
= - c1 sin t + c, cos t + t sin t.
_ 31 -4t 1.2t 1.t
X(t} = gﬁe + E-e 5e .
Az % + 2% - 8x = e"; ®(0) =1, x(0) = -4
kezdetiérték feladatot az x1(t} = x(t)
x,(t) = %(t)
jelzésekkel dtirjuk inhomogén differencidlegyenlet
rendszerre:




324,
325,

X, 2 x; x, (0) 1,

1 27 B
. _ t -
X, = 8x.J 2x2 + e x2(0) 4.
A= [0 1 az egylitthatd mdtrix.
- g8 -2
At - -
e = % [4e2t + 2074 &2t o o4t ]. -At A(-7)
e =e
Be2t - 8e_4t 2e2t + de 4t .
a t = - 7 helyettesitéssel kaphaté.
£(v) =[0t]; x,= [ 1 r £, =0
e L4
A(t-t ) At t -AT
Az x(t) = e © x +e [ e f{v)dz
X X5 4 £
o
megoldédsba behelyettesitve:
x(t) = “emit 1 ~6e®t + 52t 4 T4t
+§6 .
—4e'-4t —6et + 10e2t - -‘le_4t

és ennek elsé koordindtdja a megoldds. Az

t -pT

o~ _ 1 -T _ 15T o r_e -t _ 5t
Je f(T)a = gﬂs e 6e adf-30[ Se e +1.

10e “+4e°" +6

+

t
-T 2 57
f (%e e~ egld?
0

3

x{t) = 3 - 2 cos{t -®) + 2 sin(t - &)

x{t)= 2 cos t + 6 sin t - 2 - 6t,

y{t) = -2 cos t + 2 sin t + 3.

Az x(t) = X4 x(t) = Xy y(t) = X3 jeldlésekkel

a rendszer

x(6) =[x, (8)]=T0 1 0Jx+[07: x_ =0
x2(t) 0 -2 -5 3 0
%4 (t) o 1 2] o 1

t = 0.

o
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326.

327.
328.

329.

330.
331.

142

A homugén rendszer alapmitrixa:

At
e =1 =2+ 2 cos t + sin t -5 + 5 cos t
o cos t - 2 sin t - 5 sin t
0 sin t cos t + 2 sin t|,
at PR o)
x(t) = e x_ + [ e f{z)d T =
2 %5 g =

= -5+ 5 cos t]+[-6t + 3 + 6 sin t - 3 cos t

- 5 s8in t -6 + 3 sin t + 6 cos t
os t + 2 sin t 3 - 3 cos t4,
x{t) = x1(t) ’ ylt) = x3(t).

18. Egyensilyi helyzetek osztalyozasa — A fazissik

Az origd nem stabilis csomdépont.
Az yi(x) = cx trajektdéridk az origdén dtmend egyenesek.

Az origé centrum. A trajektdridk origdé kdzéppontd kdrdk.

Az origd nyeregpont. A trajektdridk egyenletel az
xy = ¢ hiperboldk, illetve az X és Y tengelyek
x = 0, illetve y = 0 egyenletei.

Az origd nem stabilis fdkusz.
Az r = kezv logaritmikus spridlisck a trajektéridk.
Megoldé4s:

1 + L

y! = ; ; u = % helyettesitéssel és szepardldssal
T-%

arc tg (%) —--;—[ln(x2 + y2) - 1n x2] = 1ln x + k

Poldrkoordindtdkra dttérve

r = ke2 ¢ .

Az origd stabilis fdékusz.

Legyen kk =0y ¢+ i ﬁk az A mdtrix tetszdleges sajat-
értéke.

Van olyan o > 0, hogy

o < - o,

k




orkt iﬁkt

Az x(t) 4ltaldnos megoldds c t e e ({ adott ter-
mészetes szdm; ¢ vektor), alakd tagok linedris kom-
bindcidja.

o, ti Bt _
Etﬂe k k |SIE“t|ﬂ oot
és
{
lim —ltl—t' = 0.
t— oo =] o

332, Mivel a differencidlegyenlet-rendszer egyiitthaté mat-
rixdnak sajdtértékei a

- _ 3,3
X < 1, 12’3 = > + 5 1 szdmok,

és ezek valds része negativ, az eldbbi feladatbdl kévet-
kezik az allités.

333. 3, = -6+ i, Ny = ;}.
Bt 6t 4-0
e = e cos t - sin t sin t ;e = E
-2 sin t cost+sint
at -6t
e 31= e 3 cost -8 sin t a kezdetiérték
-5 -5 cos t - 11 sin t

a feladat megoldésé tehdt korldtos fliggvény.
334. A differencidlegyenlet—rendszer dltaldnos megolddsa,

a xg = -1, Xy = - 3 sajdtértékekkel és a hozzdjuk
tartozd S4r 5, sajdtvektorokkal

x(t) = c,le-t s, *t ¢, e 3t s, alakd.

Legyen

M = max {|c1 51]+|c2 EZI}

[ﬁ(t)]$|01§1|e_t +[c2§2|e_3t

< M(e-t + e ) — 0,
ha t— o |

335, Otmutatéds:
Igazoljuk, hogy van olyan M> (0 szam, amelyre az

dltaldnos megoldds |x(t)|< M e 5,
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336.

144

Behelyettesitéssel igazolhatjuk, hogy

wey = e
t

megolddsa a homogén differencidlegyenletnek. Az
3{_:2“:)1:

ahol Q(t) =1 t2 a
0 t

redukcids mdtrix., Helyettesitéssel az y(t)-re
g0y = @ ey [ate) @te) - d(e)] y(e)

differencidlegyenlet-rendszert, azaz az

i=[0 O]Z
1

— 0

t2

differencidlegyenlet-rendszert kapjuk. Igy az

y{e) =1-1
1
t

megolddssal a ,

x%(t) = Qe) y(t) = [t - 1
1

megolddst hatdroztuk meg é€s W[§1(t), iz(t)] £ 0

miatt

(t) = t2 t -1
t 1

alapmdtrixa a homogén linedris differencidlegyenletnek.
Az inhomogén differencidlegyenlet~rendszer partikuld-
ris megolddsdt az dllandd varidldsdval kapjuk:

il

51 (t) = )é(t) E(t):
P

ahol



337.

338,

339.

340.

341.

342,

ctey = fx o Je2 s e]ae <[ 2t
£
t o

Az inhomogén differencidlegyenlet-rendszer &ltaldnos
megolddsa: ‘

x(€) = ¥(t) re, 7+ X(6) [2t 7, [c, € R,

S
€2 2 2
§(t) =t 1+ t2 .
1 t :
x1(t) = ¢, cos t + c, sin t + tg t
x2(t) = —c1 sin t + c2 cos t + 2
x1(t) = c1 cos t + c, sin £ + t(cos t + sin t} +

+ (cos t - sin t) 1n |cos tj

xz(t) = {c1 - cz)cos t + (01 + c2)51n t +

+ 2 cos t Infcos tf+ 2 t sin t

5
_ a2yt
xq(t) = (c1 + 2c2t 8t )e
5 3
- : _ _ 2 2, t
x2(t) = (c1 + 202t c, 8 t7 + 10 tT)e .
= t -t .
x1(t) = 3c1e + 3c2e + c3cos t + c4 sin t
x.(t) =c,et + cce ¥ v . cos t +c, sin t
2 1 2 3 4
x,(t} = - Zet(c + c. + c.t) - 2e-t{c - c, + c,t)
1 1 2 .72 3 4 4"
x,{t} = et(c + c. t) + e_t(c + c,t)
2 1 2 3 47"
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Kedves Jegyzethasznil6!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktfv mérnokként is hasznglni lehet. Egyetemi tanulményai alatt valdszintleg kiilonb6zd
szinvonalt jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog taldlkozni ezutdn. Kérjiik, hogy ennek a
kérddivnek a kitiltésével segitse aldbbi torekvéseinket:

~ ennek a jegyzetnek a kivetkez8 kiaddsdban kevesebb sajt6hiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiaddsa,

—  ajegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményekeént a legjobb jegyzetek szer-

261 nivodijat kaphatnak.

Kériiik, hogy a kikiildstt kérd6ivet a Jegyzetbolt bejdrata (V,, foldszint) mellett elhelye-
zeit gy(jt6laddba dobja be.

Faradozdsat kdszoni az Egyetemi Jegyzetbizontsdg.

A jegyzet cime: MATEMATIKALI FELADATTAR VIIL

A jegyzet szerzGje: Farkas Miklosné

A jegyzet azonositdja: 051411

Melyik tdrgyhoz haszndlta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Targy neve:

A jegyzet hany szdzalékdt tudta haszndlni (pl. 75 %):

A jegyzet a tdrgy anyagdnak hény szdzalékat fedte le (pl. 50%):

A jegyzet mindsitése:
(0: haszn4lhatatlan, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tirhet6, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat dtdolgozdsra:

A megtaldlt sajtéhibdk:



TP ODOOOSPOROQDOORAOPGODORO0OGRO00000CIDVDEDDNONDNOCO0ODIGOHIOBOOROADTHSIDDNIOPOCHNORDPOVONOINOOONANOGIODODDRINDPRNADDSNIND2RADOODODRODAISRODD S



