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Folytonos dinamikai rendszerek 1.
Ndgel Arpad

1. Linearis rendszerek

Tekintsik az
x()=A-x() (1.1)

allando egyiitthatds, homogén linearis n-ed rendii differencialegyenlet-rendszert. Jelolje az A matrix
sajatértékeit multiplicitdssal 14,4,,...,4,, és jelolje s4,s,,...,s, azt a bazist az n-dimenziods euklideszi

térben, amely a matrix Jordan-normalformajat adja. Ezen bazis segitségével lehet definialni a (1.1.)
rendszer stabilis, instabilis és centralis alterét.

1.1. Definici6: Legyen {s;, s, ... s,} € R™ az A matrix valos Jordan-normalalakjat meghatarozo egy
bazis. Jelolje A, azt a sajatértéket, amelyhez az s;, bazisvektor tartozik. Ez esetben az

E((4):= ({sx:Re Ay < 0)), Ey(A):= ({s:Redy > 0}),  Ec(4):= {{si:Re A = 0})
altereket az (1.1.) rendszer stabilis, instabilis, illetve centralis alterének nevezzik.
(Itt a (-) a megfeleld vektorok altal generalt alteret jeloli.)

1.2. Megjegvzés: a) A fenti alterek invariansak A-ra, azaz A(E;) C E; (i = s, u, c) és a direkt dssze-
gik az egész R™ tér. b) az Es(4), E,(4), ill. az E.(4) alterek invariansak az (1.1.) rendszerre. )
xo € Es(A) (E,(A)) esetén ed! - x, - 0,hat - +oo (t > —), s6t a konvergencia exponencilis. []

1.3. Definici6: Legyen az A 2 x 2-es matrix sajatértéke 1; és 1,. Az x(t) = A - x(t) egyensulyi hely-
zete

— stabilis csomo, ha 1, <0, 1, <0,

- instabilis csomo, ha 1, > 0, 1, > 0,

— elfajult stabilis csomo, ha 1, = 1, < 0 és a hozza tartoz6 sajataltér egydimenzios,

— elfajult instabilis csomd, ha 1, = 1, > 0 és a hozzajuk tartozo sajataltér egydimenzios,

- nyereg, ha 1; <0< 2,,

— stabilis fokusz, ha 1;,4, nem valdsak és Re1; < 0, Re 1, < 0,

- instabilis fokusz, ha 1,,A, nem valosak és Re A; > 0, Re 4, > 0,

— centrum, ha Re A; = Re, A, = 0, azaz 1, és A, tiszta képzetesek.

Ha az A matrix determinansa 0, akkor az origo nem izolalt egyensulyi helyzet.
Ezen négy elfajult eset a kovetkezd (ezeknek nincs kiilon elnevezésiik):

1. 4, =0, 4, > 0, akkor végtelen sok instabilis egyenstlyi pont,

2. 11 =0, A, <0, akkor végtelen sok stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensulyi pont,

3. 41 = 4, =0 és ahozza tartozo sajataltér kétdimenziés, akkor minden pont egyensulyi pont,
4. 2, = A, = 0 és a hozza tartozo sajataltér egydimenzios, akkor végtelen sok instabilis egyensulyi
pont van.
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A faziskép tipusa meghatarozhato sajatértékek konkrét kiszdmitasa nélkiil. Az A matrix karakterisz-

tikus egyenlete A2 — (Tr A)A + det A = 0. Igy a megfelel6 sajatértékek 1, = rat (TrA)Z —detd

1.4. Allitas: Tekintsiik az x(t) = A - x(t) rendszert, ahol 4 adott 2 x 2-es métrix. Ekkor a rendszer
egyensulyi helyzete

— stabilis nem elfajult csomo, ha (Tr A)? > 4det4 > 0¢és TrA < 0,

— instabilis nem elfajult csomo, ha (Tr 4)% > 4det A > 0 és TrA > 0,

— elfajult stabilis csomo, ha (Tr A)? = 4det A és Tr A < 0,

— elfajult instabilis csomo, ha (Tr A)% = 4det A és Tr A > 0,

- nyereg, hadet 4 <0,

— stabilis fokusz, ha (Tr 4)* < 4det A és Tr4 < 0,

— instabilis fokusz, ha (Tr 4)? < 4det A és Tr A > 0,

— centrum, hadet4 > 0ésTrA = 0.

Bonyolultabb az x(t) = A - x(t) 3-ad rendii differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak a szerke-
zete. A rendszer egyensulyi helyzetének jellegét R3-ban (a kétdimenzids esethez hasonloan) az A
matrix sajatértékei szerint osztalyozhatjuk, jellemezhetjiik. Az elfajult esetek mellett egy valos, két
konjugalt komplex, illetve hdrom valods sajatérték lehetséges. Két elkiiloniilo eset van.

a.) 10 db. normal eset: Re A; # 0 (i = 1,2, 3). (A tdbbszorés gyokoktol eltekintve.)
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b.) 11 db. elfajult eset: Re A; = 0 valamilyen i = 1, 2, 3-ra.
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Definialjuk a Ljapunov-stabilitast d/taldnos differencialegyenlet-rendszer esetén.
1.5. Definicié: Legyen D c R x R™ tartomany, f: D —» R™ folytonos fiiggvény, (¢, xo) € D. Tekintsiik
az x(t) = f(t,x()) (1.2.) differencidlegyenlet-rendszert. Tegyiik fel, hogy az (1.2.) rendszerre telje-

siilnek az egzisztencia €s az unicitas tétel feltételei. Jelolje az (1.2) differencialegyenlet x(ty) = x,
kezdeti feltételt kielégité megoldas maximalis értelmezési tartomanyat 1(t,, x,), a kezdeti érték prob-
1éma teljes megoldasat x (¢, ty, xg)- At = x(t, to, xo) Megoldas Ljapunov-értelemben stabilis, ha
1. [to, +00) < I(to, x0) €8
2. minden € > 0 szamhoz és minden t; € [ty, +) szamhoz létezik olyan &(e, t;) > 0 szam, hogy
minden (t1,q) € D,|q — x(t1, o, Xo)| < & esetén [ty, +0) < I(ty,q) €s |x(t, t1,q) — x(t, o, Xo)| < €
teljesiil minden t > t; esetén.
A megoldast Ljapunov-értelemben instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.
A megoldast Ljapunov-értelemben aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis és

|lx(t, t1,q) — x(t, to, Xo)| = 0, hat - +oo.

A tovabbiakban, ha madst nem mondunk, a stabilitast, aszimptotikus stabilitast, illetve az instabili-
tast Ljapunov-értelemben fogjuk haszndljuk.
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1.6. Allitas: Tekintsiik az x(t) = A(t) - x(t) + b(t) (1.3.) inhomogén linearis n-ed rendii differenci-
alegyenlet-rendszert, ahol A(t), b(t) € C(R) ést € I c R. Ha a rendszer egy megoldasa stabilis
(aszimptotikusan stabilis), akkor minden megoldas stabilis (aszimptotikusan stabilis). Igy ebben az
esetben lehet beszélni a rendszer stabilitasarol (aszimptotikus stabilitasarol).

1.7. Allitas: Tekintsiik az %(t) = A - x(t) allando egyiitthatos, linearis n-ed rendii rendszert.

a) Ha az A matrixnak van nemnegativ valos részii sajatértéke, akkor a rendszer nem aszimptotikusan
stabilis.

b) Ha az A matrixnak van pozitiv valos részii sajatértéke, akkor a rendszer instabilis.

) Ha az 4 matrixnak van olyan 0 valos részl sajatértéke, amely a minimal polinomnak tobbszords
gyoke, akkor a rendszer instabilis.

d) A rendszer pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha az 4 matrix minden sajatértékének a
valds része negativ.

e) A rendszer pontosan akkor stabilis, ha az A matrix minden sajatértékének a valos része nem
pozitiv és Re 2 = 0 esetén a A algebrai multiplicitasa megegyezik a geometriai multiplicitasaval.

Egy linearis rendszer egyensulyi helyzetének aszimptotikus stabilitasanak meghatarozasara a legis-
mertebb a Routh-Hurwitz-kritérium. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a (1.1.) rendszer p, (1)
karakterisztikus polinomja tn. stabilis polinom, azaz minden sajatértékének a valos része negativ. Ezt
a sajatértékek kiszamitasa nélkiil is ellendrizni lehet.

1.8. Allitis: (A. B. Stodola) (1893) Ha ap, (1) = A" + a,_ A"~ + -+ a; A + a, polinom stabilis,
akkor a; > 0mindeni =0,1,..n— 1-re.

1.9. Allitas: (Routh-Hurwitz-kritérium) (1895) A p,(1) = A" + a,_ A" L+ -4+ a; 1+ a, polinom

pontosan akkor stabilis, ha az alabbi n x n-es matrix pozitiv definit, azaz a féminormatrix determinans
sorozatai pozitivak:

1.10. Megjegyzés: n = 2 esetben a p,(1) = A% + a; A + a, polinom pontosan akkor stabilis, ha a

(%1 a ) matrix pozitiv definit, azaz a; > 0 és a, - ay > 0. Kdvetkezésképpen, ha a, és a;, > 0. [
0

A fentiek alapjan teljesiil az iranyitastechnikaban is hasznalt Mihajlov-Leonhard-kritérium.
1.11. Allitas: (Mihajlov-Leonhard) (1938) Tekintsiik a P,(1) = agA™ + a; A" 2 + -+ a,_11 + ay,
n-ed foku polinomot. Tegyiik fel, hogy a, # 0 és a,, # 0.
Legyen a P, polinom gydktényezds alakja frekvenciatartomanyban, 2 = iw helyettesitéssel:

P, (iw) = ag(iw — p)(iw — p3) ... (ilw — pp).
A B, polinom stabilis pontosan akkor, ha az n-ed fokt karakterisztikus egyenleténck megfeleld
w — P, (iw) gdrbe nem halad at a komplex sik origdjan, és a korfrekvencidt 0 < w < oo tartoméanyban
valtoztatva, a gorbe pontosan n darab siknegyeden fut keresztiil, az 6ramutatd jarasaval ellentétes
iranyban.

1.12. Megjegvzés: A fenti Mihajlov-Leonhard-kritérium pontosan akkor teljesiil, ha 1. a,a,_; >0
és 2. q1(a@) = ap — ap_ya + ap_,a® —... ésaq,(B) = ap_1 — ap_3f + a,_sf* — ... polinomok gyo-
kei pozitivak ¢€s alterndlnak, azaz az egyik egyenlet tetszéleges két gyoke kozott van a masik egyen-
letnek gyoke: 0 < a; < By < ay < By <[]
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1. Feladatok

Vizsgaljuk meg az alabbi 4 matrixhoz tartoz6 x(t) = A - x(t) linearis rendszerek egyensulyi hely-
zetének jellegét, hatarozzuk meg a stabilis, instabilis és centralis alteriiket és adjuk meg ezen alterek
dimenziojat!

1.1. feladat: (Megoldas) A= (é D
. . _(1-1
1.2. feladat: (Megoldas) a=(_, 1)
. : _(-1 5
1.3. feladat: (Megoldas) a=(7; 1)
1 -1 1
1.4, feladat: (Megoldas) A=[1 1 —1)
2 -1 0

1.5. feladat: (Megoldas)
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-2 1 -2
1.6. feladat: (Megoldas) A= 1 =2 2)
3 -3 5
2 1 0
1.7. feladat: (Megoldas) A= (0 2 4)
1 0 -1

Hatarozzuk meg az a valos paraméter fliggvényében az adott linearis rendszer egyensulyi helyze-
tének a jellegét!

1.8. feladat: (Megoldas) A=

1.9. feladat: (Megoldas)

1.10. feladat: (Megoldas)
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1.11. feladat: (Megoldas)
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1.12. feladat: (Megoldas)

a 1)

Hatarozzuk meg a p valos paraméter fliiggvényében az adott lineéris rendszer stabilis, instabilis és
centralis alterének dimenzidjat!

0 1 0
1.13. feladat: (Megoldas) A= (0 0 1 )
1 -1-p 1+p
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1 0 0
1.14. feladat: (Megoldas) A= (0 0 1)
p 1 0

Vizsgaljuk a stabilitas szempontjabol az alabbi differencidlegyenleteket:
1.15. feladat: (Megoldas) X+x—-2x=0
1.16. feladat: (Megoldas) X—x+2x=0
1.17. feladat: (Megoldas) X+X+x+2x=0

Mutassuk meg, hogy az alabbi differencidlegyenlet-rendszer tetszéleges megoldasa t — oo esetén
az azonosan nulla megoldashoz tart!

1.18. feladat: (Megoldas) X=y
y =-3x—4y
1.19. feladat: (Megoldas) x=-7x+y
y =—-2x — 5y
1.20. feladat: (Megoldas) X=—x+z
y=-2y-z
Z=y—2Z

1.21. feladat: (Megoldas) Milyen a és b paraméterre lesz az alabbi differencialegyenlet aszimptoti-
kusan stabilis?
X+ax+bx+2x=0
Vizsgaljuk az alabbi differencidlegyenlet fazisportréjat!

1.22. feladat: (Megoldas) X=y
y=x
1.23. feladat: (Megoldas) xX= 2y
y =-8x
1.24. feladat: (Megoldas) X=y
y=y
1.25. feladat: (Megoldas) X=x+y
y=-y

1.26. feladat: (Megoldas) X=x-Yy
y=-4x+y

1.27. feladat: (Megoldas) X=-2x+y

1.28. feladat: (Megoldas) x=0
y=x+y
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1.29. feladat: (Megoldas) X=—-x+y
y =—-2x—3y

1.30. feladat: (Megoldas) X=-2x—Yy
y=x-2y

1.31. feladat: (Megoldas) x=x-y—-1
y=—4x+y+1

1.32. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az x(t) = A - x(t) 2x2-es linearis rendszert. Jelolje az A matrix
sajatértékeit A, = a +if, 1, = a —if, (B # 0) valamint sajatvektorait s; = u +iv, s, =u—iv.
Legyen T = (u, v) ésx =T - y. Mutassuk meg, hogy a det T pozitiv vagy negativ értékétdl fliggden
az x és y sikon a palyak kérﬁﬁérési iranya megoérzédik, illetve ellentétesre valtozik. (= 1.29., 1.30.
feladat)

1.33. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az x(t) = A - x(t) 2x2-es linearis rendszert. Mutassuk meg, ha a
rendszernek van nem trivialis periodikus megoldasa, akkor minden megoldas periodikus.
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2. Nemlinearis rendszerek

Tekintsiik a tovabbiakban az

x(t) = f(x(8) (2.1)
egy olyan n-dimenziés autonom differencialegyenlet-rendszert, amelyre teljesiilnek az egzisztencia
¢s a unicitas tétel feltételei. Jelolje x (¢, ty, xo) @ (2.1.) x(ty) = x, feltételt teljesité megoldasat. A (2.1.)
autondm rendszer esetén x(t+ t, to, xo) = x(t, 0, xo). Jeldljiik ezt a tovabbiakban x(t, x,)-val.
Legyen p a rendszer egyensulyi helyzete (egyensulyi pontja), azaz f(p) = 0.

I. Az altalanossag megszoritasa nelkil feltehetd, hogy p = 0.
Il. Legyen 0 € D, f:D - R™ folytonos fiiggvény és x(t) a (2.1.) megoldasa, amelyre tlim x(t) =0,
akkor f(0) = 0, azaz ekkor az origé egyensulyi helyzet.

Alapvet6 az 1.5. Definici6 atfogalmazasa autonom rendszer egyenstlyi helyzetének stabilitaséra.
2.1. Definici6: Az x(t, p) = p megoldas stabilis, ha minden & > 0 szdmhoz létezik & > 0 szam, hogy

minden |q — p| < & esetén |x(t,q ) — p| < ¢ teljesiil minden t > 0-ra.

Az x(t, p3=; megoldas (lokdlZvan) aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és lokalisan attraktiv, azaz
14 egyengﬁlyi_pontnak létezik olyan U kdrnyezete, hogy minden q € U esetén Jim x(t,q) =p-
Aszimptotikus stabilitas esetén az U halmazt vonzdsi vagy attraktivitdsi tartomdanynak nevezzik.
Az x(t, p) = p megoldas (lokdlisan) exponencidlisan stabilis, ha 1étezik C,8 > 0 és a > 0 szam, hogy
lx(t,q) —pl < C-e™* -|q|,ha|q —p| < 4.

Az x(t, p) = p megoldas instabilis,ha nem stabilis.

Az x(t, ;_)) = ;_)megoldés teljesen instabilis, ha 1étezik olyan 6 > 0 szam, hogy az S: = {x: |x — p| < 6}
gémb te_tszél_eges q # p pontjabol inditott x(t,q) megoldas esetén 1étezik olyan t, = ty(q) Bozitiv
szdm, hogy minden ¢ > to esetén |x(t,q) — p| > 5. Szemléletesen, az S gdombbdl induld Eélyék el-
hagyjak az S gdbmbot és soha nem térnek ide vissza.

2.1. Megjegyzés: Az attraktivitas és a stabilitas egymastol fiiggetlen fogalmak. Létezik példa, hogy
az egyensulyi helyzet Gn. globdlisan attraktiv, azaz minden palyagorbét vonz, de az mégsem stabilis.
(R. E. Vinograd 1957.)

A palyagorbék jellege az egyensulyi pontok kornyezetében az esetek egy részében meghatarozhaté
linearizalassal is. Ha f € C*, akkor tekinthetjiik p egyensulyi pont egy kornyezetében az

y® =f'® y® (2.2)

un. linearizalt rendszert. (Az f' az f vektormez6 Jacobi-matrixa.)

A linearizélés segitségével a (2.1.) rendszer stabilitasa a kovetkezképpen donthetd el:
2.2. Allitas: Tegyiik fel, hogy f € C™.

a). Haaz A = f'(p) matrix minden sajatértekének a valos része negativ, akkor a p aszimptotikusan
stabilis egyensutlyi pontja a (2.1.) rendszernek, sét 1étezik C, 8, a > 0, hogy a (2.1.) minden x(t, q)
megoldasara |x(t,q) —p| < C-e % - |q|, ha |g — p| < &, azaz p ekkor exponencialisan is stabilis. -

b). HaazA=f ’Ep) matrixnak van p_ozitiv valbsrészii sajéltgrtéke, akkor a p instabilis egyensulyi
pontjaa (2.1.) rendszernek. -

C). Ha az 4 = f'(p) matrixnak minden sajatértéke pozitiv valosrészii, akkor a p teljesen instabilis
egyensulyi pontj_a a (2.1.) rendszernek. -
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Teljesiil a kovetkezd

2.3. Allitas: Tekintsiik a kovetkez6 un. kvazilinearis differencialegyenlet-rendszert:

x(t) =A4-x(6) + g(x(©), (2.3)
amelyre tegytik fel, hogy g(0) =0 ¢és % - 0,ha x - 0.
Tekintsiik a (2.3.) egyenletben a nemlinedris tagokat elhagyva, az egyenlet linearizaltjat:
() = A4 x(0). (2.4.)

Ha a (2.4.) linearizalt egyenlet origdja aszimptotikusan stabilis, akkor a (2.3.) egyenlet origdja is
aszimptotikusan stabilis. Ha a (2.4.) linearizalt egyenlet A matrixdnak minden sajatérték valos része
pozitiv (Iétezik pozitiv valos részl sajatértéke), akkor a (2.3.) egyenlet p = 0 egyensulyi helyzete
teljesen instabilis (instabilis).

2.4. Megjegyzések: a) Az elsé feltételbol kovetkezik, hogy az origo a (2.3.) egyenletnek egyensulyi
helyzete. A mésodik feltétel szerint a g mér csak linearisnal nagyobb rendii tagokat tartalmaz.

b) Megmutathaté, hogy a 2.2. a) Allitas megfordithatd: A p egyensulyi helyzet exponencialisan sta-
bilis pontosan akkor, ha az f’(p) matrix stabilis, azaz minden sajatértekének valos része negativ.
¢) Ez nem igaz az aszimptotikus stabilitasra, mint ahogy azt az x = —x3 példaja mutatja. [-]

Kétdimenzios autonom rendszerekre a 2.2. Allitas tovabb finomithato.
2.5. Allitas: (Poincaré) Ha f €C*ésRed = 0af'(p) Jacobi-matrix tetszoleges sajatértékére, akkor
a (2.1.) rendszer p egyensulyi helyzete ugyanolyan tipusa, mint a (2.2.) rendszerben az origo.

2.6. Megjegvyzés: Fontos szerepet jatszott, hogy Re 1 # 0 teljesiilt tetszOleges sajatértékre. Ha ez a
tulajdonsag teljesiil az adott matrixra, akkor a matrixot nem kritikus mdtrixnak, illetve az egyensulyi
pontot nem kritikus egyensulyi helyzetnek nevezziik. Ekkor a linearizalt rendszer a lokdlis tazisképet
meghatarozza. &

2.7. Megjegyzés: Ha a p egyensulyi helyzet kritikus, akkor az egyenstlyi helyzet stabilitasa altala-

ban linearizalassal nem donthetd el. Egyszerii példak vannak arra, amikor a (2.1.) rendszer egyensulyi
helyzete stabilis vagy instabilis fokusz, de a linearizaltja ugyanitt centrum. Kritikus egyensulyi hely-
zet lokalis vizsgalataban fontos szerepet jatszik a Ljapunov-féle direkt méodszer. o

2.8. Allitas: (Ljapunov-féle elégséges feltétel stabilitasra) (1892) Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi
helyzetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen megadhat6 olyan V:U - R C? ﬁiggvény? melyre

1. V(x) >V(p),ha x +p (azaz p aV fiiggvény szigoru lokalis minimumhelye U-ban),

2. V(x)- f(g) <0, ha g; D, X E_U,
akkora p egyensﬁly_i helyzet (lokélis;n) aszimptotikusan stabilis. Ha 2. helyett csak a

2" V(%) f(x) <0, x € U feltétel teljesiil, akkor p (lokalisan) stabilis egyensulyi helyzet.

2.9. Megjegyzés: A (2.1.) rendszer és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan:

V(x) = V(D) = V' (@(©) - 2(t) = V' (x(6) - f@(©)).
Ha a fenti kifejezés példaul negativ, akkor V csokken a palyak mentén. fgy a megoldasok ismerete
nélkil el tudjuk donteni, hogy egy adott fliggvény értéke a megoldasok mentén hogyan valtozik, hi-
szen ehhez csak az irdnymezd6t kell ismerniink. &

2.10. Megjegyzés: Ha a 2. feltétel helyett a gyengébb
2.7 V'(x)- f(x) <0 feltetel teljesiil,
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akkor a megoldasok nem feltétleniil kdzelednek V fliggvény minimumahoz, hanem csak annyit tud-
hatunk, hogy nem tavolodnak t6le. Ez a 2.8. Allitas miatt elégséges a stabilitashoz, de nem garantalja
az aszimptotikus stabilitast! Ugyanakkor a V*(x) - f(x) < 0 feltétel nem mindig teljesil. o

2.11.a) Allitas: (Barbasin-Kraszovszkij) (1952) Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi helyzetnek létezik
olyan U kornyezete, amelyen 1étezik olyan V:U — R C?! fliggvény, melyre

1.  V(x)>V(p), ha x #p,

2. V() fx)<0, x€U,

3. at-o ; (trivialis) megoldason kiviil az U halmaz nem tartalmaz olyan teljes x(t, x,)
palyat, amely mentén a ¢ — V(x(t, x0)) figgvény allando. Ekkor a p egyensulyi helyzet (lokalisan)
aszimptotikusan stabilis. -

A fenti tétel egy varidnsa a
2.11.b) Allitas: (Barbasin-Kraszovszkij) Tegyiik fel, hogy a p egyenstlyi helyzetnek 1étezik olyan U

kornyezete, amelyen megadhat6 olyan V:U - R C?! fliggvény, melyre

1. V(x) > V(p), ha x # P

2. V@) f(x)<0, x€U.

Legyen S ={x € U:V(x) = 0}. Tegyiik fel, hogy a x(t) = p (trivialis) megoldason kiviil
nincs mas teljes palya az S-ben. Ekkor a p egyensulyi helyzet (loké_lisan) aszimptotikusan stabilis.

Elégseges feltételt ad a globalis aszimptotikus stabilitasra az alabbi
2.12. Allitas: (Kraszovszkij) Tegyiik fel, hogy megadhat6 olyan V:R™ —» R C? fiiggvény, melyre
1. V(x)>V(p), ha x #p,
2. V(x)- f(x) <0, x €R",
3. avVv ﬁ'lggvény radialisan nem korldtos, azaz ha |x| — oo, akkor V(x) — oo,
4. a p azegyetlen invarians halmaz az § = {x: V(x) = 0} halmazban,
akkor a p egyensulyi helyzet globdlisan aszimptotikusan stabilis.

2.13. Allitas: (Kraszovszkij) Ha az 1. és a 3. tulajdonsag mellett teljesiil, hogy V’(x) - f(x) <0, ha
x #p, x € R™ esetén, akkor a p egyensilyi helyzet globélisan aszimptotikusan stabilis.

2.14. Megjegvzés: Az alabbi rendszerben az origd az egyetlen egyensulyi helyzet, 1étezik olyan
V:R? - R folytonosan differencialhaté fliggvény, melyre 1. V(x) > V(p), ha x # 0, 2. V’(x) - f(x) <0,
ha x # 0, x € R?, de az origd nem lesz globdlisan aszimptotikusan stabilis.
x+y . . _ X
Lex0)? Tekintsik a V(x) = ——

és vizsgaljuk a V(x) = ¢ szintvonalakat. Megmutathato, hogy a V radialisan korlatos és a V mentén a
megoldasok monoton csokkennek, viszont az origé nem globdalisan aszimptotikusan stabilis.

2

Egy ilyen rendszer példaul: x = _uf%)z +2y,y=2 + y? fliggvényt

2.15. Allitas: (Ljapunov-féle elégséges feltétel instabilitasra) Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi hely-
zetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen megadhato olyan V:U - R C?! fiiggvény, melyre
1. p nem lokalis minimumhelye a V figgvénynek,

2.V(x)- f(x)<0,hax #p, x€U,
akkor a p egyensulyi helyzet instabilis.

2.16. Allitas: Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi helyzetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen
megadhatd olyan V:U - R C?! fiiggvény, melyre
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1. V(x) > V(p), ha x #p,
2. V'(x) f(x)>0,hax#p, x€U,
akkor a p egyensulyi helyzet instabilis.

Nyereg tipust instabilitas esetén V’(x) - f(x) pozitivitasa az egyensulyi helyzet teljes kdrnyezetében
nem biztosithaté. Ebben az esetben alkalmazhaté az alabbi.

2.17. Allitas: (Csetajev) (1934) Tegyiik fel, hogy a p egyensu-
lyi helyzetnek Iétezik olyan U kdrnyezete és “ezen egy

V:U - R Clfiiggvény, valamint adott egy U; c U nyilt dssze-
fiiggd halmaz, amelyekre fennall:

XA

1. p € U, (9U; az U, halmaz hatérat jeldli), N\ AN
2. Hax € aU; n U, akkor V(x) =0,

3. Ha x € U; n U, akkor V(x) > 0 és V’(x) - f(x) >0,
akkor p instabilis egyensulyi helyzet.

2.18. Allitas: Tegyiik fel, hogy a (2.1.) rendszernek az x = 0 egyensulyi helyzete és az origonak
létezik olyan U = {x:|x| < k} kdrnyezete, amelyen megadhato6 olyan V:U — R C?* fiiggvény, amelyre

1. v(©=o,

2. V(0)=0 és V’(x)- f(x)>0,ha x # 0, x € U,

3. Az orig6 minden kérnyezetében létezik legalabb egy x pont, amelyre V(x) > 0,
akkor az origo instabilis egyensulyi helyzet.

2.19. Megjegyzés: A fenti tétel alkalmazasaban a , tipikus” fliggvény a V(x,y) = x*yf, x* —yf . @

2.20. Definicié: Legyen V:U - R C?! fuggvény. A V fiiggvény derivaltia az f vektormezdé mentén (A
V fliggvény n. Lie-derivdltja) az alabbi fliggvény:
(LeV)(2):=(V'(x), f(2)), ahol x € D, ahol (-, ) az R"-beli skalarszorzatot jelenti.

2.21. Allitas: Legyen x(t) a (2.1.) rendszer egy megoldasa. Ekkor a V*(t) = V(x(t)) képlettel defi-
nialt figgvényre V*(t) = (L;V)(x(t)), ahol t € D, .

Fontos specidlis eset, amikor V fiiggvény értéke a megoldasok mentén allando.
2.22. Definicié: A V fiiggvényt a (2.1.) rendszer elsé integraljanak nevezziik, ha (LsV)(x) = 0.

2.23. Allitas: Legyen V fiiggvény a (2.1.) rendszer elsé integralja és c € R V.
Ekkor az F = {x: V(x) = c} invarians halmaz. (- 3.2. Definicio)

Az egyensulyi helyzet attraktivitasi tartomanyarol szol az alabbi fontos
2.24. Megjegyzés: A 2.8 Allitasban lattuk, hogy ha a p egyenstlyi helyzetnek létezik olyan U kor-

nyezete, amelyen megadhato olyan V:U — R folytonosan differencialhato6 fliggvény, melyre

1 V(x)>V(),ha x#p, 2. V() f(x)<0,ha x#p,x €U,
akkor p egyensulyi helyzet (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. Ha ezen tulmenden 1étezik olyan
c> V(_p), hogy az S, ={x € U:V(x) < c} korlatos halmaz, akkor a p vonzasi tartomanya tartalmazza
az s, halmazt. Ha alkalmas c* > V(p) esetén, minden V(p) < c < c*esetén az S. korlatos halmaz, akkor
az Ui= U{S. : V(p) <c <c"} halmazt tartalmazza a B_vonzési tartomanya. Ha U = R" és |x| » o
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esetén V(x) — oo, akkor valamilyen c-re teljesiil, hogy az S, ={x € U:V(x) < ¢} korlatos halmaz, azaz
ebben az esetben a p egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabilis. (Ezt méar megfogalmaz-

tuk a 2.13. Allitasban is.) o

2.25. Megjegyzés: LaSalle-elv variansa.
Tekintsiik az x = f(x), x € Q autoném rendszert. Legyen V:Q — R folytonosan differencialhato

fliggvény és S c Q c R™ olyan kompakt invarins halmaz, amelyre V(x) < 0, hax € S.

Jeldlje N = {x € S: V(x) = 0}, valamint legyen M az N halmazban elhelyezkedé teljes trajektoridk uni-

6ja. (ez lesz a N halmazon beliili maximalis invarians halmaz) Ekkor az S-bél indul6 megoldasok

approximaljak az M halmazt, azaz tetszdleges x, € S esetén az x(t, x,) trajektoriara teljesiil, hogy
d(x(t, x0), M): = nf |x(t,%0) —y| =0, hat — oo.

Nemlinearis rendszerek egyensutlyi helyzeteire is értelmezziik az egyensulyi helyzet tipusait. (Nem
teljes osztalyozas! (— 3.53. feladat.)

2.26. Definicié: Tekintsiink egy x(t) = f(x(t)) kétdimenziés autondm rendszert. Irjuk fel a p egyen-
sulyi helyzet egy U kornyezetében a megoldésokat (r, ) polarkoordinatas alakban. A p -

- stabilis csomopont, ha tETwr(t) =0 €s tl_i)grnoolgo(t)l < o, -

- instabilis csomdpont, ha tl_i)r_noor(t) =0 ¢és tl_'zr_n()()kp(t)l < o,

- nyeregpont, ha 1étezik két olyan palya U-ban, melyek ¢t — +oo esetén p-hez tartanak, ¢s 1étezik két
olyan palya U-ban, melyek t - —o esetén p-hez tartanak. (ezek a péI;ék az un. szeparatrixok.) A
tobbi pontbol induld palya pedig t - +o esetén és t — —oo esetén is elhagyja U-t,

- stabilis fokusz, ha tl_i)r+noor(t) =0 és tETm|¢(t)| =00,

- instabilis fokusz, ha tl_i)r_noor(t) =0 és tl_i)r_nooltp(t)| =00,

- centrum, ha U-ban az egyenstlyi helyzeten kiviil minden palya periodikus.

2.27. Megjegyzés: Az els6 integral segitségével egyszertien megkaphatjuk a fazisképet, hiszen annak
szintvonalain fekszenek a rendszer palyai. Sokszor ugy sikeriil megmutatni a (2.1.) rendszer egyen-
sulyanak stabilitasat, hogy sikerl talalni egy olyan els6 integralt, amelynek a szintfeliiletei (nivohal-
mazai) korlatos, zart halmazt alkotnak. Ha az elsd integral, mint tobbvaltozos fiiggvény (lokalisan)
konvex vagy konkav, akkor a fazistérben a palyagorbék zartak. o

Nem allando6 elsé integralokra konstruktiv modszer sajnos nincsen. Ugyanis pl. mar n = 2 esetben
az x = fi(x,y), vy = fo(x,y) esetén a 0,V(x,y) - f1(x,y) + 3,V(x,y) - fo(x,y) = 0 elsérendii parcialis
differencidlegyenletet kellene megoldani, ami az eredeti rendszer megoldasaval ekvivalens. Van
példa olyan rendszerre, amelynek nincs (nem allando) els6 integralja!

Van viszont olyan (fontos) speciélis eset, amikor erre van némi esélyiink.

2.28. Definicié: Azt mondjuk, hogya x = f;(x,y) (2.5.)
y = f2 (x' J’)

rendszer Hamilton-rendszer, ha létezik H:D; > R (f = (fy, f2) kétszer differencialhato fiiggvény,

amelyre filx,y) = 0,H(x,y) €s fo(x,y) = —01H(x, ).

2.29. Megjegyzés: Ha Dy egyszeresen Osszefliggd tartomany, akkor a fenti H fliggvény létezésének

sziikséges ¢€s elégseges feltétele, hogy a, f1(x, ) + 02 f2(x,¥) = 0, vagyis div f(x,y) = 0.

Ekkor a (2.5.) rendszer H(x, y) Hamilton-fiiggvénye az g(x,y) = (—f2, f1) vektormezd primitiv fligg-
vénye lesz és természetesen a H(x,y) maga is egy elso integral. o
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2.30. Megjegyzés: Tekintsiik a (2.5.) rendszer linearizaltjat, az x = J - x rendszert. Ekkor

_ ( 021H(x,y) azzH(x:Y)>
—011H(x, y) _612{'1(35'3’) '
Tegytik fel, hogy az (xo,¥0) egyenstlyi helyzet nem elfajult, azaz det f'(xo, yo) = det](xo,¥0) # 0.

Ellendrizhetd, hogy det] = det H". Vilagos, hogy Tr ] = 0.

a) Tr ] = 0 és det] < 0 esetén a linearizalt rendszernek az origé nyeregpontja, (1.4. Allitas) igy az
(x0, o) (2.5.) rendszernek is nyeregpontja. (2.5. Allitas) Vilagos, hogy ez pontosan akkor kovetkezik
be, ha a H(x,y) Hamilton-fiiggvénynek az (x,,v,) nyeregpontja, ugyanis a H'"(xq,y,) matrix
indefinit.

b) Tr / = 0 és det] > 0 esetén a linearizalt rendszernek az origd centruma. (1.4. Allitas) Ismeretes
(2.38. Allitas), hogy ekkor a (2.5.) rendszer (x,,v,) egyensulyi helyzete centrum, vagy fokusz vagy

center-fokusz. Meggondolhato, hogy ez centrum. Ha a det H" (x,y) > 0, akkor az (x,,y,) nem elfa-

jult egyensulyi helyzetben a H(x,y) fliggvénynek lokalis széls6értékhelye van. A H'' (x,,y,) matrix
negativ vagy pozitiv definit, ekkor d;;H(x,,y,) elem nem nulla. A széls6érték egy kornyezetében a
szintvonalak zart gérbék, ekkor az (x,,y,) egyensulyi helyzet centrum. Megmutathatd, hogy Hamil-
ton-rendszer esetén ,,miikodik” a linearizalas, azaz ha a linearizalt rendszernek az origd centruma,
akkor az egyensulyi helyzetben a Hamilton-rendszernek is centruma van. g

2.31. Megjegyzés: A Hamilton-rendszerek fontos specialis esete az
¥+U'(x)=0 (2.6.)

mechanikai rendszer, ahol U C?! fiiggvény.
A megfelel6 ekvivalens differencialegyenlet-rendszer

X=y (2.7)

y =—U"(x).
Lathato, hogy a (2.7.) rendszer elsé integralja a V(x,y) =y72+ U(x) fiiggvény. Igy a rendszer
trajektoriai a V fiiggvény szintvonalain helyezkednek el. A (2.7.) egyenlet ekvivalens az % = F(x)
rendszerrel, ahol F folytonos valos fliggvény.

Jelolje T(y) = %(3&)2 = yz_z (mozgasi energia) és U(x) = — f;o F(t)dt (helyzeti energia).
Ekkor a teljes mechanikai energia: V(x,y) = T(y)+U(x) a (2.6.) els6 integralja. o

2.32. Megjegyzés: A (2.7.) rendszer Jacobi matrixa viszonylag egyszerii szerkezetii:
0 1
1=(Cunw o)
Mivel Tr] = 0, igy nem elfajult egyensulyi helyzet csak nyereg vagy centrum tipusi lehet.
Mivel det ] = U" (x),ezért,

a) ha az (x,, 0) egyensulyi helyzetben U" (x,) > 0,akkor az (x,, 0) centrum,

b) ha az (x,, 0) egyensulyi helyzetben U" (x,) < 0,akkor az (x,, 0) nyeregpont.
(A V Hamilton-fiiggvény U" (x) > 0 esetén (x,, 0)-ban lokalisan konvex, mig U”(x) < 0 esetén
(x0,0)-ban indefinit.)

c) Elfajult esetben, ha x,-ban az U-nak inflexios pontja van, azaz U-nak az elsé nem nulla derivaltja
paratlan rendii, akkor (x,, 0) egy un. csucs (cups) hiperbolikus szektorral. (2.33. abra) o
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7

2.32. Abra
Hiperbolikus szektor (topologiailag ekvivalens forma)

O

d) A 2.7. rendszer palyagorbéi az els6 tengelyre szimmetrikusak. &

Fontosak azok a rendszerek, amelyben 1étezik els6 integral.
2.33. Definicié: Az x = f(x), x € Q rendszer konzervativ, ha 1étezik E:Dy — R kétszer differencial-

hat6 tetszbéleges nyilt halmazon nem konstans fliggvény, amely a rendszer palyain konstans, azaz

E(x(1) = %E(z(t) =E(x() - 2(0) = E’(x(¥)) - f(x(¢) = 0.
2.34. Allitas: Konzervativ rendszerben egyensulyi pont nem lehet aszimptotikusan stabilis.

2.35. Allitas: Ha az x = f(x), x € Q konzervativ rendszer esetén a rendszer elsd integraljanak az x,

egyensulyi pontban szigoria minimumhelye van, akkor x, stabilis egyensulyi helyzet.

2.36. Megjegyzés: A fenti allitasban n = 2 esetben, ha x, izoldlt egyensulyi pont, akkor az x, centrum.
Nem izolalt egyenstlyi pont esetén ez nem igaz. Az alabbi példa meggy6z minket errdl:

X =xy

y = —x2

Egyszeriien ellendrizhetd, hogy az E(x, y) = x? + y? els6 integral, az origd nem izolalt egyensulyi
helyzet, valamint az E(x, y) fiiggvénynek az origéban szigorit minimumhelye van. Viszont az origd
nem centrum! o

2.37. Megjegyzés: A vektormezé szimmetriai segithetnek a palyagorbék lokalis vizsgalataban. El6-
fordulhat, hogy a palyak szimmetrikusak egy, az egyensulyi helyzeten athalado tengelyre, sikra vagy
az egyensulyi helyzetre. Ezt a megoldasok ismerete nélkiil is be lehet bizonyitani.

Tekintsiik egy altalanos x(t) = f(x(t)) autonom rendszert. Legyen T:R"™ — R" az a tiikrozés, amely

a palyakat onmagukba képezi az id6 visszaforditasaval, azaz ekkor egy p € R™ tetszéleges pontbol
indulo palya pozitiv értékekhez tartozo részét a T leképezés a T(p) pontb:’)l indulo palya negativ ér-
tékekhez tartozo részére képezi. igy fennall minden ¢ esetén az alabbi azonossag:

x(=t, T(p)) = T(x(t p)).
Ezt t szerint derivalva, majd t = 0 esetben: —f (T(p)) = T'(p) * f (p).
Ez utobbi ellendrzéséhez nem kell a megoldés_ok ismerete.

I. Kétdimenzidban, a fiiggéleges tengelyre valo tikrozés a T(x; y) = (—x, y) leképezés. A derivalt
matrixa
, (=1 0
= ( 0 1)'

gy az % = fi(x,y), y = f,(x,y) rendszer palyai a fiiggbleges tengelyre szimmetrikusak az idé meg-
forditasaval, ha f;(—x,y) = fi(x,y) és —f,(—x,y) = f,(x,y). EZ esetben a rendszer invarians a
(t,x) - (—t,—x) transzformaciora. Ha (x(t), y(t)) megoldas, akkor az (—x(—t), y(—t)) is megoldas.
I1. Kétdimenzidban, a vizszintes tengelyre valo tiikkrozés a T(x; y) = (x, — y) leképezés. A derivalt

matrixa
T=(p )
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gy az % = f,(x,y), y = f,(x,y) rendszer palyai a vizszintes tengelyre szimmetrikusak az idé megfor-
ditasaval, ha f,(x,—y) = —fi(x,y) és fo(x,—y) = f,(x,y). Ez esetben a rendszer invarians a
(t,y) = (—t, —y) transzformaciora. Ha (x(t), y(t)) megoldas, akkor az (x(—t), — y(—t)) is megol-
das.
Példaul, tekintsiik az
mi = F(x)

mechanikai rendszert. Vilagos, hogy a fenti rendszer invarians a t — —t transzformaciora (¥ valto-
zatlan marad) ¢és a fentivel ekvivalens

X=y

.1

y=—F(x)
rendszer invarians (t,y) - (—t, —y) transzformaciora. (Példaul a matematikai inga esetén, mint egy
filmet visszafelé nézve, nem latunk kiilonbséget.)
I11. Megadhato az origéra szimmetrikus palya tulajdonsaga is.
Ekkor egy p € R™ tetsz8leges pontbol indulo palya pozitiv értekekhez tartozo részét a T leképezés a
T(p) pontbol indulo palya pozitiv értékekhez tartozo részére képezi, igy fennall a
x(t, T(p)) = T(x(t,p)) azonossag minden t esetén. Ezt ¢ szerint derivalva, majd t = 0 esetben:

f(T@) =T(®) @)

Ez utobbi ellenérzéséhez sem kell a megoldasok ismerete.
Kétdimenzidban, az origdra valo tikkrozés a T(x; y) = (—x; —y) leképezés. A derivalt matrixa

r_ (—1 0
T=("y _1)
gy az % = fi(x,y), y = fo(x,y) rendszer palyai az origéra szimmetrikusak, ha
fl(_x; _}’) = _fl(x;y) €s fZ(_x: _3’) = _fz(x,}’)-

Ez esetben a rendszer invarians a (t, x, y) - (—t, —x, —y) transzformaciora. Ha (x(t), y(t)) megoldas,
akkor az (—x(—t), — y(—t)) is megoldas. o

2.38. Allitas: Legyen adott egy x(t) = f(x(t)) kétdimenzids autoném differencidlegyenlet-rendszer,
ahol f € C* egy sikbeli nyilt halmazon, valamint f(0) = 0. Tegyiik fel tovibba, hogy az orig6 a

linearizalt rendszernek centruma. Ekkor az orig6 az eredeti rendszernek vagy centruma,vagy un. cent-
rum-fokusza (3.53. feladat) vagy fokusza.

Megmutathat6 (Dulac 1923.), hogy sikbeli analitikus rendszernek nem lehetséges végtelen sok ha-
tarciklusa, igy teljesiil a 2.38. Allitas élesitése is.
2.39. Allitas: Legyen adott egy x(t) = f(x(t)) kétdimenzios autoném differencialegyenlet-rendszer,

Tegytk fel, hogy az f vektormezd analitikus egy sikbeli nyilt halmazon és f(0) = 0. Ha az origo6 a
linearizalt rendszernek centruma, akkor az origé az eredeti rendszernek vagy centruma vagy fokusza.

Nagyon fontos a 2.38. allitas kovetkezménye:
2.40. Kovetkezmény: Legyen adott egy x(t) = f(x(t)) kétdimenzids autondm differencidlegyenlet-

rendszer, ahol f € C* egy E c R? sikbeli nyilt halmazon. Tegyiik fel, hogy

a) P(x,,0) € E (P(0,y0) € E) izolalt egyensulyi helyzet,

b) f'(P(x0,0)) (f'(P(0,y,))) Jacobi-matrix tiszta képzetes sajatértéki kritikus matrix, igy az origd
a linearizalt rendszernek a centruma,

C) a rendszer palyai a vizszintes (fliggbleges) tengelyre szimmetrikusak az id6 megforditasaval.

Ekkor a P(x,,0) (P(0,y,)) egyensulyi helyzet a nemlinearis rendszernek is centruma, azaz van
olyan kérnyezete, amelyben minden megoldas periodikus.

2.41. Megjegyzés: Ljapunov-fiiggvény konstruktiv megadasi modja linearis rendszerek esetén. 1.




©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek 1.

Tekintsiik az x(t) = 4 - x(¢) linearis rendszert és legyen V(x):=< x,Px >=xT-P- x,

ahol P egy pozitiv definit és szimmetrikus matrix. Ekkor minden x # 0 vektor esetén V(x) > 0.
Mivel V(x) = x7 - (AT-P+P-4)  x=—x"-Q- x,ezért a V(x) kvadratikus alak pontosan akkor ne-
gativ definit (minden sajatértéke negativ), ha 16tezik olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil
az Gn. Ljapunov-egyenlet: A" P+ P-A = —Q. () Megmutathaté, hogy az origd a rendszer aszimp-
totikusan stabilis egyensulyi helyzete pontosan akkor, ha a Ljapunov-egyenletnek van megoldasa. o

Ezt mondja ki az alabbi

2.42. Allitas: A kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

1. Az A matrix esetén Re 4, < 0 teljesiil a matrix minden sajatértékére.

2. Van olyan Q pozitiv definit matrix, amely esetén a () Ljapunov egyenletnek létezik P pozitiv
definit matrix megoldasa.

3. Minden Q pozitiv definit matrix esetén a () Ljapunov egyenletnek létezik P pozitiv definit mat-
rix megoldasa a kovetkez6 alakban:

I~
Il

fooo edt. Q- edtdt.

2.43. Megjegyzés: Ljapunov-fiiggvény konstruktiv megadasi modja linearis rendszerek esetén. 11.
Lineéris rendszerek esetén mas lehetdség is van Ljapunov-fiiggvény megadasi modjara.
Tekintsiik az

x(t) = A4-x(0) )
linearis rendszert, ahol A = (ay) (i, k = 1,2,..n) n X n-es adott matrix. Tegyiik fel, hogy az 4 mat-
rix 0sszes sajatértékének a valos része negativ, igy az origd aszimptotikusa stabilis.
Jelolje a x(0) = x kezdeti értek feltétel teljesitd megoldast (¢, x ) és jeldlje ¢;(t) a () egyenlet
gi(O) = ¢, feltételhez tartozd megoldasat, ahol ¢; = (0,0,0, ....1,0, 00).
Vilagos, hogy ekkor ¢(t, x) = X721 x;p;(t), ahol x = (xy, X3, .., X1, Xp)- (x%)
Definialjuk a Ljapunov-fiiggvényt: V(x): = fooo lp(t, 0)|?dt .
A fenti V fuggvény pozitiv definit, ugyanis x # 0 esetén V(x) > 0. A feltétel szerint az 1.2. Megjegy-

zés alapjan a megoldasok exponencidlis sebességgel kozelednek a nulla megoldashoz, ezért
lp(t, x)| < K|x|e™™" minden ¢t > 0 esetén, ahol K, « > 0 adott szdmok. Kovetkezésképpen a fenti

improprius integral konvergens. Mivel
Vit 0) = J;” lo(t, )2 dz, igy
V@ =2 V)| =-let)? _ =—|x?<0hax =0 (+5%)
t ac = "— t=0 - t=0
Kovetkezésképpen a fent definialt V: R® — R fiiggvény Ljapunov-fliggvény.
Az is igaz, hogy létezik f > 0 szam, hogy V(x) < — B V(x) minden x # 0 esetén. [

2.44. Megjegyzés: Tekintsiik az x(t) = A - x(¢) + g(x) kvazilinearis rendszert.

Tételezziik fel, hogy % —0,hax - 0¢és g(0) = 0. Tegyiik fel, hogy az orig6 aszimptotikusan sta-

bilis egyensulyi helyzete a linearizalt rendszernek. Legyen V(x) = x” - P - x, ahol P olyan pozitiv
definit szimmetrikus matrix, amely adott Q pozitiv definit szimmetrikus matrixhoz tartozik, amelyre
teljesiil az un. Ljapunov egyenlet: AT - P +_g ‘A=—Q.Ekkor V(x) = —x"- Q- x +2x" - P~ g(x). (x)
A feltevés szerint minden ¢ > 0 esetén létezik olyan_6 > 0 szam, hogy minden x € 5(0,8)-re

lg(@)| < €lx|.
fgy x €5(0,6) esetén V(x) < —(Amin(Q) — lemax(g)s)|§|2. Elegendden kicsi e-ra
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Amin(Q) — 2Amax(P)e > 0, ezért ilyen e-raaz S(0,6)-naVv(x) =x"-P- fliggvény pozitiv
L min(g)
Zlmax(g)

tivitasi tartomanya: T o {x: V(x) < r}, ahol r = max{V(x): x € 5(0,8)}. &

X
L4 3 e . . A
definit és a V(x) negativ definit, azaz V(x) < 0, ha x € S(0, §), ahol ¢ <

. Az egy origo6 attrak-

2.45. Megjegyzés: Specialis autonom rendszer esetén is meg lehet konstruktivan adni Ljapunov-
fliggvényt. (Kraszovszkij-maodszer)
Tekintsiik a tovabbiakban az

x(t) = f(x(0) (28)

egy olyan n-dimenzids autoném differencialegyenlet-rendszert, ahol f € C*(D),0 € D c R™. Tegyiik
fel, hogy a rendszer egyensulyi helyzete az origé, valamint, hogy az f ’_(5) =: A(x) derivalttenzor mat-
rixara teljesiil, hogy az F(x): = A(x) + AT (x) negativ definit minden x € D esetén. Ekkor az origd
lokalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet és a V(x): = f T(x)- f(x), x € D arendszer egy
Ljapunov-fiiggvénye lesz. Ha ezenkiviil D = R", és a V(x) radialisan nem korlatos, akkor az origd
globalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. A V(x) a feltételek miatt pozitiv definit és
V(x):= ) (A7) + A(®) - f(x). Mivel a feltevés szerint az A(x) + A" (x) negativ definit, ezért a
V(x) negativ definit. @

2.46. Megjegyzés: A 2.45. Megjegyzésben latottak altalanosithatok autonom rendszer esetén.
(Altalanositott KraszovszKij-modszer) Tekintsiik a tovabbiakban az

x() = f(x(®) (2.9.)
egy olyan n-dimenzi6s autoném differencidlegyenlet-rendszert, ahol f € C*(D),0 € D = R™. Tegyiik
fel, hogy a rendszer egyetlen egyensulyi helyzete az origo, €s jeldlje f'(x):= A(x) az f vektormezd

derivalttenzoranak matrixat minden x € D esetén. Legyen P szimmetrikus, pozitiv definit matrix.
Jelolje V(x):= fT(x)* P- f(x),x € D. AV(x) a feltételek miatt pozitiv definit és

V@):= fT@)-A'@- P+ P A®) f(0).
Jelolje

Q@):=A4T(@)-P+ P-A).

Vilagos, hogy ha Iétezik olyan P pozitiv definit, szimmetrikus matrix, amelyre a fenti Q(x) matrix
negativ definit minden x € D esetén, akkor a V(x) negativ definit minden x € D-re. igy az origé 2.9.
rendszernek aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzete. Ha P egységmatrix, akkor a 2.45. ennek
a specialis esete. @

2.47. Megjegyzés: Ljapunov-fiiggvény megadasi modja a gradiens maodszerrel.

Tekintsiik az x(t) = f(x(t)) (2.1.) n-dimenzids differencidlegyenlet-rendszert, ahol f € (D),
D c R™ egyszeresen Osszefliggd tartomany és az origd aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet.
Legyen V(x) a rendszer egy alkalmas Ljapunov-fiiggvénye.

Jeldlje g(x): = grad V(x). Ekkor természetesen V(x) = g7 (x) - f(x).

A tovabbiakban az a célunk, hogy megvalasztjuk a g fliggvényt, hogy a V(x) pozitiv definit és a
V(x) negativ definit legyen. Vilagos, hogy a g vektormez6 potencialos, igy a g rotaciomentessége

miatt a % derivalttenzor matrixa szimmetrikus, azaz minden i,j = 1,2, ... n-re % = %.
X Jj i
Mivel a fentiek miatt a g vektormez6 konzervativ is, igy a V(x) megadhato az alabbi vonalintegral-
lalis V(x) = [ 5 g(w)du. A fenti vonalintegralban a gdrbe a 0-t01 x-ig terjedd tetszoleges gorbe, igy
specialisan a tengelyekkel parhuzamosan is integralhatunk:
V) = fy Ty g:@) du; = [ 91(ur, 0,..,0)dus + f;2(g2 (1,2, 0,..,0)duy + -+

+ foxn(gn(xl' X250 un)duna ahol g = (g1r92' ---gn)T'
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A fenti médszer sok esetben reménykeltd lehet, ezt egy példaval illusztraljuk.
Példa: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
xX=y
y = —h(x) —ay,
ahol h € C*, h(0) = 0,xh(x) > 0,hax # 0,x € (—d,c) (c,d > 0) ésa > 0.
(Ez a matematikai inga altalanositasaként is felfoghaté mechanikai rendszer.)
A fentiek szerint fogunk eljarni. Vilagos, hogy a rendszernek az origd egyensulyi helyzete.
Legyen

9607) = (G g2 o= (S LAY,

ahol a(x,y), B(x,y), y(x,y) és 6(x,y) késobb meghatarozando folytonosan differencialhat6 skalar-

" . ag . , . . ,
mezok. Mivel a P derivalttenzor matrixa szimmetrikus, ezért

SeYx LY +HBEY) = F XY + LY. ()
Legyen a tovabbiakban
o alny)i=al),py):=By(xy):=y,6(xy):=6.
A (x) miatt g = y. Igy
V(x,y) = (a(x)x — 8h(x) — aBx)y — (ad — B)y? — Bh(x)x.

Legyen

a(x)x — 6h(x) —afx:= 0.
Ekkor

V(x,y) = —(as — B)y* — Bh(x)x.

Tovabba

x y

Veuy) = [ @Gu+ py)du + | (Bx -+ dwdu =
0 0
= %(x, V) (CZB g) (;) + 6 fox h(w)du.

Legyen

§>0, 0< B < aé,példaul B:=kaés,ahol 0 < k < 1.
2
Ekkor a fentiek értelmében a (C;f g) = (C;c (i‘? k;(S
V(x,y) is az. Vilagos, hogy a V(x,y) = —(ad — B)y? — Bh(x)x = —(ad — kad)y? — Bh(x)x
negativ definit. Kovetkezésképpen az origd lokalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet és
az origd egy vonzasi halmaza M = {(x,y): x € (—e, e)}, ahol e = min{|d|, |c|}.

) matrix pozitiv definit, igy a

Altaldban linearizalassal az origé stabilitasa nem donthetd el. []
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2. Feladatok

2.1. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = x? differencialegyenlet x = 0 megoldasanak stabilitisat!

2.2. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = (1—x)x egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabilitasat!
Aszimptotikus stabilitas esetén hatarozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.3. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = (x —1)x(x+1)2 egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabi-
litdsat! Aszimptotikus stabilitas esetén hatarozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.4. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = x — x3 egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabilitasat!
Aszimptotikus stabilitas esetén hatdrozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.5. feladat: (Megoldas) Lehetséges-e egy differencialegyenletnek olyan instabilis egyensulya,
amelynek a kornyezetébdl induld minden megoldas mégis korlatos?

Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenleteknek a fazisportréit!
2.6. feladat: (Megoldas) X —kx =0 (kvalos paraméter)
2.7. feladat: (Megoldas) X—2xx=0
2.8. feladat: (Megoldas) X + xsignx = 0

Az alabbi feladatokban vizsgaljuk meg az origd, mint egyensulyi helyzet tipusat a stabilitds szem-
pontjabol!

2.9. feladat: (Megoldas) X=2xy—x+y
y=5x*+y3+2x -3y

2.10. feladat: (Megoldas)  x = x% +y% — 2x
y =3x% —x + 3y

2.11. feladat: (Megoldas)  x = e**2Y — cos3x

Yy =v4+8x —2e”
2.12. feladat: (Megoldas) x=xy+x
y=x*-y

2.13. feladat: (Megoldds) x=xy—-y+x
y=3x—-2y—xy

2.14. feladat: (Megoldas) % = x + x? + y?

y=y-—-xy

2.15. feladat: (Megoldas) % = 2x +y + xy*
y=x—-2y—xy

2.16. feladat: (Megoldas) x = —-yv1—x?2 x| <1
y = xV1—x?
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2.17. feladat: (Megoldas)  x = siny
y =—sinx

Az alabbi feladatokban vizsgaljuk meg egyensulyi helyzetek tipusat a stabilitas szempontjabol!

2.18. feladat: (Megoldas) x=x+y
y=x+y’

2.19. feladat: (Megoldas) x=1-xy

y=x-y
2.20. feladat: (Megoldds) x=1-y
y=x*-y?

2.21. feladat: (Megoldds) x =x—xy
y=x-y

2.22. feladat: (Megoldas) x=xy—x
y=xy-y

2.23. feladat: (Megoldas) x =x —x% —xy
y =3y —xy-2y?

2.24. feladat: (Megoldas) x =x+xy
y=x*-y
2.25. feladat: (Megoldas)  x = x + 2xy?
y = -2y + 4x%y

2.26. feladat: (Megoldas) x=x3+y
y=x+y?

2.27. feladat: (Megoldas) — x = —x + xy?
y =—4y

2.28. feladat: (Megoldas) X=y
y = —sinx — 3y

2.29. feladat: (Megoldas) x=y?-1
y=x%+y%-2

2.30. feladat: (Megoldas) % = x2+y%2—-25
y=xy—12

2.31. feladat: (Megoldds) x = -y
y=x3—x+xy

2.32. feladat: (Megoldds) x=x-y
y=x+y-—-2xy
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2.33. feladat: (Megoldas)

2.34. feladat: (Megoldas)

2.35. feladat: (Megoldas)

x=1-xy
y=(x-1y
X=y
y=x*-x-y

x=x(1-x-y)
y=yB-x->y)

2.36. feladat: (Megoldas) Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet egyensulyi helyzetének

stabilitasat:

X—2%—x+2x =Xx +ix

2.37". feladat: (Megoldds) Hatdrozzuk meg az origdban a linearizlt rendszer stabilis, instabilis és
centralis alterének a dimenzidjat! (Lorenz-rendszer)

X =ay—x)
y=Bx—y—xz (a,Bésy>0)
Z=-yZ+Xxy

Hatarozzuk meg a linearizalt rendszer stabilis, instabilis és centralis alterének a dimenzidjat az

egyensulyi helyzetekben!

2.38. feladat: (Megoldas)

2.39. feladat: (Megoldas)

2.40. feladat. (Megoldas)

2.41. feladat: (Megoldas)

X=y+z
y=x*-2y
Z=x+Yy

X =Xxy
y=x+y
z=x+2z
x=x+y+1
y=y+V1l+2x?
X=y

y=1z

z=x*-yz—-1

Vizsgaljuk az alabbi autonom rendszerek globalis fazisképét!

2.42". feladat: (Megoldas)

2.43". feladat: (Megoldas)

*

2.44", feladat: (Megoldas)

*

2.45", feladat: (Megoldas)

x=x-x3—-xy?—y
y=y-x*y -y +x

x=-y—xy?—x3
y=x-y>-x’y

Xx=y+x—x3-xy?
y=y-x-y>-x%y

x=x(1—x2+y?)?*-y
Y=y -x2+y?)*+x
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2.46". feladat: (Megoldas) % = x(yx2+y2—1)(Jx2+y2-2)—y
y=y(x2+y2-1)(Jx2+y2-2) +x

247" feladat: (Megoldas) % = xf (Y2 +y2) -y
y = yf(\/x% +y2) + x, ahol f € C(R)

2.48" feladat: (Megoldds) x = x — xy (Lotka-Volterra-féle populaciodinamikai modell)

y=xy—-y
2.49. feladat: (Megoldds) x =1y
y=xy-y

2.50. feladat: (Megoldas) — x = —y3
y=x

2.51° feladat: (Megoldds) &% = —x — ax® (a > 0)
2.52. feladat: (Megoldas) X + kx = 0 (Csillapitatlan harmonikus rezgémozgas) (k > 0)

2.53. feladat: (Megoldas) x =y
y=-y'-x

2.54. feladat: (Megoldas) ¥ +e* =k  (k valos paraméter)
2.55. feladat: (Megoldas) X —e* =k  (k valds paraméter)

2.56". feladat: (Megoldas) x =
)'] — x4- _ xZ

2.57. feladat: (Megoldas) % = —x/x2 +y2 —y
y=-yJx?2+y%+x

2.58" feladat: (Megoldas) % =1—x? —y?

y =2x

2.59. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa!
x=y°
y =

Vizsgaljuk az alabbi Hamilton-rendszerek egyensulyi helyzeteinek a tipusat!

2.60. feladat: (Megoldas) x =1y
y = —2x3

2.61. feladat: (Megoldas) % =1—x2 —y?
y = 2xy

2.62. feladat: (Megoldds) x =1y
y = 2x — 2x3
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2.63. feladat: (Megoldés) x =1y
y=-x>—-x

2.64. feladat: (Megoldas) x =1y
y=(2cosx —1)sinx

Alkalmas Ljapunov-fiiggvény segitségével dontsiik el az origo stabilitasat!

2.65. feladat: (Megoldas) x=x3-y
y=x+y?

2.66. feladat: (Megoldas)  x = 2y3 —x°
y=-x-y>+y°

2.67. feladat: (Megoldas)  x = xy? — x3
y=-y®-2x%

2.68. feladat: (Megoldas)  x = —xy*
y=x%

2.69. feladat: (Megoldas)  x = xy + x3

y=-y+y*—x3+x*

2.70°. feladat: (Megoldas) % = 2y° —x3
y=-2xy’

2.71° feladat: (Megoldds) x =1y —x3
: 3
y=—x

2.72. feladat: (Megoldas) % =2y —x—7y3
y=x-=2y

2.73. feladat: (Megoldas) x = —y — x3

y=x-y°
2.74. feladat: (Megoldas)  x = —x3 + xy?
y=-2xy —y*
2.75". feladat: (Megoldas) % = —x3 + 2y3
y = —2xy?

2.76" feladat: (Megoldds) % + f(x)x + g(x) = 0, ahol az f és g differencialhaté fiiggvények,
valamint minden x # 0 esetén f(x) > 0 és xg(x) > 0 (Gn. Liénard-egyenlet specialis esete)

2.77. feladat: (Megoldas)  x = —xy*
y=x'y

2.78. feladat: (Megoldas)  x = —x — 2y?
y=xy-y?
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2.79. feladat: (Megoldas)  x = x? + y?
y=x+y

2.80". feladat: (Megoldas) x = —x3 +y*
y=-y>+y*
2.81". feladat: (Megoldas) x =y —sin3x
y = —4x — sin3y

y—x+ x?
—x

2.82. feladat: (Megoldas)

x
y
2.83. feladat: (Megoldas)  x = xP(x,y)

y =yQ(x,y), ahol a P és Q az origd egy kdrnyezetében folytonos ne-

gativ fliggvények.
2.84° feladat: (Megoldds) x =1y
y = —h(x,y)y — x,ahola h > 0 folytonos fiiggvény az origd egy kor-
nyezetében.
2.85. feladat: (Megoldas)  x = 3y* — 2x*

y = 5x%y + 3y
3 4 x2y

2.86". feladat: (Megoldas) x =7y

y = x?
2.87". feladat: (Megoldas) x =7y
y = x — ysinx

2.88. feladat: (Megoldas) % =y + x(x? + y?)
y=-x+y(x*+y?)

2.89". feladat: (Megoldas) x = x2? —y?
y =—2xy

2.90. feladat: (Megoldas)  x = xy + x3
y=-y+y>+x*

2.91. feladat: (Megoldas) Hatarozzuk meg az alabbi rendszerben az orig6 stabilitasat, ha a valds pa-
raméter!

Xx=ax—y+x3

y=x+ay+y3

2.92. feladat: (Megoldas) Megfelel6en valasztott Ljapunov-fiiggvény segitségével hatarozzuk meg,
hogy az orig6 milyen k paraméter esetén lesz stabilis, aszimptotikusan stabilis, illetve instabilis!
x=y+kx(x?+y?)
y =—x+ky(x? +y?)

2.93". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy tetszéleges a > 0 szam esetén az alabbi rendszernek
1étezik periodikus megoldasa!
X—axx+x=0
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2.94. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek az azonosan nulla megoldasa
stabilis, de minden mas megoldasa instabilis!

x=-y(x*+y?)

y=x(x*+y?)

2.95". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az % =y rendszert. Tegyiik fel, hogy
y=fxy)
1.f(00)=0,
2.(f(x,y) - f(x,0))y <0,
3. f;cf(t, 0)dt < 0 az origd egy kérnyezetében.
Mutassuk meg, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az x(t) = 0 megoldas stabilis!

2.96. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az origo stabilis egyensulyi helyzete az aldbbi diffe-
rencialegyenlet-rendszernek!

¥=-x3—-x%x

2.97". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az origo stabilis egyensulyi helyzete az alébbi diffe-
rencialegyenlet-rendszernek!

¥=—-x+x3—-x%x

2.98". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az X = —ax + bf (y) rendszert. Tegyiik fel, hogy
y=cx—df(y)
1. f(0) =0,
2. yf(y)>0,hay # 0,
3. a,b,c és d olyan pozitiv szamok, amelyre ad > bc.
Mutassuk meg, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az x(t) = 0 megoldas aszimptotikusan sta-
bilis!

Vizsgaljuk az alabbi rendszereket!

2.99. feladat: (Megoldas) X = 2xy
y — xZ _ yZ
2.100". feladat: (Megoldas) F=r(1-r) ),
¢ =sin* 2
2.101". feladat: (Megoldas) x=x(1-/2+y)-2a- sz’i—yz)

. X X
y=y@-yxi+yH+30-==)

2.102. feladat: (Megoldas) 6 =-Isin0 -6

(Az ingamozgas surlodo kdzegben:© a kitérés szoge, m a test tomege, | az inga hossza és k a sebes-
séggel aranyos surlddasi erd)

2.103". feladat: (Megoldas) x=vy-—x3
y=—x+2x%y—y3



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek 1.

2.104". feladat: (Megoldas) (Vinograd-példa)

P x2 (y-x)+y°>
T (x2+y2)(1+(x2+y2)2)

o y%(y-2%)
Y = Gy D2y D)D)

2.105. feladat: (Megoldas) x =ky—xy (k valds paraméter)
y = —kx + x?

2.106. feladat: (Megoldas) x = x3 + 2xy?
- 3
y=y

2.107. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek a trivialis megoldason kiviili
minden megoldasa véges idon beliil nem korlatos lesz! Adjuk meg ezt az id6t a (1,0) kezdSpontbol
indul6 megoldas esetén, ha t, = 0!

x=y+x(x?+y?)

y=-x+y(x*+y?)

2.108. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa,
de nincs hatarciklusa!

X=-y+xy

y=x+3(x*-y?

2.109". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik nem trivialis periodi-
kus megoldasa!

x=y-y*

y=-x-y°

2.110". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek létezik nem trivilis periodi-
kus megoldasa!
X =-y—x?
y=Xx
2.111. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert! (Briisszelator-modell)
x=x(1-y?)
y=yy-1)

2.112. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x = x2 _ y2
y =2xy

2.113". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=y
y=-x-y(l-x?)
2.114". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
x = —8x —xy? - 3y3
y = —2x%y + 2xy?

2.115. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X = —x+2x% + y?
y=-y+y?
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2.116". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
x=-2x+y+x3y?
y =—x—2y+x%y3

2.117". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!

X=y
y=-x—2y—x3

2.118". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-x+Yy
y = =2y +x?

2.119. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
x =-3y
y =x —a(2y3® —y),ahol a < 0.

2.120. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-x-y
y=2x-y+y

2.121. feladat: (Megoldas) Csetajev-tételt alkalmazva, mutassuk meg, hogy az orig6 instabilis egyen-
sulyi helyzete az alabbi rendszernek!

x=x3+y

y=x+y3

2.122. feladat: (Megoldas) Csetajev-tételt alkalmazva, mutassuk meg, hogy az orig6 instabilis egyen-
sulyi helyzete az aldbbi rendszernek!

X=x+Yy
y=x—y+xy?

2.123. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X = —x+y?
y = -2y +3y?

2.124. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x=xy? -1
y=-y(*-1)

2.125. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a lineéris rendszerek esetében definialt csomdpont,
fokuszpont, drvénypont és nyeregpont teljesiti a 2.27. Definiciod feltételét!

2.126. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=xy—Xx
y=xy-—y

2.127. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-x-3y+2z+yz
y=3x—-y—z+xz
Z==-2x+y—z+xy

2.128. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd vonzasi halmazat!
X=y
y=-ax’-By (ap>0)
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2.129*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat!
X = —4y + x*
y = 4x + y?

2.130. feladat: (Megoldas) Adjunk példat olyan rendszerre, ahol az origé stabilis egyensutlyi helyzet,
de a linearizalt rendszer instabilis.

2.131*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az egyenstlyi helyzetek stabilitasat!

X = -y —xy?
y=x-x'y
2.132. feladat: (Megoldas) Adjuk meg a rendszer egy alkalmas Ljapunov-fiiggvényét!
X =-x
y=x-y

2.133. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy Hamilton-rendszer esetén ,,miikodik” a linearizalas,
azaz ha a linearizalt rendszernek az origd centruma, akkor az egyensulyi helyzetben a Hamilton-
rendszernek is centruma van.

2.134. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origo stabilitasat!
x=y-—x3 y=-x-2y+2x3

2.135. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy ha f: R —» R olyan folytonos fiiggvény, amelyre
f(0) =0, ¢és xf(x) > 0, akkor az x = —f(x) rendszer x = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan
stabilis!

2.136. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az orig6 stabilitasat!
X=-x,y=-x-y-y°

2.137. feladat: (Megoldéas) Mutassuk meg, hogy ha az 4 + AT pozitiv definit matrix, akkor az A
Hurvitz-matrix.

2.138. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az orig6 stabilitasat!
x=xy*=2x% -y, y=2x+2x%y3 -y’

2.139*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origé stabilitasat!
x = —x3y?% y = —2x?%y3

2.140*. feladat: (Megoldas): Adjunk meg egy olyan autonom rendszert, amelyben az orig6 az egyet-
len egyensulyi helyzet, és 1étezik olyan V:R? - R folytonosan differencialhat6 fliiggvény, melyre

1L V(@) >V(p).ha x#0,2. V() f(x)<0.ha x#0, x € R?,
de ennek ellenére az origd nem lesz globalisan aszimptotikusan stabilis.

2.141. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszer egyensulyi helyzete globalisan
aszimptotikusan stabilis! X =-xy
y=w(l-ay) (a,w>0)

2.142. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origo egyensulyi helyzetét!
X=y

. X
y=-

1+y?2
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Kétdimenzios autonom periodikus rendszerek

Kétdimenzioban megmutathatd, hogy minden palya t — o esetén vagy egyensulyi helyzethez vagy
egy periodikus palyahoz vagy egyensulyi helyzeteket 6sszeko6té an. homoklinikus-heteroklinikus pa-
lyak lancolatahoz tart. (Ez magasabb dimenzidban mar nem teljesiil, itt mar felléphet a Gn. kdosz.)

3.1. Definicié: Az x, pont periodikus pont, ha létezik p > 0, amelyre x(t + p, xo) = x(t,x,) minden
t valos szamra. Egy periodikus pont palyajat periodikus pdalydanak nevezziik. Feltehet6, hogy p a leg-
kisebb periodus. (— 3.3. Megjegyzés a).)

3.2. Definicio: A K c R? pozitivan invaridns, ha minden t > 0 és x, € K esetén x(t,x,) € K.

3.3. Megjegyzések: a) Nem konstans periodikus megoldasnak létezik legkisebb periddusa.

b) Ha t; < t,-re x(t,,x0) = x(t2, xo), azaz ha a megoldasok metszik egymast, akkor x(¢, x,) konstans,
vagy p = t, — t; periodussal egy periodikus megoldas.

¢) Periodikus megoldas palyaja zart palya, egy un. zart Jordan-gorbe. o

Ha K egy pozitivan invarians kompakt halmaz, azaz a palyak mindeniitt befelé mennek és nincsen a
K-ban egyensulyi helyzet, akkor kell, hogy legyen benne periodikus palya.

3.4. Allitas: (Poincaré-Bendixson tétel — gyenge alak) (1901) Ha ¢ # K c R? adott kompakt, poziti-
van invarians halmaz és nincsen a K-ban egyensulyi helyzet, akkor van a K-ban periodikus palya.

Megjegyzés: A 3.4. Tételben sziikséges, hogy K olyan kompakt halmaz, amelyben nincs egyensulyi
helyzet. Ugyanis,

1. Legyen K = R? és x = 1,y = 1. EKkor K pozitivan invarians és nem tartalmaz periodikus palyat.
2. Legyen K orig6 koriili (zart) korlemez és x = —x, y = —y. EZ sem tartalmaz periodikus palyat.

3. A K zartsaga is fontos, tekintsiik a 2.-t, ahol a K origotdl megfosztott, origd koriili kdrlemez.
Ekkor K pozitivan invarians, nem zart és nem tartalmaz periodikus palyat. ©

3.5. Allitas: (Bendixson-kritérium) Haa x(t) = f (x(t)) kétdimenzios rendszer esetén a div f allando

eléjelii egy T egyszeresen Osszefliggd sikbeli nyilt halmazon és legfeljebb egy gorbe pontjaiban tiinik
el, akkor a rendszernek nincs olyan periodikus palyaja, amely teljesen a T-ben fekszik.

Ha egy mennyiség szigortian monoton csdkken vagy nd, akkor nem létezhet periodikus palyaja.
3.6. Allitds: Ha létezik olyan V:T — R folytonosan differencidlhatd fiiggvény, amely mentén a
trajektoridk szigor monoton nének vagy csdkkennek, azaz V’(x) - f(x) > 0, illetve V’(x) - f(x) <0,

akkor rendszernek nincs T-ben periodikus palyaja.

Periodikus palya nemlétezésének bizonyitasahoz hasznos lehet még a Bendixson-Dulac teszt is.
3.7. Allitas: Ha a x(t) = f(x(t)) kétdimenzios rendszer esetén létezik olyan g:T — R folytonosan

differencialhaté fuggvény a T egyszeresen 6sszefiiggd sikbeli nyilt halmazon, amelyre div (f - g) al-

lando elgjelii és legfeljebb egy gorbe pontjaiban tiinik el, akkor nincs a rendszernek olyan periodikus
palyaja, amely teljesen a T-ben fekszik.

Periodikus palya 1étezésének egyértelmiiségére hasznos lehet az alabbi
3.8. Allitas: (Dulac) Ha a x(t) = f(x(t)) kétdimenzids rendszer esetén létezik olyan g:4 — R foly-
tonosan differencialhato figgveny egy A gyiiriiszerii sikbeli nyilt halmazon, amelyre a div (f - g) al-

lando elgjelii és legfeljebb egy gorbe pontjaiban tiinik el, akkor a rendszernek legfeljebb egy hatar-
ciklusa lehet, amely teljesen a A-ben fekszik.
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Bevezetjiik a kétdimenzids rendszerek globalis vizsgalatanak hasznos segédeszkozét, a vektormezo
un. Poincaré-indexét. Tekintsiik @ x(t) = f(x(t)) kétdimenzios rendszert. Mikozben egy pont pozitiv
koriiljarasi iranyban korbejarja az adott y = {x(t):t € [a, b]} egyszerl, azaz Gnmagat nem metszo, €s
zart gorbét, a vektormez6 vektora folytonosan elcsavarodik. EKkor a y minden (x,y) pontjaban az

x = (x,y) vektormezd egy jol definidlt szoget zar be a pozitiv elsé tengelytél mérve. Jeldlje ezt

0(x,y). igy 0(x,y) = arctg % Definialja é€s jeldlje indf(y) := i[@(x, y)] a vektormezo altal
1 - 14

megtett fordulatok nettd szamat a y gérbe mentén, azaz a rendszer indexét (forgdsszamdat) a y gor-

bére, amikor (x,y) egyszer az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban végig mozog a y-n. A gorbe

indexe tehat megadja, hogy a (f1(y(t), f2(y(t)) vektor hanyszor fordul kérbe, mialatt a ¢ befutja az

[a, b] intervallumot. Az index zart gérbe esetén mindig egész szam.

Sok esetben egy vektormezonek indexét egy gorbére nézve a fenti definicid alkalmazasaval is ki lehet
szamolni. Bonyolultabb esetben az index konkrét kiszamitasanal hasznos lehet az alabbi

3.9. Allitas: Tekintsiik az % = f;(x,y),y = f»(x,y) kétdimenzios rendszert, és legyen y:[a, b] - R2
folytonos, egyszeri és zart gorbe, amely nem halad at egyenstlyi ponton. Jelolje (x,y) az (x,y) pont-
ban a (fi(y(®);f2(y(t)) vektor szogét, valamint 6*(t):= 6(y(t)) minden t € [a,b] esetén. Ekkor
F10©) S f2(rO)~F2(r©) oF 1)

Fr1@O)+f5(r2(0) '

ind (y): = %ff 6*(t) dt, ahol 6*(t) =

3.10. Allitas: Tegyiik fel, hogy a y egyszerii zart gorbe, az fc 1 yektormez6 értelmezett a y-n és a y
belsejében, valamint f(x,y) # 0 y gdrbén €s a belsejében. Ekkor indf(y) = 0.

3.11. Allitas: Egy zart gorbe indexe nem valtozik a gorbe vagy a vektormezd folytonos deformalasa
soran, ha a gorbe a deformacio soran nem megy keresztiil egyensulyi pontokon, illetve a vektormezd
deformdacidja kdzben a gérbén nincs egyensulyi pont.

A 3.11. Allitas miatt korrekt az aldbbi

3.12. Definicié: Legyen (x,y,) izolalt egyensulyi helyzet. Az egyensuilyi pont indexe ind (x4, )
legyen tetsz6leges, az egyensulyi helyzetet koriilvevé, de mas egyensulyi helyzetet nem tartalmazé
egyszerl, zart gorbe indexe.

Nem elfajult esetben a kvazilinearis rendszer origdjanak (mint egyenstlyi helyzetnek) az indexe meg-
egyezik a linearizalt rendszer origdjanak az indexével, valamint, ha a linearizalt rendszer matrixanak
nincsen 0 sajatértéke, akkor a nemlinearis rendszer origdjanak (mint egyensulyi helyzetnek) indexe
1 vagy —1. Ha ez csomopont, centrum vagy fokuszpont, akkor ez 1, ha ez nyeregpont, akkor —1.

3.13. Allitas: Tegyiik fel, hogy a vektormezé értelmezve van a periodikus palya belsejében. Ekkor a
periodikus palya belsejében van legalabb egy egyensulyi helyzet. Ha egyetlen egyensulyi helyzet van,
akkor az csak csomopont, fokuszpont vagy centrum lehet.

Azt gondolhatnank, hogy a fenti allitas fetszoleges homoklinikus palyaval vagy periodikus palyaval
rendelkez6 rendszer esetén is teljesiil. A 3.63. feladat viszont példat mutat olyan periodikus pdlyadra,
amelynek belsejében nincs egyensulyi helyzet. A 2.112. feladatban a rendszernek a palyai az origora
illeszkedd homoklinikus korsorok, de a homoklinikus palyak belsejében nincs egyensulyi helyzet,
ugyanis ez egyetlen, az origd. A palyak itt az origd kornyezetében un. elliptikus szektort alkotnak.

o

Elliptikus szektor (topologiailag ekvivalens forma)
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3.14. Allitas: Ha a vektormezd értelmezve van a y periodikus palya belsejében, akkor ind(y) = 1,
s6t periodikus palya belsejében fekvé egyenstlyi helyzetek indexeinek 6sszege 1.

3.15. Allitas: A periodikus palya belsejében 16v6 egyenstlyi helyzetek indexeinek dsszege egyenlé a
gorbe indexével.

Zart palya lehetetlenségérél szol az alabbi
3.16. Allitas: Tekintsiik az % = f;(x,y) kétdimenzios rendszert.
y = f2 (x' }’)
Tegytk fel, hogy az f = (fy, f2) # 0, valamint a rot f =0 egy egyszeresen dsszefliggd D tartoma-
nyon. EKkor a rendszernek nincsen D-ben fekvé zart palyaja.

Sok esetben célszerti vizsgalni egy gorbe un. palyamenti vagy orbitalis stabilitasat a fazistérben.
Tekintsiik példaul a Naprendszer legegyszeriibb modelljét, amelyben az origoban a nagy M tomegi
test (a Nap) talalhato, és kortilotte egy Kis m tomeg test (a Fold) kering. A rendszert leiré konzerva-
tivnak folyamatot az mi# = —yMmr/|r3| Newtoni mozgasegyenlet irja le, ahol r a bolygd sugarvek-
tora és y > 0 a gravitacios allando. Ismeretes, hogy a bolygok palyaja, azaz a kezdeti feltételeknek
(helyzetnek és sebességnek) megfeleld palyak a fazistérben ellipszisek, és ha csak egy kicsit valtoz-
tatjuk a kezdeti helyzetet €s a sebességet, akkor a megfeleld ellipszis csak kis mértékben valtozik. Ez
azt jelenti, hogy valamiféle stabilitas uralkodik, ennek ellenére a bolygd mozgasa nem stabilis
Ljapunov-értelemben. Ez latszik a Kepler Ill. torvényébdl, amely szerint két bolygd forgasidejének
(azaz periddusainak) négyzeteinek aranya megegyezik az ellipszispalyai féltengelyeinek kobeivel. A
periodusok legkisebb nullatol eltérd kiilonbségének az a kovetkezménye, hogy a tetszoleges tavoli
jovoben olyan pillanatok kovetkeznek be, amikor a két bolygo, az eredeti €s a perturbalt egymassal
szemben all, azaz tdvolsdguk nagy lesz.

3.17. Allitas: Legyen az  x(t) = f(x(t)) rendszer esetén x, p-periodikus pont és ¢(t) p-periodikus
megoldasa az ¢(0) = x, kezdeti ertek problemanak. Ekkor a megoldas nem aszimptotikusan stabilis.

fgy periodikus megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis, mégis egy kornyezetbdl induld palyak
kozel maradhatnak, illetve tarthatnak is ide. Ezért a fazistérben a megoldas stabilitasanak a leirasara
célszerli bevezetni az orbitalis, azaz palya menti stabilitas, aszimptotikus stabilitas fogalmat.

3.18. Definicié: Legyen az x(t) = f(x(t)) rendszer esetén az x(t,p) T-szerint periodikus megoldas
altal definialt G (zart) palya, azaz G: = {x(t,p), t € [0,T]} © R™ A G palya orbitalisan stabilis, ha min-
den £ > 0-ra létezik §(¢) > 0, hogy minden_q-ra, amelyre d(q,G) < &(¢) esetén x(t,q) minden t >
0-ra értelmes, teljesiil, hogy minden ¢ > O-ra_d(g(t, q),6) < e. A G lokalisan aszimptot?kusan orbita-
lisan stabilis, ha orbitalisan stabilis és 1étezik &, > 0,_ hogy minden g-ra, amelyre d(q, G) < &, teljestil,
hogy lim d(x(t, ), G) = 0. (Ezt stabilis hatdrciklusnak is nevezziik.) A palya orbitdlisan instabilis,
ha nem orbitalisan stabilis. (d(g; G):= min,cg|q — p|, ahol a | - | az R™-beli euklideszi norma.)

A orbitalis stabilitas fogalmat ki lehet terjeszteni nem feltétleniil periodikus palyéak stabilitasara.

3.19. Definicio: Az x(t) = f(x(t)) rendszer G*: = {x(t, xy):t = 0} ¢ R" trajektoriaja orbitdlisan Sta-
bilis vagy Poincaré-stabilis_, ha minden ¢ > 0-ra 1étezik §(¢) > 0, hogy minden olyan y,-ra, amelyre
d(yo,G*) < 8(¢), az x(t,y,) minden ¢ = 0-ra értelmes és minden ¢ > 0-ra d(x(t, yo), G_+) < . Ellen-
kezd esetben a G* Poincaré-instabilis. A G* trajektoria (lokalisan) aszimptotikusan orbitdlisan stabi-
lis vagy aszimptotikusan Poincaré-stabilis, ha G* Poincaré-stabilis és 1étezik &, > 0, hogy minden y-

ra, amelyre d(y, G*) < &y, teljesil, hogy }irg d(x(t,y),6*) = 0.
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A fenti definici6 szerint, ha egy mozgas kellden kozel keriil az G* palyahoz a t = 0 idépontban, akkor
kozel marad hozza minden t > 0 esetén. Meggondolhatd, hogy a t = 0 pillanatnak ebben nincs jelen-
tésége. Valoban, tegyiik fel, hogy valamely t, esetén d(x(to, yo),G*) < 6(¢), ahol 6(¢) az e-hoz tar-

tozd delta a definicié szerint. EKKor nyilvanvaloan d(x(t, x(ty, Vo)), G*) < & minden t > 0 esetén,
azaz d(x(t +to,¥0),G*) = d(x(t, x(t0,¥0)),G*) <& minden t > 0 esetén. Ez azt jelenti, hogy az
x(t, yo) definidlva van minden t > to-ra €s d(x(t, ), G") < ¢ teljesiil minden t > ¢, esetén. Hason-

l6an lathato, ha G* orbitalisan aszimptotikusan stabilis és egy megoldas kozelebb keriil a palyahoz,
mint §(¢), akkor t — o esetén a tavolsag nulla.

Igy vilagos az alabbi ekvivalens definicio:

3.20. Ekv. Definicié: Az x(t) = f(x(t)) rendszer G*(xo) = {x(t,x0):t = 0} ¢ R™ trajektoridja orbi-
talisan vagy Poincaré-stabilis, ha minden £ > 0-ra létezik §(¢) > 0, hogy minden olyan y,-ra, amelyre
0 = Yol < 6(¢), aZ x(t, y) Minden ¢ = 0-ra értelmes és d(x(¢, o), G* (xo)) < € minden ¢ > 0-ra. El-
lenkezé esetben a G +@(5 Poincaré-instabilis. A G*(x,) trajekt?)ria lokalisan aszimptotikusan Poin-
caré-stabilis, ha Poincaré-stabilis, és 1étezik &, > 0, hogy minden y-ra, amelyre d(y, G*(x,)) < &,
teljesiil, hogy lim d(x(t,y), G* (o)) = 0. - -

Példa: Mutassuk meg, hogy az un. Duffing-rendszer nem trivialis megoldasai Poincaré-értelemben
stabilisak, de nem lesznek Ljapunov-stabilisak!

xX=y

y=-—x—x3
Megoldas: A rendszer Hamilton-rendszer. Az origd centrum. Minden megoldas periodikus. A Ha-
milton-fiiggvény: H(x,y) = y? + x2 + %x“’. A pélyak szimmetrikusak az x és az y tengelyekre.
Feltehetjiik, hogy x(0) = xo és y(0) = 0. EKKor y2(t) + x2(t) + 5 x*(t) = x§ + 5 x¢. Jelolje p(xy) az
x(0) = xo, y(0) = 0-hoz tartozé megoldas periodusat. igy az y > 0 félsikon

1
#(O) = y(0) = (o +3x§ — 1) — 224 ()2 és x (B2) = —x.
Kovetkezésképpen
1
at 1 1 3 ¢
o=@+ — 22O —5x*(6) . gy

1
P(xo) = 2 77 (xf +5x8 — x2(0) — 5 x* (D) 2dx.
Numerikus kozelitéssel kiszamolhato, hogy p(1)~4,7680, p(2)~3.1792,...,p(10)~0.7362. Szemlé-
letesen eléggé nyilvanvald, hogy lim p(x) = 0.
X—00
Polarkoordinata-rendszerrel: 7(t) = —r3(t) sin p(t) cos3 @(t), ¢(t) = —(1 + r2(t) cos* @(t)).
Vilagos, hogy minden nem trivialis megoldas Poincaré-stabilis is. Lathatd, hogy a kiils6 palyak le-
hagyjak a belsoket, igy a nulla megoldason kiviil egyetlen megoldas sem lesz Ljapunov-stabilis. m

3.21. Megjegyzés: r = 0 esetben a rendszer ,,atmegy” az r(t) = 0, ¢(t) = —1 rendszerbe, ami ekvi-
1

valens az x = y, y = —x rendszerrel. Ekkor p(x,) = 2 f_xfm(x(z) — x?(t)) 2dx = 2m.

3.23. Definicio: Az alabbi rendszert gradiens rendszernek nevezziik: x(t) = —V - V(x(t))grad V(x(t)),
ahol V:R" - R (n € N) adott folytonosan differencialhato fiiggvény és V a Nabla szimbolum.

3.24. Allitas: A gradiens rendszernek nem 1étezik periodikus megoldésa.



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek 1.

3. Feladatok

Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszereknek nincs periodikus megoldésa!

3.1. feladat: (Megoldas) x=y+x3
y=x+y+y°

3.2. feladat: (Megoldas) X=7y
y=-y(l+x*+x*)-x

3.3. feladat: (Megoldas) X=y
y=-2-x

3.4. feladat: (Megoldas) X=y
y=vy(1+x%)+x3

3.5. feladat: (Megoldas) x=x(1-y?
y=x-y(1+e%)

3.6. feladat: (Megoldas) X =y+2xy
y=x+x%-y?2

3. 7. feladat: (Megoldas) X=y
5/: 1+x2—y(1—x)

3.8*. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
nincs periodikus megoldasa!

x =x%+y?

y — yZ + XZ eX

3.9. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D={(x,y):1<x?+y? <2} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
. 3
X=x—-y—x
y=x+y-y°
3.10. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D={(x,y):1<x?+y? < 2} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
x=x+y—x3
y=-x+y-y°

3.11. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?

x=1-x

y=x*-y?

3.12. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x*+y*t< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
x=y3+x(1—-4x*-y*)
y =
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3.13. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nem létezik periodikus megoldasa az alabbi diffe-
rencidlegyenlet-rendszernek a D = {(x,y): x? + y? < 4} halmazon!

x=x—xy?+y3

y =3y —x’y +x3

3.14. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?

X =x+2xy?+y3

y=y+2x%y+2x3

3.15. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x?+y?< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldésa!
x=-x3+x-y
y=x-x%y

3.16. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?

x=x—2y%+2x3

y=-x%+2y+xty

3.17. feladat: (Megoldas) Van-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszernek?
X=x—2
y = 4x? — y?

3.18. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y):% <x?+y?< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!

xX=Yy
y=-x+y-x*y -2y

3.19. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x?+y?< 1} tartomdnyon létezik periodikus megoldésa!
Xx=x-y—x3-2xy?
y=x+y-xy-2y°

3.20. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs sem a pozitiv, sem a ne-
gativ szamsikon periodikus megoldésa!

x=-y+xt-xy

y=x+Xxy

3.21. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs semmilyen pozitiv
a ¢és b szdmok esetén periodikus megoldésa!

x =y?

y =x—ay + 2x* — aby?

3.22. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy autoném rendszer esetén a Ljapunov stabilitasbol
kovetkezik a Poincaré-stabilitas! Adjunk példat arra, hogy a megforditas nem feltétleniil teljesiil!
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3.23. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszer egyidejiileg Poincaré és Ljapunov
értelemben stabilis!
x=1
y=0
3.24. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a x = x Poincaré-instabilis!
y=y

3.25. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk a kdvetkezé rendszer hatarciklusainak a Poincaré-stabilitasat!
X = —y + xsin /x? + y?
y = Xx + ycos/x? + y?

3.26. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk a kovetkez6 rendszer megoldasainak a Poincaré-stabilitasat!
X=X
y=yhny (y>0)

Szamitsuk ki az alabbi rendszerek egyensutlyi helyzeteinek indexét!

3.27. feladat: (Megoldas)  x = 2xy
y=x*-y?

3.28. feladat: (Megoldas) x =x
y=-y

3.29. feladat: (Megoldds) x =1y
y=x

3.30. feladat: (Megoldas) % =1+ y?

y=x
3.31". feladat: (Megoldds) x = ax + by (a, b, c és d valds szamok)
y=cx+dy

3.32. feladat: (Megoldas) Szamitsuk ki az origd kdzéppontu r = 1 sugara korvonalnak az alabbi
rendszerre vett indexét!

x=2x%+1

y =2xy

3.33. feladat: (Megoldas) Szamitsuk ki az origdé kozépponta r = 1 sugarti kdrvonalnak az alabbi

rendszerre vett indexét!

x=1y3
y=x°

3.34. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nyeregpont indexe mindig —1.
3.35. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy csomdpont indexe mindig 1.

3.36. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy fokuszpont indexe mindig 1.
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3.37". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az aldbbi rendszert

x=x+f(x,y)

y=y+g(x,y), ahol f és g az egész sikon korlatos kétvaltozos fiigg-
vények. Mutassuk meg, hogy a fenti rendszernek 1étezik legalabb egy egyensulyi helyzete!

3.38. feladat: (Megoldas) Tekintsiik azt a sikmodellt, amely feliilr6l modellezi a forgdszelet, azaz
minden pontban vegyiik a szél fijasanak iranyaba mutatdé megfelel6 nagysagh sikbeli vektort. Mivel
forgoszElrél van szo, feltételezhetjiik, hogy van egy olyan zart gorbe, amelynek peremén 1évo vekto-
rok az illet6 perempont érintdjével mindig hegyesszdget zarnak be. Tegyiik fel, hogy ez a vektormezd
folytonos. Mutassuk meg, hogy a gorbe belsejében van legalabb egy szélcsendes pont!

3.39". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek létezik
nem trivialis periodikus megoldasa!

¥4+ (x?+2(%)?-1Dx+x=0

3.40". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek egyetlen
hatarciklusa 1étezik!

x=x-y-—x3—xy?

y=x+y-y>-x%y

3.41". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy van nem trivialis periodikus megoldasa az aldbbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X=y

y =—-x+y(1-3x?-2y?)
3.42". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy létezik nem trivialis periodikus megoldésa az alabbi
differencialegyenlet-rendszernek!

x=x+y—x3-2xy?

y=-x+y-3x’y—2y3
3.43". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy van nem trivialis periodikus megoldéasa az alabbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X = -y +2x%y

y =x+ 2xy?

3.44", feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy van nem trivialis periodikus megoldésa az alabbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X=y
y=—x*—xy’

3.45". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az alabbi differencidlegyenlet-rendszert!

X =y

y=-g(),
ahol g(0) = 0, g folytonos, szigortian névekedd fliggvény, amelyre foxg(t)dt - 00, hax - too.
Mutassuk meg, hogy ekkor minden megoldas periodikus.
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3.46". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek létezik (nem konstans) perio-
dikus megoldésa!

F=1r—1r>-713(1+sin?p)

p=1
3.47. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nincs periodikus megoldasa az alabbi differencial-
egyenlet-rendszernek!

X =2x—x>—xy*
y=y-y>-x%
3.48". feladat: (Megoldas) Van-e periodikus megoldésa az alabbi differencialegyenlet-rendszernek?

x = xcos(x?> +y?) —y
y = ycos(x? +y%) +x

3.49. feladat: (Megoldas) Milyen a és b-re l1étezik zart trajektdridja az alabbi linearis rendszernek?
X =ax + by
y=cx+dy

3.50". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a kovetkezd differencidlegyenletnek nincsen nem
konstans periodikus megoldasa!
¥+x+e(®@)3+sinx=0 (£>0)

3.51". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek létezik (nem konstans) perio-
dikus megoldasa!

X =y

y=y(09-x*-2y*) —x

3.52. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a 3.10. Allitas megforditasa nem igaz, azaz egy gorbe
indexe lehet tgy 0, hogy a gorbe belsejében van egyensulyi helyzet!

3.53. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek végtelen sok hatarciklusa van!

X =-y+xy/x?+y?-sin !

x2+y2
o [r2 2. gy
Yy=X+yJxc+y sm\/Wy2 ,
ahol (x,y) # (0,0) és legyen a rendszer jobboldala, f(0,0) = 0.

3.54. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az r = 1 palya aszimptotikusan Poincaré-stabilis,
de nem aszimptotikusan Ljapunov-stabilis!

r=1-r

0=r.

3.55. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az y = 0 palya aszimptotikusan Poincaré-stabilis!
x =1+ x?
y = —=2xy.

3.56. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs periodikus megoldasa!
x=y—x3
y = —X.
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3.57. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi polarkoordinataban megadott rendszernek
1étezik periodikus megoldasa!

F=r(1-73)+0.5rcosg

¢ =1

3.58. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek van periodikus megoldasa!
X =4x + 2y — x(x? +y?)
y=-=2x+y—y(x?*+y?).

3.59. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek van periodikus megoldasa!
Xx=x—y+x%-2x(x?+y?)?
y=x+y+xy—2y(x*+y?)l2

3.60. feladat: (Megoldas): Tegyiik fel, hogy f, g: R?> - R olyan folytonos fiiggvények, amelyekre
teljesiilnek az alabbi feltételek:

a) Az {(x,y): f(x,y) = 0} zart, egyszerii gorbe, amely az origét belsé pontként tartalmazza,

b) g(x,y) # 0.
Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek van periodikus megoldasa!

x =—xf(x,y) +yg(x,y)
y=-yf(xy)—x9(xy).

3.61. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek van periodikus megoldasa!
x=x-—y+x3-15xy?
y=x+y+x?y—0.5y3

3.62. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik egyetlen periodikus
megoldasal!

x=-y+x(1-2x%-3y?)

y =x+y(1-2x%-3y?)

3.63. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik egyetlen periodikus
megoldasa, viszont a periodikus palya belsejében nincs egyensulyi helyzet!
F=1--
r
.1
Y=z

3.64*. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs periodikus megoldasa!
X =-y—x?
y=-x+y?

3.65. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy periodikus palya belsejében nem lehet végtelen sok
egyensulyi helyzet!
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Megoldasok

1. Fejezet-Megoldasok

1.1. Megoldas: (Feladat) A, =1 és A, = 5. Az origd instabilis csomépont. E,, = R?,
dimE; =dimE, =0 m

1.2. Megoldas: (Feladat) 2, = —1 és 1, = 3. Az origd nyeregpont. dim E; = dimE, = 1 ¢és
dimE, =0 m

1.3. Megoldas: (Feladat) A, = 2i és 1, = —2i. Az orig6 centrum. E, = R? és dimE, =2 m
1.4. Megoldas: (Feladat) A, =—1, 1, =1és A3 =2. dimE;=1 ¢és dimE, =2 m

1.5. Megoldas: (Feladat) A, =1, 1, =1és A3 =—i. dimE, = 2 és dmE, =1 m

1.6. Megoldas: (Feladat) A,, = —1, 13 =3. dimE; = 2 és dimE, =1 m

1.7. Megoldas: (Feladat) A,, =0, A3 =3.dimE, =2 és dimE, =1m

1.8. Megoldas: (Feladat) 1. a < —1 esetén nyereg, 2. —1 < a < 3 esetén instabilis fokusz, 3. a>3
esetén instabilis csomopont. a = —1 esetén a nem izolalt egyensulyi helyzet instabilis. m

1.9. Megoldas: (Feladat) 1. a> 1 esetén nyereg, 2. 0 < a < 1 esetén stabilis csomopont, 3. a< 0
esetén nyereg. a =0 és a =1 esetén a nem izolalt egyensulyi helyzet stabilis, de nem aszimptotiku-
san stabilis. m

1.10. Megoldas: (Feladat) 1. a< 0 esetén nyereg, 2. 0 < a <3 esetén instabilis csomoépont, 3.
a> 2 esetén instabilis fokusz. a = 0 esetén a {(0,y) : y € R} nem izolalt egyensilyi helyzet instabi-
lis. m

1.11. Megoldas: (Feladat) 1. a< —1 esetén nyereg, 2. —1<a < —% esetén centrum, 3. a> —%

esetén nyereg. a = —1 esetén a {(t,t) : t E R} ésa = —% esetén a {(t, 2t) : t € R} nem izolalt egyen-
sulyi helyzetek instabilisak. m

1.12. Megoldas: (Feladat) 1. a< — 3 esetén stabilis fokusz, 2. —3 <a <0 stabilis csoms, 3.

a> 0 esetén nyereg. a=0 esetén a {(¢,0) : t € R} nem izolalt egyensulyi helyzet stabilis, de nem
aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

1.13. Megoldas: (Feladat) A,, = 1¢és 1; = —1.dim E; = 1 és dim E,, = 2. (p-t6l fliggetleniil.) m

1.14. Megoldas: (Feladat) Az invarians alterek dimenzidja csak p = 0 esetén valtozhat.
1. p=0 esetén dimE. =2 és dimE, =1,
2. p>0 esetén dimE, = 3,
3. p<O0esettn dimE;=2 és dimE, =1.m
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0 1

1.15. Megoldas: (Feladat) A rendszer egyiitthatdo matrixa 4 = (2 _1

szer instabilis. m

). A =1¢és 1, = -2, arend-

1.16. Megoldas: (Feladat) A rendszer egyiitthatdo matrixa 4 = (_g D a rendszer instabilis. =
0 1 0
1.17. Megoldas: (Feladat) A rendszer egyiitthatd matrixa 4 = ( 0 0 1). A Hurwitz-Krité-
-2 -1 -1

rium szerint differencialegyenlet-rendszer instabilis. m
1.18. Megoldas: (Feladat) A, = -1 és A, = -3, a rendszer aszimptotikusan stabilis. m

1.19. Megoldas: (Feladat) A rendszer matrixanak a sajatértékei 4y =-6+1i és 1, = —6 — i. AZ azo-
nosan nulla megoldas aszimptotikusan stabilis. m

1.20. Megoldas: (Feladat) A, = —1és 1,3 = —gii@ Az azonosan nulla megoldas aszimptotikusan
stabilis. m

1.21. Megoldas: (Feladat) A Hurvitz-kritérium szerint ez a polinom stabilis pontosan akkor, ha
1.a>0 ¢és 22ab—2>0.m

1.22. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. A, =1 és A, = —1, az origd
nyeregpont.

1.23. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A, = 4i és A, = —4i, az origo
centrum. m

1.24. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzet {(x,0):x € R}. 1;, =0¢és A, =1
Az x-tengely pontjai nem izolalt instabilis egyensulyi helyzetek. m

1.25. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. 4, = 1 és 1, = —1, az origd nye-
regpont. m

1.26. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. 1, = —1 és A, = 3 adodik, az
origd nyeregpont. m

1.27. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A, = —2 és A, = —1 az origd
aszimptotikusan stabilis csomépont. m

Megjegyzés: Tekintsiik az x(t) = 4 - x(t) rendszert, ahol A legyen most 2x2-es matrix.
Ekkor az altalanos megoldas: x(t) = c,e Mts; + cye *2ts,, ahol ¢, c, tetszéleges konstansok.
Ha 1, < A, <0, akkor a palyak grafikonjai az origdban érintik az s, altal meghatarozott egyenest.

Hasonl¢ igaz, ha 1, > 1, > 0.

1.28. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet {(x,—x) : x e R}. 2, =0 és 1, =1.
Az y = —x egyenes pontjai nem izolalt instabilis egyensulyi pontok. igy dim E, = 1 és dimE, = 1.
Ekkor a E, az y-tengely ésa E. = {(x,—x) : x € R}.

1 1

1.29. Megoldis: (Feladat) 4= () 2

) M==24i, A= =210, 5 = (,}) illetve
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Sy = _11_i). gy legyen T = (_1 (1)) A differencialegyenlet y = T~x transzformacioval az y
sikon: y = (:i _%) y. () = =2r(t) ¢és ¢(t) = —1, igy a palyagdrbék az x sikon negativ iranyita-
suak.

Megjegyzés: A palyagorbék spiralis alakzatok. Az (1, 0) ponthoz tartozd sebességvektor a (—1,—2)
vektor, ami alapjan a koriiljarasi irdny negativ irdnyitast. m

1.30. Megoldas: (Feladat) 4 = (_f
legyen T = ((1) _(1)) A differencidlegyenlet y = T~1x transzformacioval az y sikon:

) =—24idy =205 = (1) illetve 5, = (1) fay

y= (:i _;) y. 7(t) = =2r(t) és ¢(t) = —1, azaz a palyagdrbek az y sikon negativ iranyitasaak
¢s az origdhoz tartanak. Az x sikon a palyagorbék pozitiv iranyitasuak. (— 1.32. feladat) m
Megjegyzés: Az (1, 0) ponthoz tartozd sebességvektor a (—2, 1) vektor, igy a koriiljarasi irany pozi-
tiv.m

1.31. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzet: x = 0ésy = —1. u:= x és v: =y + 1. Ez esetben
U=u-—v,v=—4u+v. A3 =-1, 1, =3é s, = (), s, =(_}) A faziskép a homogén rendszer
fazisképének a d(0,—1) vektorral valo eltolasaval kaphaté meg.

1.32. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik egy y sikgorbét és vezessiik be az x(t) = r(t) cos ¢(t) és

y(t) = r(t) sinp(t) polarkoordinata-rendszert. Legyen A = (‘Cl Z

julo linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy ¢(t) > 0t > 0-ra és det4 > 0. Ekkor
x(t)\ _ _(acos@(t) + bsing(t) ) o c cos @(t)+d sin ¢(t)

A (y(t)) =7 (c cos@(t) +dsing(t) /) Mivel §(t) = artg (a cos @(t)+b sin @(t)

@@ = %(ad — bc)g(t). Ha det A > 0, akkor (¢)(t) > 0 és ha det 4 < 0, akkor (¢)(t) < 0. m

) matrixszal megadott nem elfa-

), ezért

1.33. Megoldas: (Feladat) Az altalanos megoldas

x(t) = 1% (cos(Bt)u — sin (B)) + c,e (sin(BE)u + cos(B))
alaku, ahol az 4 matrix sajatértékei A1,, = a + if és a hozzatartoz6 sajatvektorok s,, = u + iv. A fel-
tétel miatt sziikségképpen @ = 0. m



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek 1.

2. Fejezet-Megoldasok

2.1. Megoldas: (Feladat) Jelolje x(t, 0, x,) az egyenlet x(0) = x, (x, # 0) feltételt teljesité megoldasat.
X(t,o, xo) = 1—t0

dasa nem stabilis. m

2.2. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y; = 1 és y, = 0. Az y; = 1 megoldas aszimpto-
tikusan stabilis, mig az y, = 0 megoldas instabilis. A vonzasi tartomany: T = (0, ©).

2.3. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y; = 1, y, = —1ésa y; = 0. AZ y; = 0 megoldas
aszimptotikusan stabilis, mig az y, = 1 megoldas instabilis és az y, = —1 Gn. félig instabilis. Az y; =
0 vonzasi tartomanya: T = (—1,1). =

2.4. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y, =1,y, = —-1¢ésay; =0.Azy, = 1ésaz
y, = —1 megoldas aszimptotikusan stabilis, mig az y; = 0 megoldas instabilis. Az y; = 1 vonzasi
tartomanya: T; = (0, ), az y, = —1 vonzasi tartoménya: T, = (— oo, 0).

2.5. Megoldas: (Feladat) A 2.4. Feladat szerint az azonosan nulla megoldas instabilis, de az ezen
megoldas egy kornyezetébdl indulé megoldasok korlatosak. m

2.6. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: {(x,0):x € R}. 1, =0¢s A, = k. k > 0 esetén
instabilis, k < 0 esetén stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. k = 0 esetén a vizsgalando rendszer:
x =y,y = 0. A palyagorbék az y(x) = c gorbék. Az egyenstlyi helyzetek instabilisak.

2.7. Megoldas: (Feladat) A differencialegyenlet ekvivalens a x = y,y = 2xy rendszerrel. Az egyen-
sulyi helyzet {(x,0) : x € R}. A palyak egyenlete: y = x? + c. Az egyensulyi helyzet instabilis. m

2.8. Megoldas: (Feladat) A differencialegyenlet ekvivalens az x = y, y = —xsignx rendszerrel. Az
egyetlen egyensulyi helyzet az origd. Az origd nem stabilis egyensulyi helyzet. m

2y—1 2 1
2.9. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = (2013 +2 3; * ) f'(0,0) = ( _é) Az origbd aszimpto-

tikusan stabilis. m

2.10. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) ) '(0,0) = (_i g) Az orig6 nyeregpont. m

2.11. Megoldas: (Feladat) f'(0,0)

_ ) Az origd nyeregpont. m

2x

+ —1-

(or -
&
2.12. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) (1 y ) f'(0,0) = ( _(1)) Az origd nyeregpont. m

2.13. Megoldas: (Feladat) f'(x,y)

stabilis fokusz. m

X\ (1 -1 . :
x),f (0,0) = (3 _2). Az origd aszimptotikusan

1+ 2x

2.14. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = ( —y

csomépont. m

12_yx), 7©,0=(F 9). Az origo elfajult instabilis
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2+y3 1+3xy?

2.15. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = ( ) f'(0,0) = (i _;) Orig6 nyeregpont. m

11—y —2—-x
2 )
2.16. Megoldas: (Feladat) f'(x,) =< “2"‘ - > £(0,0) = ((1’ ‘3) Az origd
V=X~ =
centrum. m
2.17. Megoldas: (Feladat) f'(x, y) = (—c?)sx Coéy), £(0,0) = (_2 (1)) Az elsé integral F(x,y) =

cosx + cosy. Az origd centrum. ®

2.18. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0) és P,(—1,1). f'(x,y) = (i Zly)

f'(p) = (1 (1)) és f'(P,) = (1 ;) A P; és P, pont instabilis csomépont. m

- —x
2.19. Megoldss: (Feladat) Az egyensilyi helyzetek: Py (1,1) és Py(—1,—1). f'(x,y) = ( f _3y2).

igy f'(p) = (_1 :;) ésf'(P,) = (1 _:13) A P, pont aszimptotikusan stabilis (elfajult) csomopont

és P, pont nyeregpont. m

2.20. Megoldss: (Feladat) Az egyensilyi helyzetek: Py(1,1) és Py(=1,1). f'(x,y) = (Zox __Zly).

gy f'(Py) = (g :;) és f'(Py) = (_(2) :;) A P, pont aszimptotikusan stabilis fokusz és P, pont
nyeregpont. m

2.21. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1) és P;(—1,—1).

ran=." Dy ren=(G Dren=0Q e rea=(% _]) Arpont

nyereg, a P, és P; pont aszimptotikusan stabilis fokuszpont. m

2.22. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0) és P,(1,1). f'(x,y) = (y ; 1 x f 1).

gy f/(p) = (_(1) _2) f'(Py) = (g (1)) . A P; pont aszimptotikusan stabilis csomopont, a P, pont

nyeregpont. m

2.23. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P, (0, %) P5(1,0) és P,(—1,2).
1

, _(1-2x-y —x , (1 0y [~z %), _(-1 1y,
2
F'(P,) = (_12 _41}) A P, pont instabilis csomdpont, a P, pont aszimptotikusan stabilis csomépont,

a P; és P, pont nyeregpont. m

1+y x)_

2.24. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. f'(x,y) = ( 9 —1

Az orig6 nyeregpont. m

1+ 2y? 4xy >

2.25. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. f'(x,y) = ( 8ry  —2+ dx?

Az origd nyeregpont. m
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2.26. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P; (0,0), P,(1,—1), P;(—1,1).

2 4
Fen = ) fey Fen=(] o) rea=r@=(7 ;). Ar pontnyeregpont, a

P, és P; pont instabilis csomopont. m

. e S _(—1+y?* 2xy
2.27. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. f'(x,y) = 0 1)
1 0

f'(0,0) = (_ 0 — 4). Az origd aszimptotikusan stabilis csomdpont. m

2.28. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: Py (km,0) ,ahol k € Z. f'(x,y) = (—c(())sx _é)
0

gy f'(P) = ((_1)k+1 _é) A P, (km, 0) pontban a), ha k = 2n, akkor aszimptotikusan stabilis
csomépont b), ha k = 2n+1, akkor nyeregpont. m

2.29. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(1,1), P,(1,—1), P;(—1,—1) és P,(—1,1).

Fan=(p o) re=0 Drea=0 2ren=(9 Herea=( %)

P; és P; pont nyereg, a P, pont aszimptotikusan stabilis fokusz és a P, pont instabilis fokuszpont. m

2.30. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(3,4), P,(—3,—4), P3(4,3) és P,(—4,—3).

ren=5 ) re=6 Drea=( Dre=¢ Heren=(C3 29

A P, és P, pont nyereg, a P; pont instabilis csomopont és a P, pont aszimptotikusan stabilis csomo-
pont. m

2.31. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,0) és P;(—1,0).
/ — 0 _1 I _ O _1 I _ 0 _1 J4 i _ O _1
FEN=(32 141y x)FE=( rea=0Q e rea=0G )

A P, pont nyereg, a P, pont instabilis fokuszpont és a P; pont aszimptotikusan stabilis fokusz-
pont. m

2.32. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0) és P,(1,1). f'(x,y) = (1 —12y 1 :12x)
voos (1 =1\ aeps (1 —1

f'(P) = (1 1), f'(P) = (_1 _1). A P; instabilis fokusz és a P, nyeregpont.m

2.33. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet: P, (1,1). f'(x,y) = (_i x__"l).

-1 -1
0

igy f'p) = ( 1 ) A P; aszimptotikusan stabilis fokusz. m

2.34. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,0) ésa P;(—1,0).
' 0 1\ o 0 1\ . 0 1\, 0 1
Fen=Ge_, ) reo=(5 )rea=0G e rea=(, )

A P, pont aszimptotikusan stabilis fokuszpont, a P, és a P; pont nyeregpont. m
2.35. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(0,2), P3(1,0) és P,(—3,4).

, _(1-2x-y —Xx , (1 0\ . (=1 0\ . (-1 -1\ 4
ey =( 3peay) I PO=(5 Dren=(T5 ren=(7y ) e

-y
f'(p) = (_i _56’). A P; pont instabilis csomdpont, a P, pont aszimptotikusan stabilis csomopont, a

P; és a P, pont nyeregpont. m
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2.36. Megoldas: (Feladat) Egyensulyi pont az origd. x =y, y =z,Z2 = -2x+y + 2z + xz + yz,

0 1 0 0 1 0
f'(x,y,2) =< 0 0 1 ).f’(0,0,0) =< 0 0 1). AA=-1, 1, =1¢s 13 =2,
—2+z 1+z 24x+y -2 1 2

Az origo instabilis. m

—a a 0 -a «a 0
2.37. Megoldas: (Feladat) f'(x,y,z) = <B -z -1 —x). £'(0,0,0) = ( g -1 0 ) A = —v,
y X -y 0 0 -y
—1-a+ |(1+a)’—4a(1-p) )
Ayz = .B < 1lesetén A, 1,, 13 <0, azaz ebben az esetben a dim E; =3,

2
B=1esetén A, <0,1,=0, 13 <0, azaz ebben az esetbena dim E. = 1 és dim E; = 2, B > 1 ese-

tén A; <0, A, >0, A; <0, azaz ekkor dimE, =1ésdimE;=2. m

2.38. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0,0), P,(—2,2,—2).
0 1 1 0 1 1 0 1 1
f'xy,z)= <2x -2 0). f'(p) = (0 -2 0) és f'(Py) = <—4 -2 0) . A karakterisztikus

) 1 1 0 1 1 0 1 1 0
polinom a Py -ben: A° +24* —A—2=0,a Pp-ben: 2° + 22 +31+2=0. 1, =1, 4, =—1,, = -2,
il 2, = -1, Ay = —27 p hendim £, = 1, dim E, = 2 és a P,-ben dim £, = 3. m

2

y x 0
2.39. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. f'(x,y,z) = <1 1 0).

1 0 1
000

£0,0000=(1 1 0].2,=0, 2, =1¢és A3 =1,dimE. =16ésdimE, =2. m
1 01

1 1
2.40. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,—1) és P,(2,-3). f'(x,y) = ( 2x 1>.

V1+2x2
o 1N L 11 | , | |
fey (P = (0 1), f'(P)=(4 1) Pi-bendimE, =2ésaP,bendimE, =1,dimE; =1. m
3

2.41. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(1,0,0), P,(—1,0,0).

0 1 0 0 1 0 0 1 0

f'(x,y,2) = < 0 0 1). f'(P) = <O 0 1) és f'(Py) = < 0 0 1>. P;-ben dim E; = 2,
2x —z -y 2 0 0 -2 0 0

dim E, =1¢ésaP,-ben dimE, =2,dimE;=1. m

2.42. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(1 —r?) és ¢ =1.
A faziskép az origobol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kdrvonalbdl, mint stabilis hatarciklusbol
¢s ezen hatéarciklusra (kiviilrdl és beliilrdl) racsavarodo palyakbol all. m

2.43. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = —r3 és ¢ = 1. A faziskép
az origdbdl, mint aszimptotikusan stabilis fokuszbol és erre racsavarodo palyakbol all. m

2.44. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(1 —12) és ¢ = —1.
A faziskép az origdbol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kérvonalbol, mint stabilis hatarciklusbol

¢s ezen hatarciklusra (kiviilrdl és beliilrél) racsavarodo palyakbol all. m

2.45. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. ¥ =r(1—1)2 és ¢ =1. A
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faziskép az origdbol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kérvonalbol, mint beliilrdl stabilis kiviilrol
instabilis hatarciklusbol és ezen hatarciklusra beliilr6l racsavarodo és kiviilrél tavolodo palyakbol
all. m

2.46. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(r — 1)(r — 2) és ¢ = 1.
A faziskép az origobol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kdrvonalbdl, mint stabilis hatarciklusbol,
r = 2 korvonalbdl, mint instabilis hatarciklusbol és ezen hatarciklusokra kiviilrél, illetve belulrol ra-
csavarodo ¢és kiviilrél tavolodo palyakbol all. m

2.47. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = rf(r) és ¢ =1.

Har <ryesetén f(r) >0 ésr > ryesetén f(r) < 0, akkor f ry-ban lokalisan monoton csokkend,
igy ez esetben az r = ry korvonal stabilis hatarciklus. Har < ry esetén f(r) < 0 ésr > ry esetén
f(r) > 0, akkor f ry-ban lokalisan monoton nd, igy ez esetben az r = r, kdrvonal instabilis hatar-
ciklus. Ha f nem valt el6jelet az ry-ban, akkor az r = r, kérvonal félig stabilis hatarciklus. m

2.48. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1). f'(x,y) = (1 ;y x_—xl)'

gy f'(P) = (é _2), f'(P,) = (2 _é). P, pont nyeregpont, viszont a P, pont kritikus. A

palyagorbe egyenlete: x — In|x| + y — In|y| = C. P, stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. Létezik
periodikus megoldasa is. Az x-tengely instabilis, az y-tengely stabilis altér. m

2.49. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek {(x, 0): x € R}. A palyagorbék az y = %xz —-x+
C parabolak. Az egyensulyi helyzet x > 1 esetén instabilis és x < 1 esetén stabilis. m

2.2
2.50. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = (302 5(’)y )
x
0 0

f'(0,0) = (0 0) matrix kritikus. A palyak az x* + y* = C (C > 0) gorbék. Az origd centrum.. m

2.51. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyenstlyi helyzet. Az atviteli elv alapjan a rend-

szer ekvivalens az alabbi rendszerrel x =y, y = —x(1 + ax?). f'(x,y) = (_1 —03ax2 (1))

f'(0,0) = (_2 (1)) matrix Kritikus. Létezik els6 integralja: V(x,y) = %yz + %xz + %x‘*. Az origd
stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. m

2.52. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. Az atviteli elv alapjan a rend-
szer ekvivalens az alabbi rendszerrel x = y, y = —kx. Elemi uton eldonthetd, hogy a rendszer

egyensulyi helyzete centrum. A palyagorbék egyenlete: %yz + %kx2 = C. Az origd centrum. m

2.53. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = (_2 —21y>’
0

igy f'(0,0) = (_1 é) matrix Kritikus. Létezik elsé integral: V(x,y) = y2e?* + xe?* — %ezx. Az
origo stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A szeparatrix (a zart és a nyilt palyak szétvalasztoja)
az y? = —x + parabola lesz.

2.54. Megoldas: (Feladat) Lathato, hogy ha k < 0, akkor nincs egyensulyi pont. Ha k > 0. akkor a

0 1\ ., . 0T e s ]
o 0), igy f'(P) = (—k 0) matrix Kritikus, a rend

szernek egyszertien megadhatd az els6 integralja: V(x,y) = e* — kx + %yz. A P, (Ink, 0) stabilis, de
nem aszimptotikusan stabilis. m

Py (Ink, 0) az egyensulyi pont. f'(x,y) = (_
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2.55. Megoldas: (Feladat) Ha k > 0, akkor nincs egyensulyi pont. Ha k < 0. akkor a P, (In(—k), 0) az

egyensulyi pont. f'(x,y) = (eox (1)) igy f'(Py) = (_2 é) A Pj-ban nyeregpont van. A palyagor-

bék:%y2 =e*+kx+C. m

2.56. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P; (0,0), P,(1,0) és P;(—1,0).

P =, g Doy 0= Drea=( e reo=(9 1)

A P, pont nyeregpont. A P, elfajult, a P, kritikus pont. Az els integral:V(x, y) = 3y? — £x5 +2x°.
AV fiiggvény, mint kétvaltozos fliggvény a P; egy (Kis) kornyezetében konvex. Létezik a P;-at meg-

kerlil6 zart palya, a P; stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A P, nem stabilis egyensulyi pont, ez
cstces. (Lasd. 2.33.c Megj.) Az origd nem stabilis. m

2.57. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = —r? és ¢ = 1. A faziskép
az origdbol, mint aszimptotikusan stabilis fokuszbol és erre racsavarodo palyakbol all. m

2.58. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,1) és P,(0,—1). f'(x,y) = (—Zx —Zy).

2 0
gy f'(Py) = ((2) _g), f'(Py) = ((2) (2)) A P, pont nyeregpont, viszont a P, pont kritikus. A fazis-

portré a fiiggdleges tengelyre szimmetrikus a P; pontban centrum van és a nyeregbdl jobbrol felfelé
kimend és balrdl bejovo palya egybeesik, egy un. homoklinikus palyat formalva. m

2.59. Megoldas: (Feladat) Az els6 integral: V(x,y) = % y° + %x‘*. A palyagorbék egyenlete: % yb +

%x‘* = C. Kovetkezbleg van zart palyagorbe, s6t minden megoldas periodikus.m

2.60. Megoldas: (Feladat) Az elsd integral: V(x,y) = % y? + %x‘*. A palyagorbék egyenlete: % y?+
%x‘* = C. Az egyetlen egyensulyi helyzet, az origo stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. Kovet-
kezbleg van zart palyagorbe, s6t minden megoldas periodikus.m

2.61. Megoldas: (Feladat) A rendszer Hamilton-tipusu. A rendszer Hamilton-fiiggvénye:

H(x,y) = —x%y+y— §y3. Az egyensulyi helyzetek: P;(0,1),P,(0,—1), P3(1,0) és P,(—1,0). A P, és
P, pontok centrumpontok, mig a P; és P, pontok nyeregpontok. Az y tengelyre szimmetrikusak a
palyagorbék. Igy a 2.40. Kovetkezmény miatt, a P; és P, pont centrum. m

2.62. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P; (0,0), P,(1,0), P;(—1,0). A rendszer Hamilton-
tipusu. A megfelel6 ekvivalens differencialegyenlet-rendszer x = y, y = —U’(x), ahol U egyszer foly-

tonosan differencialhato valés fliggvény. U(x) = —x% + %x‘*. A P; pont nyeregpont, a P, és P; pont
centrum. A palyagorbék szimmetrikusak az x és az y-tengelyre is. A rendszer Hamilton-fiiggvénye:
H(x,y) = %yz — x? +%x4. |

2.63. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A rendszer Hamilton-tipusu.
A megfeleld ekvivalens differencialegyenlet-rendszer x = y, y = —U’(x), ahol U egyszer folytonosan

differencialhat6 valos fiiggvény. U(x) =%x2+ix4. Az origd centrum. A Hamilton-fiiggvény:

H(x,y) = %xz + ix“ + %yz a teljes szamsikon konvex, minden megoldas periodikus. m

2.64. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (nm, 0) és a Pz(i% + 2mm, 0), ahol n és m
egész szamok. A rendszer Hamilton-tipust. Az ekvivalens differencidlegyenlet-rendszer x =y, y =
—U'(x), ahol U egyszer folytonosan differencialhat6 valos fiiggvény. U(x) = —sin?x — cosx. A P,
pont nyereg, a P, pont centrum . A faziskép az x-tengely mentén 2m-szerint periodikus. m
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2.65. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y2. (L;V) (x,¥) = 2(x* + y*). A 2.16. Tétel miatt az orig6
instabilis. m

2.66. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y*. EKKor (L;V) (x,y) = —2x° — 4y®(1 —y*) <0, ha
—1<y<1,igyaV fuggvény teljesiti a 2.8. Allitas Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitas feltételét
az origd egy (kis) kornyezetében, az origd (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.67. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = ax? + by?! Ha a = 2b, akkor (L;V) (x,y) = —4x* — 2y*. A 2.8.
Allitas miatt az orig6 (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.68. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = ax* + by# ' Ha4a — 6b = 0 és a = 6, § = 4, akkor
(LfV) (x,¥) = 0. Az origd stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A koordinatatengelyek minden

pontja egyensulyi pont. A palydk az y-tengelyhez kdzelednek és az x-tengelytdl tavolodnak. A pa-
lyak az y-tengelyen 1év0 egyensulyi helyzetekhez tartanak. m

2.69. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = —x* + 2y2. (L;V) (x,y) = —(2x* —y)* — 3y*(1 — gy). Az origbd
egy (kis) kornyezetében (LsV) (x,y) < 0 és a V(x,y) fliggvénynek az orig6 nem lokalis minimuma.
A 2.15. Allitas szerint a (0, 0) pont instabilis egyenstlyi helyzet. m

2.70. Megoldas: (Feladat) A Ljapunov-fiiggvény: V(x,y) = 2x? + y*. (L;V) (x,y) = —4x* < 0. A
2.8 Allitas miatt az origé stabilis. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan sta-
bilis egyensulyi helyzet. m

2.71. Megoldas: (Feladat) Ljapunov-fiiggvény: V(x,y) = x* 4+ 2y?. (L;V) (x,y) = —4x° < 0. A 2.8
Allitas miatt az origo stabilis. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis
egyensulyi helyzet. m

2.72. Megoldas: (Feladat) Probalkozzunk V(x,y) = ax? + by? + cy* alaka Ljapunov-fiiggvény ke-
resésévell Haa =2, b =4 ésc = 1,akkor a V(x,y) = 2x% + 4y? + y*. Ljapunov-fiiggvényre:
(LeV) (x,y) = —(2x — 4y)* —8y* <0, ha (x,y) # (0,0). Tovabba, V(0,0) =0, V(x,y) >0, ha

(x,y) # (0,0). A 2.8. Allitas miatt az orig6 (globélisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi pont. m

2.73. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y%. (L;V) (x,y) = =2x* — 2y* < 0, ha (x,y) # (0,0),
AV fiiggvény teljesiti a 2.8. Allitas Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitas feltételét, kovetkezéleg
az origd (globalisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.74. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = 2x* + y*. (L;V) (x,y) = —4x* — 4y* <0, ha (x,y) # (0,0),
AV fiiggvény teljesiti a 2.8. Allitas Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitas feltételét, kovetkezéleg
az origd (globalisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.75. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y* Ljapunov-fiiggvény esetén: (LfV) (x,y) = =2x* < 0.
fgy a 2.8 Allitas miatt az origé stabilis egyensulyi helyzet. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az
origd aszimptotikusan stabilis. m

2.76. Megoldas: (Feladat) Az ekvivalens rendszer x =y, y = —f(x)y — g(x). A linearizalt rendszer

matrixa ( / 0 / L ) Az origoban ez ( (,) L ) alaku. Legyen
—fy—-9'x) —f) —-9'(0) —f(0)

Vix,y) = %yz +G(x), ahol G'(x) = g(x). (LyV) (x,y) = —=f(x)y* < 0, ha (x,y) # (0,0). Az origd

stabilis egyensulyi helyzet. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m
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2.77. 1. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y*. (L;V) (x,y) = 0, a palyak egyenlete: x* + y* = C. Az
origo stabilis. A koordinatatengelyek minden pontja egyenstlyi pont. A palyak az y-tengelyhez ko-
zelednek és az x-tengelytdl tavolodnak. m

2.77. 11. Megoldas: (Feladat) A palyak x* + y* = C alakuak. Az origo stabilis, de nem aszimptoti-
kusan stabilis. m

2.78. Megoldas: (Feladat) : V(x,y) = x* 4+ 2y?. (L;V) (x,¥) <0, ha (x,y) # (0,0),
Az origo (globalisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.79. Megoldas: (Feladat) Legyen V(x,y) = x + y2. Ekkor V(0,0) = 0, V(k, k) > 0 minden k > 0-ra
és (LsV) (x, ) = (x + )% + 2y% > 0 minden (x,y) # (0,0) esetén. A 2.18. Allitas miatt az origd. m

2.80. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x* + y%. Az origo (kis) kornyezetében (LfV) (x,y) < 0. A

2.8. Allitas miatt az origd (lokalisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.81. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = ax? + by? esetén

(LV) (x,y) = (2a — 8b)xy — 2axsin3x — 2bysin3y. Legyena = 1és b = % . Ekkor

(LV) (x,p) = —2xsin3x — % ysin®y < 0, (x,y) # (0,0) esetén. Az origd egy kornyezetében teljesiil a
2.8. Allitas feltétele. Az orig6 (lokélisan) aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.82. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x? + y? kandidanssal probalkozva. Az orig6 (kis) kornyeze-
tében (LV) (x,y) < 0. Igy a 2.8. Allitds miatt az origo stabilis egyensulyi helyzet. A Barbasin-

Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. A vonzasi halmaz tartalmazza az
{(x,y):x* + y%? < 1} halmazt. m

2.83. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x% + y? kandidanssal probalkozva a feltételek miatt
2y2Q(x,y) < 0. A 2.8. Allitas miatt az orig6 (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.84. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x? + y2. (L;V) (x,y) < 0. A 2.8 Allitas miatt az origd stabilis
egyensulyi helyzet. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.85. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = ax* + by# ! Behelyettesitéssel latszik, hogy a =3, = 4 és
példaul a = 20, b = —9 valasztas esetén a (L;V) (x,y) = —120x°® — 108y* < 0. Mivel ez esetben a

V(x,y) = 20x3 — 9y* fiiggvénynek az origoban nincs lokalis minimuma, ezért a 2.15. Allitis miatt
az origo instabilis egyensulyi pont. m

2.86. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = xy. Ekkor v(0,0) = 0, V(k, k) > 0 minden k > 0-ra ¢és
(LsV) (x,y) = x* 4+ y* > 0 minden (x,y) # (0,0) esetén. Igy a 2.18. Allitas miatt az origé instabilis

egyensulyi pont. m

2.87. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = xy.V(0,0) =0, V(k,k) > 0minden k > 0-ra és
(LsV) (x,y) = x* 4+ y* — xysinx. (L;V) (x,y) > 0. Igy teljesiilnek a 2.16. Allitas feltételei, az origo

instabilis egyensulyi pont. m

2.88. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x? + y2. (L;V) (x,y) > 0 minden (x,y) # (0, 0) esetén. fgy a
2.16. Allitas miatt az origo instabilis. m
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2.89. Megoldas: (Feladat) V(x, y): = axy? + bx®! (L;V) (x,y) = —3ax*y® — ay* + 3bx* — 3bx?y? =
(a = —1, b = 1 valasztas esetén) = 3x* + y*, igy (L;V) (x,y) = 3x* + y* > 0 minden (x,y) = (0,0)

esetén. Ugyanakkor a V(x,y) = —xy? + x3 fiiggvényre teljesiilnek a 2.18. Allitas feltételei, ugyanis
V(0,0) =0 és V(k,0) > 0 minden k > 0-ra. Az origo instabilis. m

2.90. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = —x* + 2y2. (LsV) (x,y) < 0. A 2.15. Allitds miatt az origé in-
stabilis. m

2.91. Megoldas I: (Feladat) f'(0,0) = (Cll _Cll) .Legyena # 0, 14, = zaiz‘/z =ati.Haa>0,

akkor az origo instabilis fokusz, ha a < 0, akkor az origd aszimptotikusan stabilis fokusz.
Ha a = 0, akkor a differencialegyenlet az alabbi alakot 6lti: x = —y + x3, ¥y = x + y3.
V(x,y) = x*+y% (LgV) (x,y) > 0, ha (x,y) # (0,0), és V(0,0) = 0,V(x,y) >0, ha (x,y) # (0,0).

A 2.16. Allitas miatt az origd instabilis. m

2.91. Megoldas I1: (a = 0 esetben) 7 = r3(cos*p + sin*@) és ¢ = 1 — r2sin gcos @cos 2¢.

Ebbdl kovetkezdleg: + > 0, azaz nem lehet stabilis az origd. m

2.92. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x% + y2. (L;V) (x,y) = 2k(x? + y*)%. Igy ha k > 0, akkor
(LFV) (x,y) > 0, migk < 0,akkor (L;V) (x,y) <O0. fgy k > 0 esetén az origo instabilis és k < 0 esetén

az origd (globalisan) aszimptotikus stabilis a 2.8. Allitis miatt. k = 0 esetén a differencialegyenlet:
x =y, y = —x alakot 6lt. Az origd centrum. m

2.93. Megoldas: (Feladat) Az atviteli elv alapjan a rendszer ekvivalens az alabbi rendszerrel.

; . o -y 1 5 1, 1

x =y,y = axy — x. Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. V(x, y) = Sax® —y ——In(-—y). U=
{(x, y):xeRy< i} tartomanyon minden megoldas periodikus. Ha y > % , akkor a trajektoridk nem

zartak. Az y = % megoldas a zart és nyilt palyakat szétvalasztd szingularis megoldas. m

2.94. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensilyi helyzet. 7 = 0 és ¢ = r?. A palyak
origd kézéppontu kordk, amelyeken a megoldas kiilonbozd szogsebességgel halad, ugyanis a ¢
most nem allando. Két kozeli pont koziil a kiilsd elhagyja a belsét. Ebbdl kdvetkezdleg az egyik
megoldas sem lehet stabilis, de minden megoldas Poincaré-értelemben (orbitalisan) stabilis. Az
origd Ljapunov-stabilitas. m

2.95. Megoldas: (Feladat) Legyen V(x,y) = %yz — fox f(t,0)dt. Az 1. és a 3. feltétel miatt a
V(0,0) =0¢sV(x,y) >0, (x,y) # (0,0), masrészt (L¢V) (x,y) = (f(x,y) — f(x,0))y <0,
azaz L,V negativ szemidefinit. fgy a 2.8. Allitas miatt az orig6 stabilis. m

2.96. Megoldas: (Feladat) Alkalmazzuk a 2.95. feladatban megfogalmazott allitast!
Tekintsiik a rendszerrel ekvivalens x =y,y=—x3—x2y rendszert . f(x,y)=—-x3—x%y.
V(x,y) = % y:+ ix‘* Ljapunov-fiiggvényre teljesiilnek a 2.8. Allitas feltételei, az origo stabilis. m

2.97. Megoldas: (Feladat) Alkalmazzuk a 2.95. feladatban megfogalmazott allitast!
Tekintsiik a rendszerrel ekvivalens rendszert: x =y, y = —x + x3 — x%y. f(x,y) = —x + x3 — x?y.

V(x,y) = % y:+ %x‘*. Ljapunov-fiiggvényre teljesiilnek a 2.8. Allitas feltételei, az orig6 stabilis. m
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2.98. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = %sz + B foy f()dt. Léteznek olyan A és B pozitiv szamok,
hogy a V fliggvényre teljesiiljon, hogy V(0,0) =0és V(x,y) > 0, (x,¥) # (0,0). (LfV) (x,y) =
—aA(x — %f(y))ﬂ % (—ABad% (Ab + Bc)?). A kifejezés akkor lesz negativ, hal. A >0
és 2. -ABad +(Ab+ Bc)? < 0,azaz (Ab + Bc)? — 4ABad < 0. AZ a,b,c és d pozitiv szamok
esetén megvalaszthato az A és B ugy, hogy a fenti egyenldtlenség teljestil. m

2.99. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo. A differencialegyenlet-rendszer
Hamilton-tipust, H(x,y) = xy? — §x3. A palyagorbék a xy? — §x3 = C alaku gorbék. Az origd in-
stabilis. A palyak aszimptotaiaz x = 0ésazy = + %x egyenesek. m

2.100. Megoldas: (Feladat)x = y (1 — /x2 +y2) +5 (1 - J%Tyz )y =x(1-x%+y?2) —% (1-— J;CTyZ ).
A két egyensulyi helyzet a (0,0) és az (1,0) pont. A palyak az 1 sugarq, origd kézépponti kérvonal-
hoz kozelitenek az 6ramutatd jarasaval ellenkezo iranyban. Az (1, 0) pont hatarértéke a pont kdrnye-
zetébol induldé minden (nem nulla) megoldasnak, azaz az (1, 0) pont lokdlisan attraktiv. Viszont ez a
pont nem lesz stabilis. A (0, 0) egyensulyi helyzet instabilis. m

2.101. Megoldas: (Feladat) 7 = r(1 —r2) és ¢ = H#. A két egyensulyi helyzet a (0,0) és az
(1,0) pont. A palyak az 1 sugar(, origd kozéppontu kdrvonalhoz kozelitenek az 6ramutat6 jarasaval
ellenkezd iranyban. A ¢ = 0 félegyenesrdl nem mennek le a megoldasok. Itt x > 1 esetén balra,

x < 1 esetén jobbra haladnak. Az (1, 0) pont hatarértéke a pont kdrnyezetébdl induld minden (nem
nulla) megoldasnak, azaz az (1, 0) egyensulyi helyzet lokdlisan attraktiv. Viszont, hogy ez a pont
nem lehet stabilis. Az (0,0) egyenstlyi helyzet instabilis. m

2.102. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a rendszerrel ekvivalens x =y, y = —%sinx - %y.

Az egyensulyi helyzetek: (nm, 0) pontok. k = 0 esetén a linearizalt rendszer matrixa az origéban kri-
tikus. V(x,y) = mgl(1 — cos x) + %mlzy2 az U = {(x,y): |x| < n} kdrnyezetben. Ekkor V(0,0) = 0 és
V(x,y) >0, (x,y) €U, %V@(t)) = —kl?y? < 0. Az origo stabilis. S = {(x,y) € U:V(x,y) = 0}. Ek-
kor S = {(x,y) € U:y = 0}. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.103. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1) és a P3(—1,—1).

, —3x2 1 ) 1 5, 1.9 2 282 .
= = - - - — — < -
f'e,y) (_1 Faxy 2x? — 3y Vy) = sx*+ Sy (LV) () (x%? — y?)? < 0 tetszdle
ges x és y esetén. Igy az orig6 stabilis. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origo lokalisan
aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet és LaSalle-féle invariancia tétel miatt a vonzasi tartoma-

nya tartalmazza az {(x,y): 3x% + y? < 1} halmazt. m

2.104. Megoldas: (Feladat) 7 = W (u* — 2u® + u — 1 + udr?sin?¢), ahol u = tg ¢.

Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. A palyak az origora szimmetrikusak. A nullvonalak az
y=0, y=2x, y°>+x%y — x3 = 0 gorbék. Jelolje M és N az alabbi szektorokat:
M={(xy):-y<x< %y} ¢s N={(x,y)y<x< %y}. A palyak M és N -en balr6l jobbra haladnak.

A y5S+x?y—x3=0gorbeésazy = %x egyenes az x = 2—; ésazy = Z pontokban metszi egymast.

Jelolje P: = (g, 58). Legyen S az OP és az x-tengely altal meghatarozott szektor. Itt a palyak csokken-

nek és balra haladnak €s az itt halado palyak az origoba tartanak. Viszont az orig6 instabilis, ugyanis
az origo (Kis) kornyezetébdl induld palyak elhagyjak ezt a kornyezetet, azaz kozelr6l induld palyak
nem maradnak kozel. Az origd globalisan attraktiv. m
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2.105. Megoldas: (Feladat) 7 =0 és ¢ = x —k = —k + rcos ¢. Tegyiik fel, hogy k # 0. Az egyen-
sulyi helyzetek a (0, 0) és az (k,y) pontok, ahol y tetszleges. Az x = k egyenest nem metszé palyak
origd koriili korok. Az x = k egyenest érintd kor egy homoklinikus palyabol és az egyenesen 1évo
egyensulyi pontbdl all. Az x = k egyenest metsz6 korok egy heteroklinikus palyabdl és két egyenstlyi
pontbol allnak. Az x > k félsikban a palyak pozitiv, az x < k félsikban negativ irdnyitasuak. Igy az
origd centrum. A (k, y) pontok stabilis, illetve instabilis egyenstlyi helyzetek aszerint, hogy y pozitiv,
illetve negativ. Az (k, 0) egyensulyi helyzet instabilis. Az azonosan nulla megoldason kiviil minden
megoldas instabilis, ugyanis két kdzeli pont koziil a kiils6 elhagyja a bels6t vagy lemarad téle. k = 0
esetben a palyak origo koriili korok, heteroklinikus palyak. Ekkor nincs periodikus megoldas. A pa-
lydk a masodik tengelynél véget érnek. m
2.106. Megoldas: (Feladat) = G o = —xy = —r?si A rendszer egyetlen

.106. Megoldas: 7= ey? €s ¢ = —xy = —r?sin @cos @. gy
egyensulyi helyzete az origd. Az egyensulyi helyzet instabilis. Az elsé és a harmadik negyedben a
palyak negativ, mig a méasodik és a negyedik negyedben pozitiv koriiljarasuak. m

-1
2(t+c)
az r(t) fiiggvény nem korlatos. A feltételekbdl konnyen meghatérozhat6 a c értéke. A kezdeti érték

feltételek miatt: 7(0) = 1. Ekkor ¢ = —% , azaz ekkor r(t) = ’ﬁ . Ebbdl kovetkezdleg t = % ]

2.107. Megoldas: (Feladat) + = r3. Megoldva a differencialegyenletet, r2(t) = .t = —c esetén

2.108. Megoldss: (Feladat) A rendszer Hamilton-tipust. H(x,y) = (—y? + xy? —x? = 2x%) .

Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(—2,0), P;(1,v3) és P,(1,—V3). A P, pont centrum, mig a P,
Py és P, pontok nyeregpontok. A —y? + xy? — x* — 1x% = C gorbék a palyak a fazistérben. Mivel

2

H(x,y) = —y? + xy? —x? — §x3 fliggvény a (0, 0) pont (kis) kornyezetében konvex, ezen kdrnye-

zetben minden megoldas periodikus. m

2.109. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(—1,1) és P;(—1,—1). A linearizalt

24,2
_2 1 _23; ) . A P, és P; pont nyeregpont. A P, (0,0) kritikus pont. A

palyak az x-tengelyre szimmetrikusak. Alkalmazva a 2.40. Kovetkezményt, az origé centrum. m

rendszer matrixa: f'(x,y) = (

2.110. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet: P;(0,0). A linearizalt rendszer mat-

rixa:f'(x,y) = ( _2’1‘ _é). A P;(0,0) pont kritikus pont. A faziskép a fiiggdéleges tengelyre szim-

metrikus. A 2.40. Kovetkezményt felhasznalva, az origd centrum. m

2.111. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek a P;(0,0), P,(1,1) és P;(—1,—1) pontok. A P,
pont nyeregpont, a P, és P; pontokban instabilis fokusz van. Az x = 0 és az y = 0 tengelyek félten-

gelyei palyat alkotnak. V(x,y) = x — Inx + % y? —Iny. A V fiiggvénynek a P, pontban lokalis mini-
muma van. Mivel (L;V) (x,y) = 0, ezért a palyak a V szintvonalain kifelé haladnak. fgy az (1,1) pont
sziikségképpen instabilis. Az y = 1 egyenes nem tartalmaz teljes palyat, m

Megjegyzés: AV(x,y) =x—Inx+y + Jl/ fiiggvény is egy alkalmas Ljapunov-fliggvénye. []

2.112.1. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyenstlyi helyzet. A palyagorbék egyenlete a
fazissikon: x? + (y — = 2= —= alakd. A rendszer palyai (0, K) kdzéppontl, K sugarl korsorok és az
origd. Az x-tengely invarians. Lathato, hogy itt a palyak jobbra haladnak. A korsorok homoklinikus
palyak és az origd nem stabilis egyensulyi helyzet. A valos tengely pozitiv részét kivéve barmely

pontbol induldé megoldas az origdba tart (az origd vonzasi halmaza), de az origd mégsem stabilis. m
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2.112.11. Megoldas: (Feladat) z(t): = x(t) + iy(t). z(t) = z%(t). z(t) = ahol C tetszoleges
komplex konstans. A z(0) = z, kezdeti értéket teljesité megoldas z(t) = T

fiiggoleges tengelyrél indulé megoldasokat! Ezekre z(0) = iK, igy C = .i ahol K tetszdleges valos

konstans. Révid szamolassal kaphato: z(t) = X2 §K2 EKkor x(£) = —5— ¢ y(t) = —5-—. Ezzel

az x? = (K —y)y Osszefiiggést kapjuk. Ez egy olyan kor, amelynek a koZeppontja a (0 K), a su-
gara K. A felso félsikban pozitiv iranyban haladnak a megoldasok, az also félsikban pedig negativ
iranyban. m

2.113. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet.

, B 0 1 o . e L,
f'lx,y) = ( 142xy —1+4 x2>' Az orig6 aszimptotikusan stabilis fokusz. AV(x,y) = x* +y

Ljapunov-fiiggvény esetén (LV) (x,y) = 2y%(x* — 1). fgy a 2.8. Tétel miatt, ha |x| < 1, akkor az
origd stabilis. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis egyenstlyi
helyzet. Tekintsiik a S.- = {(x,y) € U: x* + y? < 1} halmazt. Ez korlatos és ekkor V(x,y) <0, ha
(x,y) € Sc~. A 2.26. Megjegyzés miatt az origo egy vonzasi tartomanya tartalmazza a S - -t. m

2.114. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo.

f'lx,y) = —8-y* —2xy —9y* Az origdban a matrixa kritikus A, =0 és A, = —8 sajatér-
a4 —4xy +2y? —2x*+4xy) & ! 2 !
tékkel. A V(x,y) = 2x2 + 3y*. Ljapunov-fiiggvény esetén (LeV) (x,y) = —16x2(2 + y?). Az origo
stabilis. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. V(x,y) = 2x? + 3y?
Ljapunov-fiiggvény radialisan nem korlatos, alkalmazva a 2.13. allitast, az origd globalisan aszimp-

totikusan stabilis.m

2.115. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet a P,(0,0) és P, (%, 0).

_(—1+4x 2y
Fen=(" " 37 ,
figgvény esetén (LyV) (x,y) = 2(x?(2x — 1) + y*(x — 1 + ¥)). Igy a 2.8. Tétel miatt, ha x < % és

y <1—x, akkor (L¢V) (x,¥) < 0, azaz az origd aszimptotikusan stabilis egyensilyi helyzet. AT =

1). Az origé elfajult stabilis csomépont. A V(x,y) = x> + y? Ljapunov-

{(x, y): x2 +y? < %} vonz6 halmaz és az origd vonzasi tartomanya tartalmazza a T halmazt. m

—2+3x%y? 1+2x3%
—1+2xy® —-2+3x2

rendszer x(t) = A x(t) + g(x) alaki, ahol 4 = (:i ;) es g(x) = (x2 3) Legyen V(x) = x"P x,

2.116. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = < 2). Az origo stabilis fokuszpont. A

ahol P olyan pozitiv definit matrix, amelyre létezik olyan Q pozitiv definit métrix, amelyre teljesiil az
Un. Ljapunov egyenlet: A"P + PA = —Q. Ekkor V(x) = —x"Q x + 2x"P g(x). (*)

1
= 0
Megoldva a Ljapunov egyenletet @ = (é (1)) valasztassal, P-rea P = 3 , | matrix adodik.
X 2 23\2
% =x%y? < % |x| <e o |x| < V2e lgy (*) miatt V(x) < —|x|2(1 - 2¢|P|).
A P valasztasa miatt |P| = - (A P maximalis sajatértéke), ezért V(x) < 0, hae < — 2|P| = 2. (*¥)

(**) miatt |x| < V2e < —, 12y dnin(P)]x]|? < Apnin(P) J__ AT={x€eR%:V()< 5} vonzo hal-

af ' =71= =
J@ 2|

maz. Igy az origd egy vonzasi halmaza T = {(x,y) € R* x2 +y2 < 2}. m
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0 1

—-1—-3x%? =2
Con , _( 0 1y. _(0 — T

A rendszer x(t) = A x(t) + g(x) alaki, ahol 4 = (_1 _2) és g(x) = (_5:) Legyen V(x) = x"P x,

ahol P olyan pozitiv definit matrix, amelyre 1étezik olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljestil

2.117. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = ( ) Az orig6 elfajult stabilis csomdpont.

az un. Ljapunov egyenlet: ATP + PA = —Q. Valasszuk meg Q = E-nak, ekkor P = (i i) AP

matrix sajatértékei: 1,, = % Minden & > 0 esetén létezik olyan § > 0 szam, hogy | g@)| < elx]|
minden x € (0, §) esetén. fgy x € S(0,6) esetén V(x) < —|%1*(Amin( Q) — 2Amax ( P)e). Elegendben
Kicsi e-ra Amin( Q) — 2Amax(P)e > 0, ezért ilyen e-raaz $(0,8)-na v(x) = xT P x fiiggvény pozitiv

definit és a V(x) itt negativ definit. V(x) < 0, ha x € 5(0,5), ahol ¢ < L(Q) . A 2.44. Megjegyzés-

max(=)
> e. Mivel A0, P =1 +£és

me

ben foglaltak szerint valasszuk az -t olyan Kicsire, hogy

max=

AminQ = 1. igy - An::fp =— \/_ Kovetkezésképpen valasszuk e-t pl. e = —-nek és legyen & egy olyan

pozitiv szam, amelyre x € S(0, ) esetén |g(x)| < - |x| azaz |(_%,)| < |(y)| . Igy az origo egy att-
raktivitasi tartomanya: T = {x: V(x) = x"Px = Ex + xy + Ey <r}cS(0,5).m

2.118. Megoldas: (Feladat) f'(x,y) = (;; _;) Az origd stabilis csomdpont. A rendszer
x(t) = A x(t) + g(x) alaku, ahol 4 = (_3 _;) és g(x) = (,-)- Legyen V(x) = x"P x, ahol P olyan

pozitiv definit matrix, amelyre létezik olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil az Gn. Ljapunov

egyenlet: AP + PA = —Q. Vélasszuk meg Q = E-nak. P = (g i) A P sajatértékei: Ay, = ?;/g
fgy minden & > 0 esetén l1étezik olyan & > 0 szam, hogy |g(£)| < ¢|x| minden x € S(0, &) esetén. x €
5(0,8) esetén V(x) < —|§|2(Amin(g) — 2Amax(P)€). Elegendben kicsi e-ra Apmin( @) — 2Amax(P)e >

0, ezért ilyen e-ra az S(0,6)-n a V(x) = xT P x fiiggvény pozitiv definit és a V(x) itt negativ definit.

V(x) < 0,hax € 5(0,8), ahol e < Zimi“((%)) . A 2.44. Megjegyzésben foglaltak szerint valasszuk az e-t
olyan kicsire, hogy === Aming = > & Mivel 4nay P = 5+[ és Amin@ = 1. fgy . /{“‘“Q = ﬁg . Kovetkezéskép-

pen, valasszuk e-t pI. €= E-nek ¢s a 2.44. Meg]egyzesben foglaltak szerint haladva, legyen § egy

<2[6)

raktivitasi tartomanya: T = {x: V(x) = x"P x = %xz + ixy + %yz <r}c5(0,6).m

olyan pozitiv szam, amelyre x € S(0,6) esetén |g(x)| < %|£|, azaz |(%)] fgy az origo att-

2.119. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = <(1) a —_63ay2)’

igy £'(0,0) = (0 _3) matrix nem kritikus, az orig(') stabilis. V(x,y) = x? + 3y2. Ekkor
V(x) = 6y%(1 —2y?).Ha1—2y? > 0, azaz |y| <% —, akkor V(x) < 0. Az origo stabilis. Legyen U =

{(x, y):x?+3y? < E}' Ekkor a Barbasm-Kraszovszklj tételt alkalmazva, az origd aszimptotikusan
stabilis is és az U halmaz az orig6 (egy) vonzasi halmaza. m

2.120. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,3(+V3, TV3).

, _ -1 -1 , , _ -1 -1 7 1 r _ 2 2
f'x,y) = ( 2 1+ 3y2)' igy f'(0,0) = ( 5 _1) . Az orig6 stabilis fokusz, V(x,y) = 2x* + y*.
Ekkor V(x) = —4x? + 2y?(y? — 1). Ha |y| < 1, akkor V(x) < 0. Az orig6 aszimptotikusan stabilis.
Legyen U = {(x,y): 2x? + y? < 1}. Ekkor az U halmaz az orig6 (egy) vonzasi halmaza. m
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2.121. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? — y2. V(x) = 2(x* — y*). Legyen (a Csetajev-tétel jelolései-
vel 6sszhangban) U; = {(x,y): |y| < |x|} és U az origd tetszéleges kornyezete. Ekkor

1. (0,0) € aU,

2. V(x,y)>0,ha (x,y) eUNnU;

3. Vx)>0,ha(x,y) eUnU,

4. V(x,y) =0,ha(x,y) € Unau,
Kovetkezésképpen a Csetajev-tétel miatt az origd instabilis egyenstlyi helyzet. m

2.122. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = xy. V(x) = y? + x2+x%y2. Legyen (a Csetajev-tétel jelolései-
vel 6sszhangban) U; = {(x,y):xy > 0} és U az origo tetszéleges kornyezete. Ekkor

1. (0,0) € AU,

2. V(x,y)>0,ha (x,y) eUNnU;

3. Vx)>0,ha(x,y) eUnU,

4. V(x,y)=0,ha(x,y) eUnau,
Kovetkezésképpen a Csetajev-tétel miatt az origd instabilis egyenstlyi helyzet. m

2.123. Megoldss: (Feladat) V(x,y) = 5 x? +;y% Ekkor V(x) = —x?(1-3y) - y?(1 - x).
Lathato, hogyhax < 1ésy < % , akkor V(x) < 0. Az origd aszimptotikusan stabilis. Az origd von-

zéasi halmaza az U = {(x, y):% x% + iyz < é} n

2.124. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), Py3,5(21, £1).
2
, [y -1 2xy
kusak az origora. A palyagorbe egyenlete: %xz —Inx + %yz —Iny = C. A (1,1) pont stabilis, de nem
aszimptotikusan stabilis. A P,3,45 pont centrum. Az x-tengely stabilis, az y-tengely instabilis altér. m

>. Egyediil az orig6 nem kritikus, ez nyeregpont. A palyak szimmetri-

2.125. Megoldas: (Feladat) Csomodpont esetén a palyak az origdban egy adott egyenest érintenek,
ezért tl_i)r;noor(t) =0, illetve tl_i)r_noor(t) =0 és tl_i)g_noolgo(t)l < oo . Aszerint, hogy az origo stabilis vagy
instabilis. Fokuszpont esetén a palyak az origot végtelen sokszor megkeriilik, igy tl_i)g_rnc>o r(t) =0 és
tl_i);n(}()|<p(t)| = oo, aszerint, hogy az origo stabilis vagy instabilis. Nyeregpont esetén lattuk, hogy a
stabilis és instabilis alterek lesznek az éllitasban szerepld palyak. Az ezektdl kiilonbozd tobbi palya

pedig t —» 4o esetén és t - —oo esetén elhagyja az origd tetszOleges kornyezetét. Centrum pont
esetén minden palya periodikus. m

2.126. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,1). f'(x,y) = (y ; 1 X f 1).

a P, stabilis csomépont, P, nyeregpont van. V(x,y) = x? + y2. V(x) = —2{x?(1 — y) + y?(1 — x)}.
Lathato, hogyhal —x > 0és1—y > 0,akkor V(x) < 0. Jelolje W = {(x,y):x < 1,y < 1}. Az origd
vonzasi halmaza: U = {(x,y): x> + y?2 < 1}. A P, nyeregpont lokalis instabilis sokasdga az y =x
egyenes ¢és a lokalis stabilis sokasaga x — In|x| — y + In|y| = 0. Az origd globalis stabilis sokasaga a
T={(y):x=0y=0x—Inlx| —y+In|]y|<0}m

2.127. Megoldas: (Feladat) V(x,y,z) = x? + y2 + 22 . V(x) = —2(x? + y? + z% — 3xy2).
Az origd egy vonzasi halmaza az U = {(x,y,2): x* +y?+2z2 <3} m

2.128. 1. Megoldas: (Feladat) V(x,y):= a’- + .. EKkor a V pozitiv definit és V(x) = —By>
fgy V(x) < 0, azaz az origo stabilis A Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan

stabilis is. Mivel a V radialisan nem korlatos, ezért az origo globalisan aszimptotikusan stabilis
egyensulyi helyzet, azaz a vonzasi halmaza az egész R?. m
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2.129. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P,(0,0), P,(—4,4). f'(x,y) = (2: ;;L)

A P, pontban nyeregpont van, viszont a P, kritikus pont. Az invarians palya: y(x) = x — 4. Tekint-
siik az A(x, y): = (x + y,x — y) linearis transzformaciot. Jelolje u = x + y,v = x — y. EkKor a transz-
formalt rendszer: u = 4v + % w? +v?) = f(u,v), v = u(v — 4) = g(u,v). Ez utobbi rendszer palyai
szimmetrikusak az id6 megforditdsaval a v tengelyre és természetesen az origd ez utdbbi rendszer-
nek is egyensulyi helyzete. A rendszer invarians a (t,u) — (—t,—u) transzformaciora. Az 0rigo az
(u, v) sikon centrum. Az eredeti rendszer esetén is centrum az origo6. m

Megjegyzés: Megmutathato, hogy a V(x,y) = ;Cf—;ii -
a nyeregponton athaladé homoklinikus palya: ;{—;i —4Inlx —y—4| = —4In12. []

41n|x — y — 4| a rendszer els integralja. Igy

2.130. Megoldas: (Feladat) Legyen példaul x = y, y = —x3. Az origd egyensilyi helyzet.

f'(x,y) = ( —(3)x2 (1)) Az origo6 stabilis, a palyak egyenlete: %x‘* + %yz = C. Az orig6 centrum.

Viszont vilagos, hogy az origbban linearizalt rendszer instabilis. x =y, y = 0. m

—y2 —
2.131. Megoldas: (Feladat) Az origé az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = ( Y 2xy )

1—4x3y —x*
Az origdban a linearizalt rendszer matrixa kritikus. V(x,y): = x2 + y2. Ekkor a V pozitiv definit és
V(x) = —2x%y%(1 + x2). Igy V(x) < 0, azaz az origé stabilis egyensilyi helyzet. A Barbasin-
Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. Mivel a V radialisan nem korlatos,
ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis is, azaz a vonzasi halmaza az egész R%. m

2.132. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = (_i _(i)
Az orig¢ elfajult stabilis csomopont. A Kraszovszkij-modszert fogjuk alkalmazni. F(x, y): = A(x, y) +
AT(x,y) = (_f _12) negativ definit minden (x,y) € R? esetén. AV(x,y):= fT(x,y) - f(x,y) = x* +

(x — )%, ((x,y) € R?) Ljapunov-fiiggvény lesz. Mivel a V radialisan nem korlatos, ezért az origd
globalisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. m

2.133. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az x = f;(x,v), y = fo(x,y) (*) Hamilton-rendszert. Ekkor 1é-
tezik H:D; > R (f = (f1, f2) kétszer differencidlhato figgvény, amelyre fi(x,y) = 0,H(x,y) ¢és

fo(x,y) = —0,H(x,y). Tegyiik fel, hogy (x,,y,) egyensulyi helyzet. Ekkor a rendszer Jacobi-matrixa
J = ( 01H(x,y)  022H(x,y)
= —011H(x,y) —012H(x,y) ,
linearizaltjat: x = J(xo, yo)x. (**) Tegyiik fel, hogy Re 4 = 0. Igy a karakterisztikus polinom: (9, f; —

/1) (azfz - A) - (alfz)(azfl) = 0. Ebb61 kéVetkeZéen: AZ + det_i(xo,yo) =0. Igy detl(xO,yo) = det

H'" (x4,y9) > 0, azaz, ha az origo a (**) centruma, akkor az (x,,y,) a (*) rendszer centruma. m

). Vilagos, hogy det] =det H"(x,y). Tekintsiik a (*) rendszer

2.134. Megoldas: (Feladat) V(x,y):= x* + x% + y2. Ekkor V(x) < 0, azaz az origo stabilis. A
Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. Mivel a V radialisan nem kor-
latos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis is . m

2.135. Megoldas: (Feladat) Egy alkalmas Ljapunov-fiiggvény: V(x) = %xz. A feltétel miatt:
(LfV) (x) = xf (x) < 0, ezért az origd globdlisan aszimptotikusan stabilis. m

2.136. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. f'(x,y) = (_i _1 —05y4>'
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Az orig elfajult stabilis csomopont. V(x, y): = f7(x,y) - f(x,y) = x* + (x =y — y*)*. V(x,y) negativ

definit. Mivel a V radialisan nem korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.137. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az x = A - x rendszert és tegyiik fel, hogy A + ATnegativ
definit. Legyen V(x) = x” - x. Ekkor V(x) < 0, igy az origd aszimptotikusan stabilis egyensulyi hely-
zet, igy az A Osszes sajatértékének a valos része negativ. m

2.138. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = x? + %yz. V(x) < 0, azaz az orig stabilis. Legyen

S={(x,y):V(x) =0} ={(x,y): 2x*> =y*} = {(x, y):ix = %yz ésx = —%yz}. A trivialis palyatol
eltekintve semmilyen palya nem maradhat az S-ben, errdl letér, igy a Barbasin-Kraszovszkij-tétel
miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. Mivel a V radialisan nem korlatos, ezért az origd globali-
san aszimptotikusan stabilis. m

2.139. Megoldas: (Feladat) V(x, y): = x? + y2. V(x) < 0, azaz az origo stabilis. A palyak az origora
szimmetrikusak. A palyak egyenlete: y(x) = Cx2. Mivel az orig6 nem izolalt egyensilyi helyzet,
igy az origd nem lehet lokalisan vonzo, igy nem lehet aszimptotikusan stabilis sem. m

2
2.140. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az alabbi rendszert:x = x %, y = —y. Az orig6 egyet-

len egyensulyi helyzet. V(x,y): = 2+1 + y2. V pozitiv definit és V(x) < 0, ha (x,y) # (0,0), igy az
origd aszimptotikusan stabilis. Az origd nem lehet globalisan aszimptotikus stabilis, ugyanis az

y= % (x > 0) hiperbola a palyakat szétvélaszto szeparatrix. gy barmely kezdeti allapot, amely a
hiperbola f6l6tt kezd6dik, nem tud aszimptotikusan konvergalni az origdhoz, igy az origé nem lehet
globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.141. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet a P, (0,%). y(t) = y(0)e 2@t + % Ezt az
elsé egyenletbe helyettesitve: x = —(y(0)e~**t + %)x. Legyen V(x): = %xz. Ekkor V pozitiv definit
és V(x) = —(y(0)e~2»t + %)xz. Vilagos, hogy minden y(0) esetén gl_g}) y(0)e~ %@t = 0, igy elegen-

déen nagy t-re V(x) < — %xz < 0,hax = 0.Igya P, (0, i) egyensulyi helyzet minden palyat vonz. m

2.142. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. Keressiik a Ljapunov-fiigg-
vényt V(x,y): = lx2 + g(y) alakban, ahol g ,,alkalmas” differencialhato fﬁggvény Ekkor

Voy) =xy +9'0) 1, Legyen g'(n) = y(1 +y?). gy g ) = SYE Ly =1Ly
Ekkor V(x,y) = 0, azaz a fenti V fiiggvény els6 integral és az orig6 stabilis egyensulyi helyzet. A
palyagorbék %yz + iy‘* + %xz = C. Az origd centrum. m
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3. Fejezet-Megoldasok

3.1. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?*-re div f (x,y) = 3x* + 1 +3y* 21> 0,

ezért a 3.6. Allitas miatt nincs periodikus megoldas. m

3.2. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R*-re div f(x,y) = -1 —x* —x* < -1 <0,

ezért a 3.6. Allitas miatt nincs periodikus megoldas. m

3.3. Megoldas: (Feladat) Mivel a rendszernek nincs egyensulyi helyzete, igy nem lehet periodikus
megoldéasa sem a 3.12. Allitas értelmében. m

3.4. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?-re div fy)=1+ x2>1>0, ezért a 3.6. Alli-
tas miatt nincs periodikus megoldas. m

3.5. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?-re div f (x,y) = —y? — e* < 0, ezérta 3.6. Allitas
miatt nincs periodikus megoldas. m

3.6. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?-re

i j k
rot f(x,y) =det| 0, 02 03 | = (1 +2x0)k—(1+2x)k =0,
y+2xy x+x2—y% 0

ezért a 3.15. Allitds miatt nincs periodikus megoldas. m

3.7. Megoldas: (Feladat) Mivel a rendszernek nincs egyensulyi helyzete, igy nem lehet periodikus
megoldasa sem a 3.12. Allitas értelmében. m

3.8. Megoldas: (Feladat) Minden (x,y) € R*-re div f(x,y) =2x+2y, ezért ez a D, =
{(x,y):x+y >0} és aD; ={(x,y):x+y <0} tartomanyon alland6 eldjeldi, igy a 3.6. Allitas miatt
nincs periodikus megoldés. m

3.9. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y2. (LfV) (x,y) = 2(x* + y* —x* —y*). A

D ={(x,y):1 < x? + y? < 2} olyan kompakt halmaz, amely pozitivan invarians. Az egyetlen egyen-
sulyi pont az origd. Teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei, kovetkezésképpen 1étezik a
rendszernek D-ben halad6 periodikus palyaja. m

Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy —4 < div f = 2 — 3(x% + y2) < —1, azaz allando el&jelii a D halma-
zon és mégis létezik D-ben periodikus palyaja. A Bendixson-tételt most nem is lehetne alkalmazni,
ugyanis aD = {(x,y):1 < x? + y? < 2} halmaz nem egyszeresen Osszefliggd.

3.10. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + y2. (LV) (x,y) = 2(x2 +y2 —x* —yh).

A D ={(x,y):1 < x* +y? < 2} olyan kompakt halmaz, amely pozitivan invaridns. Az egyetlen
egyensulyi pont az origd. Igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei, kovetkezésképpen
létezik D-ben haladé periodikus palya. m

3.11. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi pontok: P;(1,1) és P,(1,—1). Az x = 1 egyenes is palyat
alkot. Nincs olyan zart palya, amely megkeriili az egyik vagy mindketté egyenstlyi helyzetet. m
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3.12. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y*. (L;V) (x,y) = 4x*(1 — 4x* — 4y*). A
D= {(x, y):% <x*+y*< 1} olyan kompakt halmaz, amely pozitivan invarians. Az egyetlen egyen-

sulyi pont az origd. Teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei, igy 1étezik D-ben haladé peri-
odikus palya. m

3.13. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R*-re div f (x,y) = 4 — (x* + ). igy

D = {(x,y): x? + y? < 4} (x,y) € D esetén div z(x, y) <0,igya3.6. Allitas miatt nincs periodikus
megoldas. m

3.14. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?-re div f(x,y) = 2 + 2x* + 2y%. div f (x,y) > 0,
igy a 3.6. Allitds miatt nincs periodikus megoldas. m

3.15. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x2 +y2. AD = {(x, y):% < x% + y? < 1} olyan kompakt hal-
maz, amely pozitivan invarians. Egyetlen egyensulyi pont az origd. Teljesiilnek a Poincaré-
Bendixson-tétel feltételei, igy 1étezik D-ben halado periodikus palya. m

3.16. Megoldas: (Feladat) Mivel minden (x,y) € R?-re div f(x,y) = 3 + 7x* > 0, igy a 3.6. Allitas
miatt nincs periodikus megoldas. m

3.17. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi pontok: P;(2,4) és P,(2,—4). Az x = 2 egyenes is palyat
alkot, ezért nem lehetséges olyan zart palya, amely megkeriili az egyik vagy mindketté egyensulyi
helyzetet. m

3.18. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x2 + y%. AD = {(x,y): % < x? + y? < 1} olyan kompakt hal-
maz, amely pozitivan invarians. Az egyetlen egyensulyi pont az origd. Teljesiilnek a Poincaré-
Bendixson-tétel feltételei, igy 1étezik D-ben halado periodikus palya. m

3.19. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x*> +y?. A D = {(x, y):% < x* 4+ y* < 1} olyan kompakt hal-
maz, amely pozitivan invarians, azaz a megoldasok mindeniitt a halmazba befelé mennek. Az egyet-
len egyensulyi pontja az origd. Teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei, igy 1étezik D-ben
halad¢ periodikus palya. m

3.20. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + y2. (LfV) (x,¥) = x(x* — xy + y?). Mivel az x? — xy + y*
kifejezés értéke minden (x,y) # (0, 0) esetén pozitiv, ezért az (LfV) (x,y) > 0, illetve (LfV) (x,y) <

0 aszerint, hogy x > 0 vagy x < 0. Azaz a két félsikon a trajektoriak szigori monoton nének vagy
csokkennek. Igy a 3.7 Allitas miatt nincs periodikus megoldas. m

3.21. Megoldas: Mivel minden (x,y) € R*-re div f(x,y) = —a — 3aby? < 0, ezért ez allandé eldjeld,
igy a 3.6. Allitds miatt nincs periodikus megoldas. m

3.22. Megoldas: (Feladat) Tegyiik fel, hogy az x*(t) Ljapunov-értelemben stabilis. igy minden & > 0
szamhoz létezik olyan § > 0, hogy |x*(0) — x(0)| < § esetén |x*(t) — x(t)| < € minden t > 0-ra,

ahol x(t) egy kdrnyezetbdl induldé megoldas. Tekintsiik az x(0) = a és x*(0) = a*-bdl indulo a fazis-
térben 1évo H, illetve H* félgorbéket. Ekkor [x*(¢) — x(¢)| < rileagd(g,H*) < ¢. Igy a Ljapunov-stabi-

litasbol kévetkezik a Poincaré-stabilités. Poincaré-stabilitasbol altalaban nem kévetkezik a Ljapunov-
stabilis. x = y, y = 0. Az altalanos megoldas: x(t) = y(0)t + x(0), y(t) = y(0).
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Az x-tengely minden pontja egyensulyi helyzet. A palyagorbék az x tengellyel parhuzamos egyene-
sek Poincaré-stabilisak, viszont nem Ljapunov-stabilisak, ugyanis legyen x*(t) = (x*(¢t), y*(t)). Ek-
kor t, = 0-ra.

lx* () = x()| = 1x7(0) = x(0)] = /(¥*(0)t — y(0)t + x*(0) — x(0))? + ((¥*(0) — ¥(0))?

nem korlatos t > 0-ra. Igy a fenti rendszer nem Ljapunov-stabilis. m

3.23. Megoldas: (Feladat) Az altalanos megoldas: x(t) = t + x(0), y(t) = y(0).
A palyagorbék az X tengellyel parhuzamos egyenesek, ezért a rendszer minden megoldasa nyilvan-
valoan Poincaré-stabilis. Ugyanakkor a megoldasok Ljapunov-stabilisak is. Ugyanis legyen x*(t) =
(x*(t), y*(t)). Ekkor t, = 0 esetén

x*(0) = x(0)| = |x"() — x(t)] = v/ (x*(0) — x(0))2 + ((¥*(0) — ¥(0))?,
Igy tetszbleges & > 0 szam esetén, ha |x*(0) — x(0)| < &, akkor |x*(t) — x(t)| < e minden ¢ > 0-ra.

Igy tetszSleges € > 0 szam esetén § = £ megfeleld lesz, azaz a fenti rendszer Ljapunov-stabilis. m

3.24. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék y = Cx egyenletli, origdon atmené egyenesek a megfeleld
iranyitassal. Egyetlen megoldas sem lehet Poincaré-stabilis.m

3.25. Megoldas: (Feladat) 7 =rsinr és ¢ = 1. Azr = 2n+ 1)m (n € N) kordk mindegyike stabi-
lis hatarciklus. Igy Poincaré-féle értelemben (orbitalisan) stabilisak. A r = 2nm (n € N) korok
mindegyike instabilis hatarciklus. Ezek a palyak Poincaré-féle értelemben instabilisak. m

3.26. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi pontok: P, (0,0) és P,(0,1). A palyak egyenlete:
y(x) = e®*. Ha C < 0, akkor a palyak Poincaré értelemben stabilisak és, ha C > 0, akkor a palyak
Poincaré értelemben instabilisak. m

3.27. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi pont az origd. A 3.9. Definicid szerint eljarva,
tekintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,2n] az orig(')t megkeriilé gorbét. Ezek szerint

2nfq (V(t))dtf L(r®)-f Z(V(t))dtf 1 (Y(t))

fi(y®) = sin2¢ & f,(y(©)) = cos2t. indy = o= | e oo =—2.m
1\1 2\r2

3.28. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi pont az origd. A rendszernek itt nyeregpontja
van. Igy az egyensulyi helyzet indexe —1. Ez definici6 szerint is kiszamolhaté. A 3.9. Definici6
szerint eljarva, tekintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,27] az origdt megkeriil6 gorbét. Ezek szerint

2nfq (V(t))dtf L(r®)-f Z(V(t))dtf 1 (V(t))

Hi(r®) = cost & f,(r(1) = —sint. indy = o= | e o, =—1.m
1\r1 2\1'2

3.29. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. Az origd centrum. A 3.9. Defi-

nici6 szerint: Tekintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,27] az origbt megkeriild gorbét. Ezek szerint

27Tf1(]/(t))dt 2(y®)- fz(V(t))dt 1rce ))
f1 (V1(t))+f2(]/2(t))

fl(y(t)) = sint és fz(y(t)) = —cost. indy = =1.3.13.

Allitas miatt az index sziikségszertien 1. m
3.30. Megoldas: (Feladat) Nincs egyensulyi helyzet, ezért tetszéleges gorbe indexe 0. m

3.31. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensutlyi helyzet. Vegyiik most célszeriien az
(ax + by)? + (cx + dy)? = 1 ellipszist. Paraméterezziik az ellipszist a kovetkezéképpen:
fikx,y) =ax+by =cost € fo,(x,y)=cx+dy=sint (0<t<2m)

Ezt megoldva kapjuk, hogy x dc%zsmt illetve y = —_CCEZZEICSW-
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Igy a 3.7. Definiciot alkalmazva: ind y = sign(ad — bc). m

3.32. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,2] origot megkerilé gorbét.
Ezek szerint f; (y(t)) = 2cos®t — 1 = cos2t és f,(y(t)) = sin2t.indy = 2. m

3.33. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A palyagorbék y* — x* = C ala-
kuak. V(x,y) = xy. Ekkor (L;V) (x,y) = x* 4+ y*. Alkalmazva a 2.15 tételt, latszik, hogy az origé in-

stabilis egyenstlyi helyzet. Az origd jellege nyeregpont. Az egyensulyi helyzet indexe —1. m

3.34. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szam topoldgiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kovetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.35. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szam topologiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kdvetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.36. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szdm topoldgiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kdvetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.37. Megoldas: (Feladat) Megmutathatd, hogy van olyan zart grbe, amelynek a rendszerre tekintett
indexe kiilonbozik a 0-t6l. Ekkor a 3.14. Allitas miatt a rendszernek kell lennie egyensulyi pontjanak.

3.38. Megoldas: (Feladat) Egyenes kovetkezménye a 3.12. Allitasnak m

3.39. Megoldas: (Feladat) x =y, y = —x — (x? — 2y%2 — 1)y. V(x,y) = %xz + %yz.

(LeV) (x,y) = =y?(x* 4+ 2y* = 1). D = {(x,¥): i < x? + y% < 4}. A D kompakt, pozitivan invarians
halmaz, amely nem tartalmazza a rendszer egyenstlyi helyzetét, a (0,0)-t, igy a Poincaré-
Bendixson-tétel értelmében 1étezik benne periodikus palya. m

3.40. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensilyi helyzet az origd. V(x,y) = %xz + %yz.

(LeV) (x,y) >0, hapl. (x,y) € {(x,y): x* + y* < %} Origo instabilis. D = {(x,y): % <x?+y?<2}
kompakt pozitivan invarians halmaz, ami nem tartalmazza a rendszer (egyetlen) egyensulyi helyze-
tét, a (0, 0)-t, igy a Poincaré-Bendixson-tétel értelmében létezik benne periodikus palya. A 3.8. Alli-
tas szerint a D gyliriiszer(i sikbeli nyilt halmazon, amelyre a div f 4lland¢6 eldjelii és legfeljebb egy
gorbe pontjaiban tiinik el, legfeljebb egy hatarciklus lehet, amely teljesen a D-ben fekszik. A D-n
—8 < div f=2 — 4x? — 4y? < 0,azaz div f D-n allando eljelii és csak egy gorbe pontjaiban tiinik el.
fgy legfeljebb egy hatarciklusa lehet. m

Megjegvzés: A nevezett periodikus megoldas az r = 1 koérvonal, ¥ = r(1 —12%) és ¢ = 1. [

3.41. Megoldas: (Feladat) + = rsin?(1 — 3r%cos?p — 2r2sin¢) és
¢ =1—3sin2 p(1 — 3r2cos?p — 2r’sin’p). AT = {(r,¢): <7< \/%} nem tartalmazza a rendszer

(egyetlen) egyensulyi helyzetét, az origot, igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. Igy
1étezik a rendszernek T-ben haladé periodikus palyéja.m

3.42. Megoldas: (Feladat) Az orig6 egyetlen egyensulyi helyzete.

7 =r(1 —1r3(cos*e + 5sin?pcos?g + 2sintp)) és ¢ = —1 — 2r2cos3psin @
AT = {(r,9): % < r < 1} pozitivan invarians és nem tartalmazza a rendszer egyensulyi helyzetét, az
origot, igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. Igy létezik T-ben halado periodikus pé-
lya (negativ iranyitassal). m
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3.43. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensilyi helyzet az origd. + = r3sin2¢ és ¢ = 1.
A palyak egyenlete: 1+ 2y? = C|2x% —1|. Ha |x| = \/% , akkor Cx? —y* = 2 (1+ C) hiperbolak,

(alkalmas c-re), ha |x| < iz , akkor Cx? + y* = 1 (C — 1) origot megkeriild ellipszisek. Az |x| < \/%

savban minden megoldas periodikus. A nyilt és zart palyak szétvalasztoja az x = + % egyenes. m
3.44. Megoldas: (Feladat) + = rsin ¢ cos (1 —1r?) és ¢ = —r?cos?¢ — sin?¢. A palyak egyenlete:
e " (x2+y2 — 1) = C. Tekintsiik az alabbi kétvaltozos fiiggvényt: V(x,y) = e ™* (x% + y% — 1).
AV fiiggvénynek a (0,0) pontban lokalis minimuma van és lokalisan konvex. Az origo stabilis, de

nem aszimptotikusan stabilis. Létezik periodikus megoldasa is. m

3.45. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A palyagorbék egyenlete:

2
y _ _x : e a1
= +6(x) =C, ahol G(x) = [, g(t)dt. Igy két palya létezik:

y(x) =v2/(C - G(x)), ha G(x) < C, (1
y(x) = —v2,/(C — G(x)), ha G(x) < C. (i)

A feltételek miatt a G(x) — o0, hax - +oo. G folytonos és G(0) = 0. Mivel a (ii) az (i)-nek az x-ten-
gelyre valo tiikkrozésével keletkezik, ezért van periodikus megoldas, az origd centrum, S6t minden
megoldas periodikus. =

3.46. Megoldas: (Feladat) A alabbi halmaz pozitivan invarians: T = {(r, ¢): % <r<1}:A
T = {(r,):2 <r < 1} nem tartalmazza a rendszer egyensulyi helyzetét, az origét, igy teljesiilnek a
Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik T-ben haladd periodikus palya. m

3.47. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P; (0,0), P,(0,1), P;(0,—1) P,(¥2,0),
P,(—V2,0). Az x = 0 és az y = 0 egyenesek palyak. A rendszer dsszes egyensulyi helyzete a tenge-
lyeken van, igy periodikus megoldasa a rendszernek nem lehet. m

3.48. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. + = rcosr? és ¢ = 1.

r=0er= E + krn k € N. A rendszer hatarciklusai: r = E + kn k € N. Ha k paros, akkor ez sta-
bilis, ha k paratlan, akkor instabilis hatarciklus. m

3.49. Megoldas: (Feladat) A Bendixon-kritérium alapjan, ha a + d # 0, akkor nem létezhet zart pa-
lya. Az a + d = 0 esetben a Bendixon-kritérium semmitmondo. Igy: A2 — (a + d)A + (ad — bc) = 0.
Ekkor A% + (ad — bc) = 0. Lattuk, hogy, ha ad — bc < 0, akkor rendszernek nyeregpontja van és ha
ad — bc > 0, akkor centruma az origoban. Igy ez utobbi esetben lehetséges zart trajektoria. Létezik
zart trajektoridja pontosan akkor,haa +d = 0¢és ad — bc > 0.1

3.50. Megoldas: (Feladat) Tegyiik fel, hogy létezik x(t) periodikus megoldasa a differencialegyen-
letnek T > 0 periodussal. Az egyenletet szorozva x-tal és integralva 0-tol T-ig:

0= [T &(@®) x(D)dt + [ (2(®)) de +¢ [ (2(0)) de + [ £(t) sinx(D)de
Mivel [ %(t) %(t)dt = %[(X(t))z]z = 0és [} %(t) sinx(6)de = [cosx()]} = 0, ezért
0= [ (x®) dt +e(x(©))dt = [] (2(©)" A +e(x(®) de.
Amibdl kovetkezdleg: x(t) = 0 — x(t) = C. fgy a periodikus megoldasok x(t) = kn. (k € R) m
3.51. Megoldas: (Feladat) + = rsin?(9 — r?(1 + sin?)). AT = {(r, ¢): % < r < 3} pozitivan in-

varians halmaz. Mivel a T = {(r, ¢): % < r < 3} nem tartalmazza az egyetlen egyensulyi helyzetet,
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az origot, igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. Kovetkezésképpen 1étezik T-ben ha-
lad¢6 periodikus palya. Ez stabilis hatarciklus. m

3.52. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az kdvetkezd rendszert: ¥ = x?, y = y? és y(t) = costi + sintj,
t € [0,27r] az origbt megkeriild gorbét. Igy szerint £, (y(t)) = cos?t és f,(y(t)) = sin®t.indy = 0. m

3.53. Megoldas: (Feladat) 7 = r2 sin% r>0-raésv(0) =0,valamintg = 1.7 =0 r = % azaz
azr = % (n € N) korok a rendszer palyai. Ha nr < % < (n+ Dm esetén 1 < 0, ha n paratlan és

7 > 0, ha n paros. A palyak az r = % korsorok és ezen korok kozotti novekedod vagy csokkend spi-

ralis alakzatok. Ebben az esetben az origd un. centrum-fokusz. (Az origo centrum-fokusz, ha 1étezik
a rendszernek {T;, : n € N} zart egymasba skatulyazott palyaja, hogy I, » 0, han — oo gy, hogy T},
¢és 41 koOzott minden trajektoria tart T, vagy I,.,-hez, hat - +c0.) m

3.54. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a rendszer ¢(t) = (r(t), ©(t)) azon megoldasat, amelyre
r(ty) =1, 0(ty) = 0,. A kezdeti érték probléma Hlegoldésa r(t) =1¢s0(t) =t + 0, — t,.
Vegyiik a rendszer azon @(t) = (#(t), ©(t)) megoldasat, amelyre 7(ty) = 7, 0(ty) = 04 és 74y # 1.
A kezdeti érték probléma_megoldésa: F(t) = (fy — 1)eto™t + 1 és B(t) = (0y—ty)eto™t + t.

Ekkor |o(t) — ¢(t)] = (1 + ((Fy — Delot + 1)2 —2((Fy — De'o~t + 1) cos (G)(t) — @(t)))z,
ami nagy t-re a folytonossag miatt:|(t) — ()|~ (4 — 2 cos(0g — to))%. fgya @(t) nem lehet

Ljapunov-stabilis, igy Ljapunov-aszimptotikusan stabilis se. A palyagorbék globalis viselkedésébol
latszik, hogy a ¢(t) Poincaré-stabilis, s6t ¢ (t) Poincaré-aszimptotikusan is stabilis. m

3.55. Megoldas: (Feladat) A palyak egyenlete: y(x) = % C € R. Tekintsiik az y(x) = 0 palyat. Az

x2

y(x) = 0 gorbe Poincaré-stabilis. Az y(x) = 0 palya aszimptotikusan Poincar¢ stabilis is. m

3.56. Megoldas: (Feladat) Minden (x,y) € R*-re div f(x,y) = —=3x*. div f(x,y) =0 csak az
{(x,y): x = 0}-n és ez nullmértékii R2-ben., ezért a 3.6. Allitas miatt nincs periodikus megoldas. m
3.57. Megoldas: (Feladat) r=2eseténr<0,¢és r = %
kozelednek, az r = % koron tavolodnak a rendszer egyensulyi helyzetétdl, az origotol, igy kell lennie
a két kor kozott periodikus palyanak. m

Megjegyzés: A megoldasban adott Bendixson-zsak élesithetd.

Mivel cosp > —1, ezért ¥ = r — 3 4+ 0.5r cosp = r —r3 — 0.5 = r(1/2 — r2). igy, ha r < \/1/2, ak-
kor 7 > 0. Mivel cosp < 1, ezért 7 =r — 134+ 0.5r cosp <7 — 13+ 0.5r =r(3/2 —r?).

Igy, ha r > /3/2,akkor + < 0.Igy a T: = {r:\/1/2 < r <./3/2} is egy Bendixson-zsak. []

esetén 7 > 0. [gy az r = 2 koron a palyak

3.58. Megoldas: (Feladat) + = 2.57 — r3 + 1.57 cos2¢, és ¢ = —2r — 3r cos ¢ sin ¢. Mivel

cos2¢ = —1, ezért 7 > r(1 — r?). Igy, ha r < 1, akkor 7 > 0. Mivel cos2¢ < 1, ezért i < r(4 — r2).
fgy, ha r > 2,akkor # < 0. A T:= {r: 1 < r < 2} olyan Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a
rendszer egyetlen egyensulyi helyzetét, az origot. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek
létezik T-ben fekvd periodikus palyaja. m

3.59. Megoldas: (Feladat) 7 = r — 2r2 + r2cosg és ¢ = 1.

Mivel cos2¢ > —1, ezért 7 > r(1 — 3r). Kovetkezésképpen, ha r < 1/3, akkor 7 > 0.

Mivel cos2¢ < 1, ezért # < r(1 —r). gy, ha r > 1,akkor 7 < 0. AT:= {r: 1/3 < r < 1} olyan
Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyensulyi helyzetét, az origot. A
Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek 1étezik T-ben fekvo periodikus palyaja. m
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Megjegvzés: A hatarciklus egyenlete: 15(x2 + y?) — 2xy — 4(x + y) = 4.

3.60. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. Tekintsiik az alabbi halmazo-
Kat: Rc:= {(x,y): f(x,¥) = 0, R;:={(x,¥): f(x,¥) > 0,Rg: = {(x, y): f (x,¥) < 0}.

7 = —rf(rcos @, rsin @) és ¢ = —g(rcos @, rsin @).
Vilagos, hogy R;-N 7 < 0éS Rg-n7> 0. AT:={(x,y):—e < f(x,y) <& €>0,e K 1}olyan
Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyensulyi helyzetét, az origdt. A
Poincaré-Bendixson-tétel miatt l1étezik T-ben fekv6 periodikus palya. m

3.61. Megoldas: (Feladat) + = r — r3(1 + 0.5sin?¢p — sin*p). Megmutathato, hogy az

% <1+ 0.5sin?p — sin*p < % (*). (*) miatt 7 < r(1 — %rz), igy ha r > /2, akkor 7 < 0.

(*) miatt 7 > r(1 - 72, igy ha r < \/% akkor 7 > 0. AT: = {r:\/% < r < v/2} olyan Bendixson-
zsék, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyensulyi helyzetét, az origdt. A Poincaré-
Bendixson-tétel miatt 1étezik T-ben fekvo periodikus palya. m

3.62. Megoldas: (Feladat) + = r(1 — 2r? — r2sin?¢) és ¢ = 1. Az egyetlen egyensulyi helyzet az
origd. Az r = 1/2 kéron 7 = %(% —i sin®¢). Ekkor 7 > 0. Az r = 1 koéroén 7 = —1 — sin?¢. Ekkor
7 < 0. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a 7: = {r:% < r < 1}-n 1étezik hatarciklus. div f = 2(1 —
412 — 2r2sin@). A div f < 0 aT-n. A 3.8. Allitas miatt 1étezik egyetlen hatarciklus. m

3.63. Megoldas: (Feladat) A rendszernek nincs egyensulyi helyzete. Tulajdonképpen az origo le-
hetne ez, de ott nincs a rendszer értelmezve. Az értelmezési tartomany nem egyszeresen 0sszefiiggd

tartomany. Az x-y koordinata-rendszerben a rendszer alakja: x = —= Xy =2 Y

S22 xy? Y= Jx2ty?  x%+y?
Az origo6 kozepi, egy sugara korvonal periodikus palya (instabilis hatarciklus) és egyszerii szamo-
. T .1
lassal adodik, hogy div f = N ’
Megjegyzés: A feladat kapcsolatban 4all a 3.8. Allitassal is.

azaz igy allando eldjelti. m

3.64. Megoldas: (Feladat) div f = —2x + 2y. A Bendixson-tétel miatt a rendszernek nem lehet peri-
odikus megoldasa sem a D; = {(x,y): —x +y > 0},sema D, = {(x,y): — x + y < 0} halmazon. igy,
ha van periodikus megoldas, akkor a palyajanak metszenie kell az y = x egyenest. Vilagos, hogy
ezen egyenesen x = —x — x2, y = —x + x2. Lathato, hogy itt x < y, azaz nem juthatunk el D;-bél D,-
be, igy ha D,-bél indulunk, akkor D,-be is maradunk. m

3.65. Megoldas: (Feladat) Tegyiik fel, hogy végtelen sok izolalt egyensulyi helyzet 1étezik egy peri-
odikus palya belsejében. Legyenek ezek {x,}. Mivel az {x,} pontsorozat korlatos, ezért 1étezik
{xn,} € {xn} kONnvergens részsorozat. Legyen x* = lim x,,. Vildgos, hogy ekkor x* is egyensulyi hely-
zet és x* minden kornyezetében végtelen sok egyensulyi helyzet van, azaz x* nem lenne izolalt egyen-
sulyi helyzet. m



