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Folytonos dinamikai rendszerek

Ndgel Arpad

1. Linearis rendszerek

Tekintsik az

x(t) =4~ x(t) (1.1)
allando egyiitthatds, homogén linearis n-ed rendii differencialegyenlet-rendszert. Jelolje az A matrix
sajatértékeit multiplicitdssal A,, A,, -, 4, ¢és jeldlje s;, s, ', s, azt a bazist az n—-dimenzids

euklideszi térben, amely a matrix Jordan®-normalformajat adja. Ezen bazis segitségével definialhaté
a (1.1.) rendszer stabilis, instabilis és centralis altere.

1.1. Definici6: Legyen {s;, s, ... s,} € R™ az A matrix valds Jordan-normalalakjat meghatarozo egy
bazis. Jelolje A azt a sajatértéket, amelyhez az s, bazisvektor tartozik. Az

Ey(A):= ({si:Re A < 0)), Ey(A):= ({siiRe A > 0)),  Eo(A): = ({sy:Re & = 0})
altereket az (1.1.) rendszer stabilis, instabilis, illetve centrdlis alterének nevezzik.
(Itt a () a megfelel6 vektorok altal kifeszitett alteret jeloli.)

1.2. Megjegvyzés: a) a fenti alterek invariansak A-ra, és a direkt 0sszegiik az egész R™ tér,

b) Hat - x(t) az (1.1.) megoldasa és x(0) € Es(4), E, (4) ill. E.(4), akkor x(t) € Es(4), E,,(4),ill.
E.(A) minden ¢ € R-re, ¢) minden x, € E;(4) ( E,(4)) esetén ed! - x, - 0,hat - +oo (t > —), s6t
a konvergencia exponencialis sebességii. []

Ha A specidlisan 2 x 2-es matrix, akkor az invaridns alterekkel valo jellemzés tovabb finomithato.
1.3. Definici6: Legyenek az A 2 x 2-es matrix sajatértékei A, és A,.
Azt mondjuk, hogy az x(t) = A - x(t) rendszer egyensulyi helyzete
— stabilis csomo, ha 1, < 0, 1, <0,
— Instabilis csomg, ha 2, > 0,1, > 0,
— elfajult stabilis csomé, ha A; = A, < 0 és a hozza tartozo sajataltér egydimenzios,
— elfajult instabilis csomé, ha 1, = 1, > 0 és a hozzajuk tartozo sajataltér egydimenzios,
- nyereg, ha 1; <0< 2,,
— stabilis fokusz, ha 1;, 1, nem valdsak és Re1; <0, Red, <0,
- instabilis fokusz, ha 1;, A, nem valdosak és Re 4; > 0, Rel, > 0,
— centrum, ha Re A; = Re, A, = 0, azaz A, és A, tiszta képzetesek.

Ha az A szingularis, akkor az origo nem izolalt egyensulyi helyzet. Az elfajult esetek a kovetkezok:
1. 4, =0, 4, >0, akkor végtelen sok instabilis egyensulyi pont,

2. 1; =0, 4, <0, akkor végtelen sok stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensulyi pont,

3. 41 = 1, =0 ¢és a hozza tartoz¢é sajataltér kétdimenzios, akkor minden pont egyensulyi pont,

4. 2, = A, =0 ¢és a hozza tartoz6 sajataltér egydimenzids, akkor végtelen sok instabilis egyensulyi
pont van.

1 M.E.C. Jordan (1838-1922) francia matematikus
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Az un. (Tr, det) diagram segitségével a faziskép tipusa meghatarozhato sajatértékek konkrét kisza-
Tr A+,/(Tr A)?—4det A
- :

mitasa nélkil is. A sajatértékek A, =

1.4. Allitas: Tekintsiik az x(t) = A - x(t) rendszert, ahol A adott 2 x 2-es matrix. Ekkor a rend-
szer - -

egyensulyi helyzete

— stabilis nem elfajult csomo, ha (Tr A)? > 4det4 >0 és Tr4 <0,

— instabilis nem elfajult csomo, ha (Tr A)* > 4det4 >0 és TrA >0,
— elfajult stabilis csomo, ha (Tr A)? = 4detA4 ésTr4 <0,

— elfajult instabilis csomo, ha (Tr A)? = 4det4 ésTrA4 >0,

- nyereg, hadet4 <0,

— stabilis fokusz, ha (Tr A)? < 4det4 ésTrA <0,

— instabilis fokusz, ha (Tr 4)? < 4det4 ésTrA >0,

— centrum, hadet4 >0 éTr4 = 0.

Bonyolultabb az x(t) = A - x(t) 3-ad rendi differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak a szerke-
zete. Az egyensulyi helyzetek jellegét, illetve a rendszer palyait R3-ban az A matrix sajatértékei sze-
rint osztalyozhatjuk, jellemezhetjiik. Két elkiiloniild eset van.

a.) 10 db. normal eset: Re A; # 0 (i = 1,2,3). (A tobbszoros gyokoktol eltekintve.)

r . 2 g 1
: :

b.) 11 db. elfajult eset: Re A; = 0 valamilyen i = 1,2, 3-ra.
;0 }0 0 0

&1 1 2. 2  eed
[

I
#_&*Hﬁ_

Definialjuk a Ljapunov-stabilitast d/taldnos differencialegyenlet-rendszer esetén.
1.5. Definicié: Legyen D c R x R™ tartomany, f: D —» R™ folytonos fiiggvény, (t,, xo) € D.
Tekintsiik az

x(t) = f(t,x(8)) (1.2)
differencialegyenlet-rendszert.
Tegyiik fel, hogy az (1.2.) rendszerre teljesiilnek az egzisztencia €s az unicitas tétel feltételei. Jeldlje
az (1.2) differencialegyenlet x(t,) = x, kezdeti feltételt kielégité megoldas maximalis értelmezési
tartomanyat 1(t,, x,), a kezdeti érték probléma teljes megoldasat x(t, ty, xo).
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At - x(t, to, xo) Mmegoldas Ljapunov2-értelemben stabilis, ha
1. [to, +o0) € 1(to, xo) €s
2. minden & > 0 szamhoz és minden t; € [ty, +0) szamhoz létezik olyan &(e, t;) > 0 szam, hogy
minden (t1,q) € D, |q — x(t1, o, x0)| < & esetén [ty, +00) < I(ty, q) €s |x(t,t1,q) — x(L,to, Xo)| < €
teljesiil minden t > t; esetén.
A megoldast Ljapunov-értelemben instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis.
A megoldast Ljapunov-értelemben aszimptotikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis és
|x(t, t1,q) — x(t,to, x0)| > 0, ha t —> +oo.

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, a stabilitast, aszimptotikus stabilitast, illetve az instabili-
tast Ljapunov-értelemben fogjuk haszndljuk.

Fontos az alabbi
1.6. Allitas: Tekintsiik az

x(t) = A®) - x(t) + b(t) (1.3)
inhomogén linearis n-ed rendii differencialegyenlet-rendszert, ahol A(t), b(t) € C(R)ést €l c R.
Ha a rendszer egy megoldasa stabilis (aszimptotikusan stabilis), akkor minden megoldas stabilis
(aszimptotikusan stabilis). Ekkor lehet beszélni a rendszer stabilitasardl (aszimptotikus stabilitasarol).

Stabilitas, aszimptotikus stabilitas és instabilitas eldontésére linearis esetben fontos a kovetkezd
1.7. Allitas: Tekintsiik az %(t) = A - x(t) allando egyiitthatos, linearis n-ed rendii differencialegyen-
let-rendszert.

a) Ha az 4 matrixnak van nemnegativ valds részi sajatértéke, akkor a rendszer nem aszimptotikusan
stabilis.

b) Ha az 4 matrixnak van pozitiv valos részii sajatértéke, akkor a rendszer instabilis.

) Ha az 4 matrixnak van olyan 0 valos részl sajatértéke, amely a minimal polinomnak tobbszords
gyoke, akkor a rendszer instabilis.

d) A rendszer pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha az 4 matrix minden sajatértékének a
valds része negativ.

e) A rendszer pontosan akkor stabilis, ha az A matrix minden sajatértékének a valos része nem
negativ és Re A = 0 esetén a A algebrai multiplicitasa megegyezik a geometriai multiplicitasaval.

Tobbdimenzios esetben egy linearis rendszer egyensulyi helyzetének aszimptotikus stabilitdsanak
meghatarozasara talan a legismertebb a Routh-Hurwitz-kritérium. Ez pontosan akkor kovetkezik be,
haa (1.1.) rendszer p, (1) karakterisztikus polinomja tn. stabilis polinom, azaz minden sajatértékének
a valos része negativ. Ezt a sajatértékek tényleges kiszdmitasa nélkiil is ellendrizni lehet.

A sziikséges feltételrdl szol az alabbi
1.8. Allitas: (A. B. Stodola®) (1893) Ha a p, (1) = A" + a,,_1 A"~ + --- + a; 1 + a, polinom stabilis,
akkor a; > 0mindeni =0,1,..n— 1-re.

Polinom stabilitasara ad sziikséges és elégséges feltételt az alabbi

1.9. Allitas: (Routh-Hurwitz-kritérium®) (1895) A p, (1) = A" 4+ a,_ ;A" L + -+ a;1 + a, polinom
pontosan akkor stabilis, ha az alabbi n x n-es matrix pozitiv definit, azaz a fominormatrix determinans
sorozatai pozitivak:

2 A. M Ljapunov (1857-1918) orosz matematikus

3 Aurel Boreslaw Stodola (1859-1942) felvidéki szarmazasu, svéjci fizikus
# A. Hurwitz (1859-1919) német és E. J. Routh (1831-1907) angol matematikusok

3
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a, 1 0 . .. 0
s 8, a,; 1 0

0 0 a a a,
0 0 0 0 0 a

1.10. Megjegvzés:
a) n = 2 esetben a p,(1) = 12 + a; 1 + a, polinom pontosan akkor stabilis, ha a

(¢«

0 ag

matrix pozitiv definit, azaz ha a, és ay > 0.

b) n = 3 esetben a p;3(1) = A3 + a,A% + a; 4 + a, polinom pontosan akkor stabilis, ha a

a, 1 0
(ao a az)
0 0 ag

matrix pozitiv definit, azaz a, > 0, a,-a; —ay > 0¢s ay > 0. [[]

Léteznek polinom stabilitdsara mas kritériumok is.

Jelolje map, (1) = A" + a1 A" 1 + - + a; 1 + ao polinom pozitiv valés részii gyokeinek a darab
szdmat. Vegyiik a p,, polinom értékeit a képzetes tengelyen, azaz tekintsiik a p, (iw)-t, ahol w € R.
A komplex sik {p, (iw): w € R} gorbéjét az p, (1) polinom tn. Mihajlov-kodografjinak nevezziik.
Tekintsiik a kovetkezd fliggvényt: ¢ (w) = Argp,(iw), @(0) = 0. Itt Argz a tobbértéki fiiggvény
egy folytonos aga: argz + 2km, ahol k egész szam és —m < argz < 7. (*) Ha a hodografa w = w,
pontban metszi a komplex sik {Im z = 0,Re z < 0} félegyenesét, akkor az (*) fiiggvénynek egy
olyan agat vessziik, amely biztositja a ¢ (w) fliggvény folytonossagat a w, pontban. Jeldljiik
V{p(w):w € (—,0)} a ¢(w) Ndvekményét.

1.11. Allitas: Ha p,,(iw) # 0 minden w € R esetén akkor
V{p(w): w € (—0,0)} = n(n — 2m).

A fentiek egyenes kovetkezménye az

1.12. Allitas: (Mihajlov-tétel) Ha p,(iw) # 0 minden w € R esetén, akkor a
PV ="+ ap AT+ 4+ a1+ ag

polinom pontosan akkor stabilis, ha V{p(w):w € (—o0, )} = nm.

1.13. Megjegyzés: Az 1.12. Allitas teljesiilése egyszeriisithetd. Mivel a p,, (1) polinom egyiitthatoi
valosak, ezért Re p,, (iw) = Re p,(—iw) €s Im p,(iw) = —Im p,(—iw), igy a Mihajlov-hodograf szim-
metrikus a valos tengelyre. [-]

fgy kapjuk az alabbi allitast:

1.14. Allitas: (Mihajlov-Leonhard) Ha p,,(iw) # 0 minden w € R esetén, akkor a
PnD) ="+ ap A+ + a1+ ag

polinom pontosan akkor stabilis, ha V{g(w):w € (0,»)} = ng ]

1.15. Megjegyzés: Stabilis polinomok esetén a ¢ (w) fliggvény monoton névekszik. Ebben az esetben
a w novekedésével az p, (1) hodografja kiindulva a {Re z > 0,Im z = 0} pozitiv féltengelyrol, egymas
utan metszia{Re z = 0,Im z > 0}, {Re z < 0,Im z = 0},..., féltengelyeket, mikdzben pontosan n darab
kvadranson halad at. Ha p,, (iw) # 0 minden w € R esetén és w névekedésével a p, (1) hodografja
w=>0 esetén Kkiindulva a {Rez>0,Imz =0} féltengelyr6l, egymas utan Kkeresztezi

4
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{Rez =0,Imz > 0},{Rez < 0,Im z = 0}, ..., ..., f€ltengelyeket, és kozben pontosan n darab kvadran-
son halad at, akkor p,,(1) egy stabilis polinom. []

A fentick alapjan teljesiil az iranyitastechnikaban is hasznalt Mihajlov-Leonhard-kritérium.
1.16. Allitas: (Mihajlov-Leonhard) (1938) Tekintsiik a 2,(1) = apA™ + ;A" 1 + -+ a,_11 + a,
n-ed foka polinomot. Tegylik fel, hogy ay # 0 €s a,, # 0.
Legyen a P, polinom gydktényezds alakja frekvenciatartoményban, A = iw helyettesitéssel:

Py (iw) = ap(iow — p1)(iw — p3) ... (lw — pp).
A B, polinom stabilis pontosan akkor, ha az n-ed fokt karakterisztikus egyenleténck megfeleld
w — B, (iw) gorbe nem halad 4t a komplex sik origdjan, €s a korfrekvencidt 0 < w < oo tartomanyban
valtoztatva, a gorbe pontosan n darab siknegyeden fut keresztiil, az 6ramutato jarasaval ellentétes
iranyban.

Példa: Adjunk sziikséges és elégséges feltételt a Mihajlov-Leonhard-kritérium felhasznalasaval az
ps(D) =B +ar?>+pA+y

polinom stabilitasara!

Megoldas: Az 1.8. Allitas miatt a stabilitas sziikséges feltétele, hogy az @ > 0, 8 > 0,y > 0.

Kiszamolhatd, hogy p;(iw) = (¥ — aw?) + i(B — w?)w. A p3(2) hodografjanak metszéspontjai w > 0

esetén a {Rez > 0,Im z = 0}, {Rez = 0,Im z > 0}, {Re z < 0,Im z = 0} féltengelyekkel a kovetkezo

pontok: w; = 0, w, = \/g w3 = +/B. Ebben az esetben

ps(0) = 1. pstion) = (8 = D) [£ éspstion) =y - a.
fgy a polinom stabilis pontosan akkor, ha g —g >0¢sy—af <O0.

1.17. Megjegyzés: A fenti 1.16. Allitasban szereplo Mihajlov-Leonhard-kritérium pontosan akkor
teljesiil (= 12.), ha

1. apa,_1 >0 ¢és

2. (@) =ap —ap_ya+ ap_,a®—... ésaqy(B) = apn_q — an_3B + ap_sBf?* — ...

polinomok gydkei pozitivak €s alternalnak, azaz az egyik egyenlet tetszdleges két gyoke kozott van
a masik egyenletnek gyoke: 0 < ay < B <a, < B, < O
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1. Feladatok

Vizsgaljuk meg az alabbi 4 matrixhoz tartoz6 x(t) = A - x(t) linearis rendszerek egyensulyi hely-
zetének jellegét, hatarozzuk meg a stabilis, instabilis és centralis alteriiket és adjuk meg ezen alterek
dimenziojat!

1.1. feladat: (Megoldas) A= (é D
. . _(1-1
1.2. feladat: (Megoldas) a=(_, 1)
. : _(-1 5
1.3. feladat: (Megoldas) a=(7; 1)
1 -1 1
1.4, feladat: (Megoldas) A=[1 1 —1)
2 -1 0

1.5. feladat: (Megoldas)

x>

Il

N RN
|

=

|

_ NN

N——

-2 1 -2
1.6. feladat: (Megoldas) A= 1 =2 2)
3 -3 5
2 1 0
1.7. feladat: (Megoldas) A= (0 2 4)
1 0 -1

Hatarozzuk meg az a valos paraméter fiiggvényében az adott lineéris rendszer egyensulyi helyze-
tének a jellegét!

1.8. feladat: (Megoldas) 4= (a _1)

1.9. feladat: (Megoldas)

>
I

1.10. feladat: (Megoldas)

(&S
Il
N l/_\ N
=
o Q
N—

1.11. feladat: (Megoldas)

>
I

1.12. feladat: (Megoldas)

I

I
N
Q O
I
=
N—

Hatarozzuk meg a p valds paraméter fliggvényében az adott linearis rendszer stabilis, instabilis
és centralis alterének dimenziojat!

0 1 0
1.13. feladat: (Megoldas) A= (0 0 1 )
1 -1—-p 1+4p
1 0 0
1.14. feladat: (Megoldas) A= (O 0 1)
p 1 0
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Vizsgaljuk a stabilitds szempontjabol az alabbi differencidlegyenleteket:
1.15. feladat: (Megoldas) X+x—-2x=0
1.16. feladat: (Megoldas) X—x+2x=0
1.17. feladat: (Megoldas) X+X+x+2x=0

Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszer tetszéleges megoldasa t — oo esetén
az azonosan nulla megoldashoz tart!

1.18. feladat: (Megoldas) xX=y

y=-3x—4y
1.19. feladat: (Megoldas) x=-7x+y
y =—-2x — 5y
1.20. feladat: (Megoldas) X=—x+z
y=-2y-z
z=y—2z

1.21. feladat: (Megoldas) Milyen a és b paraméterre lesz az alabbi differencialegyenlet aszimptoti-
kusan stabilis?
X+aXx+bx+2x=0
Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet fazisportréjat!

1.22. feladat: (Megoldas) X=y
y=x
1.23. feladat: (Megoldas) X =2y
y =-8x
1.24. feladat: (Megoldas) X=y
y=y
1.25. feladat: (Megoldas) X=x+Yy
y=-y

1.26. feladat: (Megoldas) X=x-Yy
y=—-4x+y

1.27. feladat: (Megoldas) X=-2x+y

1.28. feladat: (Megoldas) x=0
y=x+y

1.29. feladat: (Megoldas) X=—-x+y
y =-2x—3y

1.30. feladat: (Megoldas) X=-2x—y
y=x-2y
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1.31. feladat: (Megoldas) x=x-y—-1
y=—4x+y+1

1.32. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az x(t) = A - x(t) 2x2-es linearis rendszert. Jeldlje az A matrix
sajatértékeit A, = a+if, A, =a—iB, (B #0) valamint sajatvektorait s, =u+iv, s, =u—
iv. Legyen T = (u,v)ésx=T"y Mutassuk meg, hogy a detT pozitiv vagy negativ értekétdl flig-
gben az x és y sikon a palyak koriiljarasi iranya megoérzodik, illetve ellentétesre valtozik. (= 1.29.,
1.30. feladat)

1.33. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az x(t) = A - x(t) 2x2-es linearis rendszert. Mutassuk meg, ha a
rendszernek van nem trivialis periodikus megoldasa, akkor minden megoldas periodikus.

1.34. feladat: (Megoldas) Mihajlov-Leonhard-kritérium segitségével dontsiik el az alabbi polinom
stabilitasat!

a)p,(A) =212+41+8

b) ps (1) =23+ 512+ 61+ 1
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2. Nemlinearis rendszerek

Tekintsiik a tovabbiakban az

x(t) = f(x(0) (21)
egy olyan n-dimenziés autonom differencialegyenlet-rendszert, amelyre teljesiilnek az egzisztencia
¢s a unicitas tétel feltételei. Jelolje x (¢, ty, xo) @ (2.1.) x(ty) = x, feltételt teljesité megoldasat. A (2.1.)
autonom rendszer esetén x(t+ to, to, xo) = x(t, 0, o). Igy ezt jeldlhetjiik a tovabbiakban x(t, x,)-lal.
Legyen p a rendszer egyensulyi helyzete (egyensulyi pontja), azaz f(p) = 0.
I. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetd, hogy p = 0.
I1. Ha f folytonos fiiggvény €s x(t) a (2.1) olyan megoldasa, amelyre th_)r(r)lo x(t) = 0, akkor f(0) =0,
azaz ekkor az origo6 egyensulyi helyzet.

Alapvetd az 1.5. Definici6 4tfogalmazasa autonom rendszer egyensulyi helyzetének stabilitasara.
2.1. Definici6: Az x(t, p) = p megoldas stabilis, ha minden e > 0 szdmhoz létezik & > 0 szam, hogy

minden |q — p| < & esetén |x(t,q ) — p| < ¢ teljesiil minden ¢ > 0-ra.

Az x(t,p) = p megoldas (lokalisan) aszimptotikusan stabilis, ha stabilis és lokdlisan attraktiv, azaz
p egyensulyi pontnak Iétezik olyan U kdrnyezete, hogy minden q € U esetén tl_i)grnoo x(t,q) =p.
Aszimptotikus stabilitas esetén az U halmazt vonzdsi vagy attraktivitasi tartomdnynak nevezzik.
AZ x(t, p) = p megoldas (lokalisan) exponencialisan stabilis, ha létezik €, 5 > 0 €s a > 0 szam, hogy
lx(t,q) —pl < C-e™%-|ql,ha|qg —p| < 6.

Az x(t, p) = p megoldas instabilis,ha nem stabilis.

Az x(t, p) = p megoldas teljesen instabilis, ha létezik olyan § > 0 szam, hogy az S: = {x: |x — p| < 6}
gomb tetszbleges q # p pontjabol inditott x(t, q) megoldas esetén Iétezik olyan ty = t4(q) pozitiv
szam, hogy minden t > ¢, esetén |x(t,q) — p| > 4.

2.1. Megjegyzés: a) Az exponencialis stabilitdsbol az aszimptotikus stabilitas és ebbdl a stabilitas
kovetkezik.
b) Az atfogalmazas konnyen meggondolhatd. Az aszimptotikus stabilitas is konnyen megmutathato,

ugyanis lim |x(t, t1, q) — x(¢, to, Xo)| = lim|x(t,q) —p| = 0.

c) A 2.1 Definicio fejezi ki pontosan azt, hogy a kozelrdl inditott megoldas kézel marad. A stabilitast
definialhatnank, példaul ugy, hogy az origd, mint egyensulyi helyzet stabilis, ha minden ¢ > 0 szam
esetén |x,| < e-bdl kovetkezik, hogy |x(t,xy)| < € teljesiil minden t > 0-ra. Tekintsiikk az x = —2y,
y = x rendszert. A palydk az x? + 2y? = C (C = 0) ellipszisek. Adott ¢ > 0 szamra az |x,| < e-bdl
indul6 palya elhagyhatja a € sugara korlemezt, igy a fenti értelemben az origd instabilis lenne, de
Ljapunov-értelemben nyilvanvaldan stabilis. o

Az attraktivitas és a stabilitas egymastol fliggetlen fogalmak. Létezik olyan példa, hogy az egyensulyi
helyzet Gn. globalisan attraktiv, azaz minden palyagdrbét vonz, de az mégsem stabilis. Az origéd ekkor
instabilis, de nem teljesen instabilis egyensulyi helyzet. (R. E. Vinograd 1957.)

A palyagorbék jellege az egyensulyi pontok kornyezetében az esetek egy részében meghatarozhato
linearizalassal is. Ha f € C 1, akkor tekinthetjiik p egyensilyi pont egy kdrnyezetében az

¥ =f'(®) - y(®) (2.2)
Un. linearizalt rendszert. (Az f" az f vektormezd Jacobi-matrixa.)
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A linearizalas segitségével a (2.1.) rendszer stabilitasa a kovetkezoképpen donthetd el:
2.2. Allitas: Tegyiik fel, hogy f € Cl.

a). Haaz A = f'(p) matrix minden sajatertékének a valos része negativ, akkor a p aszimptotikusan
stabilis egyensulyi pontja a (2.1.) rendszernek, sdt létezik C,8,a > 0, hogy a (2.1.) minden x(t, q)
megoldasara [x(t,q) —p| < C- e at. lq], ha |q — p| < &, azaz p ekkor exponencialisan stabilis is.

b). Ha az A = f'(p) matrixnak van pozitiv valosrészli sajatértéke, akkor a p instabilis egyensulyi
pontjaa (2.1.) rendszernek. -

C). Ha az 4 = f'(p) matrixnak minden sajatértéke pozitiv valosrészii, akkor a p teljesen instabilis
egyensulyi pontj_a a (2.1.) rendszernek. -

Teljesiil a kovetkezd
2.3. Allitas: Tekintsiik a kovetkez6 tn. kvazilinearis differencialegyenlet-rendszert:

x(t) = A-x() + g(x(©), (23)
amelyre tegytik fel, hogy g(0) =0 ¢és % -0,ha x - 0.
Tekintsiik a (2.3.) egyenletben a nemlinedris tagokat elhagyva, az egyenlet linearizaltjat:
%(8) = A x(0). (2.4)

Ha a (2.4.) linearizalt egyenlet p = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabilis, akkor a (2.3.)
egyenlet p = 0 egyensilyi helyzete is aszimptotikusan stabilis.

Ha a (2.4.) linearizalt egyenlet A matrixanak minden sajatérték valods része pozitiv (Iétezik pozitiv
valos részii sajatértéke), akkor a (2.3.) egyenlet p = 0 egyensulyi helyzete teljesen instabilis (instabi-
lis).

2.4. Megjegyzések: a) A 2.3. Allitasban az els6 feltételbol kovetkezik, hogy p =0a(2.3) egyenletnek
egyenslyi helyzete. A masodik feltétel szerint a g fliggvény mar csak linedrisnal nagyobb rendii

tagokat tartalmaz.
b) A 2.2. a) Allitds megfordithato: A p egyensulyi helyzet exponencidlisan stabilis pontosan akkor,

ha az f'(p) matrix stabilis, azaz minden sajatértékének valos része negativ.

c) Ez nem igaz aszimptotikus stabilitasra, mint ahogy azt az x = —x3 példaja mutatja. Ekkor a Ja-
cobi-matrix nem stabilis, ugyanis f'(0) = 0, de az origd, (globalisan) aszimptotikusan stabilis. [-]

A kétdimenzios autonom rendszerek esetén a 2.2. Allitas tovabb finomithaté.
2.5. Allitas: (Poincaré®) Ha f€C*éRed+0af'(p) Jacobi-matrix tetszSleges sajatértékére, ak-
kor a (2.1.) rendszer p egyensulyi helyzete ugyanolyan tipusa, mint a (2.2) rendszerben az origo.

2.6. Megjegyzés: A fenti tételben fontos szerepet jatszott, hogy Re 4 # 0 teljesiilt tetszdleges sajat-
értékre. Ha ez a tulajdonsag teljesiil az adott matrixra, akkor a matrixot nem kritikus madtrixnak,
illetve az egyenstlyi pontot nem Kkritikus egyensulyi helyzetnek nevezziik. Ebben az esetben a
linearizalt rendszer a lokalis fazisképet meghatarozza. o

2.7. Megjegyzés: Haa p egyenstlyi helyzet kritikus, akkor az egyensulyi helyzet stabilitasa

altalaban linearizalassal nem donthet6 el. Viszonylag egyszerii példak vannak arra, amikor a (2.1.)
rendszer egyensulyi helyzete stabilis vagy instabilis fokusz, de a linearizaltja ugyanitt centrum. Kri-

tikus egyensulyi helyzet lokalis vizsgalataban fontos szerepet jatszik a Ljapunov-féle direkt modszer.
B

5 H. Poincaré (1854-1912) francia matematikus
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2.8. Allitas: (Ljapunov-féle elégséges feltétel stabilitasra) (1892) Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi
helyzetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen megadhat6 olyan V:U — R C? fiiggvény ;melyre

1. V(x) > V(p),ha x #p (azaz p aV fiiggvény szigort lokalis minimumhelye U-ban),

2. V’(x) -f@ <0, ha g_;t D, X €U,
akkora p egyensﬁly?helyzet (lokélis;n) aszimptotikusan stabilis. Ha 2. helyett csak a

2" V(%) f(x) <0, x € U feltétel teljesiil, akkor p (lokalisan) stabilis egyensulyi helyzet.

2.9. Megjegyzés: A (2.1) rendszernek még az egyszeriibb esetekben sem 1étezik konstruktivan meg-
adhato megoldasa. A (2.1.) rendszer és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan:

V(x) = %V@(t)) =V(x(®) () = V(x@®)-fx ().
Ha a fenti kifejezés példaul negativ, akkor V csokken a palyak mentén. Igy a megoldasok ismerete
nélkiil el tudjuk donteni, hogy egy adott fliggvény értéke a megoldasok mentén hogyan valtozik, hi-
szen ehhez csak az iranymez6t kell ismerniink. Ezt a fenti tétel segitségével ellenérizhetjilk. Ha v
csokken a palyak mentén, akkor a megoldasok V szintvonalain keresztiil az egyre kisebb értékek
fel¢ haladnak, azaz V lokalis minimumai felé torekednek. Ha az egyensulyi helyzet egybeesik a mi-
nimummal, akkor ez stabilis, hiszen kdzelednek hozza a megoldasok. Ha nem esik vele egybe, ak-
kor viszont az egyensulyi helyzethez barmilyen kézeli megoldas is eltavolodik a minimum kéze-
1ébe, tehat az egyenstlyi helyzet instabilis. A tételekben megadott tulajdonsagu V fiiggvény birtoka-
ban nem csak a stabilitas, illetve az aszimptotikus stabilitds tényét tudjuk megéllapitani. A V fligg-
vény ismeretében meghatarozhat6 az egyensulyi helyzet egy alkalmas vonzasi halmaza. &

2.10. Megjegyzés: Ha a 2. feltétel helyett a gyengébb 2.* V’(x) - f(x) < 0 feltétel teljesiil, akkor a
megoldasok nem feltétleniil kozelednek V fiiggvény minimumahoz, hanem csak annyit tudhatunk,
hogy nem tavolodnak téle. Ez a 2.8. Allitas miatt elégséges a stabilitashoz, de nem garantalja az
aszimptotikus stabilitast! Ugyanakkor a V’(x) - f(x) < 0 feltétel nem mindig teljesiil. @

Ezért hasznos lehet a kovetkez6
2.11.a) Allitas: (Barbasin-Kraszovszkij®) (1952) Tegyiik fel, hogy a p egyensilyi helyzetnek létezik
olyan U kérnyezete, amelyen 1étezik olyan V:U - R C? fiiggvény, melyre

1. V(x) > V(p), ha x # P

2. V@ f)<0, xeU,

3. a t-p (trividlis) megoldason kiviil az U halmaz nem tartalmaz olyan teljes x(z, x,)
palyat, amely mentén a t — V(x(t, x,)) fliggvény allando. EKkor a p egyensulyi helyzet (lokalisan)
aszimptotikusan stabilis. -

A fenti tétel egy variansa a
2.11.b) Allitas: (Barbasin-Kraszovszkij) Tegyiik fel, hogy a p egyensilyi helyzetnek 1étezik olyan U

kornyezete, amelyen megadhat6 olyan V:U — R C'fiiggvény, melyre

1. V(x) > V(p), ha x # P

2. V@) f(x)<0, x€U.
Legyen S ={x € U:V(x) = 0}. Tegyiik fel, hogy a x(t) = p (trivialis) megoldason kiviil nincs mas
teljes palya az S-ben. Ekkor a p egyensulyi helyzet (lokélis_an) aszimptotikusan stabilis.

2.12. Allits: (LaSalle-féle invariancia elv) (1960) Tegyiik fel, hogy a 0 egyensulyi helyzetnek 1étezik
olyan D kornyezete, amelyen megadhaté olyan V:D — R C? fiiggvény, melyre

& N. N. Kraszovszkij (1924-2012) és J. A. Barbasin (1918-1969) szovjet matematikusok

11



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek

1.  V(x)>V(0),ha x #p (azaz a 0V fiiggvény szigoru lokalis minimumhelye D-ben),
2. V() f(x)<0, x€D
Jelolje 3 azon teljes p_élyék uniojat, amelyek benne vannak a {x € D: V(x) = 0} halmazban. Ekkor a
0 egyensulyi helyzetnek 1étezik olyan U kornyezete, hogy minden x, € U esetén w(x,) € 3. (— 5.35.)

Elégseges feltételt ad a globalis aszimptotikus stabilitasra az alabbi
2.13. Allitas: (Kraszovszkij) Tegyiik fel, hogy megadhat6 olyan V:R™ — R C? fliggvény, melyre
1. V() >V(p),ha x#p,
2. V@) fx)<0,x€RY,
3. a V fuggvény radidlisan nem korldtos, azaz ha |x| - oo, akkor V(x) — oo,
4. a p azegyetlen invarians halmaz az S = {x: V(x) = 0} halmazban,
akkor a p egyensulyi helyzet globdlisan aszimptotikusan stabilis.

2.14. Allitas: (KraszovszKij) Ha az 1. és a 3. tulajdonsag mellett teljesiil a %V(g(t)) fiiggvényre,
hogy V*(x) - f(x) <0, ha x # p, x € R™ esetén, akkor a p egyensulyi helyzet globalisan aszimptotiku-
san stabilis.

2.14. Megjegyzés: Megadhato olyan autonom rendszert, amelyben az origd az egyetlen egyenstlyi
helyzet és 1étezik olyan V:R? - R C? fiiggvény, melyre
1. V(x) > V(p), ha x # 0,
2. V(®)-f(x)<0,ha x#0, x € R?,
de az origd nem lesz globalisan aszimptotikusan stabilis.
Ilyen példaul a kovetkezd rendszer:

6x

A== T2y
- x+y
y=2 (1+x2)2°

X

Tekintsiik a V(x) = 1+; + y? fuggvényt és vizsgaljuk a V(x) = c szintvonalakat. Vilagos, hogy

Qo= {x: V(%) < c} korlatos, ¢ novekedtével a V(x) = ¢ szintvonalak nyiltak lesznek és az Q. nem
korlatos halmazza valik. igy V radidlisan korlatos. V mentén a megold4asok monoton csdkkennek.

Tekintsiik az y(x) = x_z—ﬁ hiperbolat az x > v/2 sdvban. Megmutathat, hogy a vektormezd és a hi-

perbola érintdjének meredekségei kielégitik a kovetkezo feltételt: f—ZJ > hiperbola érintd;é-
1thiberbola

nek a meredeksége. Ez azt jelenti, hogy minden allapot, amely a hiperbola {f616tt indul, nem a hiper-
bola iranyaba mozog. Igy az origd nem lehet globalisan aszimptotikusan stabilis, még akkor sem, ha
V(x) < 0 az egész R%-re nézve. o

2.15. Allitas: (Ljapunov-féle elégséges feltétel instabilitasra) Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi hely-
zetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen megadhato olyan V:U - R C?! fiiggvény, melyre
1. p nem lokalis minimumhelye a V figgvénynek,

2.V(x)- f(x)<0,hax #p, x€U,
akkor a p egyensulyi helyzet instabilis.

Ismert,ek autonoém rendszer egyensulyi helyzetére vonatkozo kiilonféle instabilitasi feltételek.
2.16. Allitas: Tegyiik fel, hogy a p egyensulyi helyzetnek 1étezik olyan U kornyezete, amelyen
megadhato olyan V:U - R C? ﬁiggv_ény, melyre
1. V(x) > V(p), ha x # p,
2. V(x) f(x) >0, hax #p, x €U,
akkora p egyensfﬂ;/i helyzet instabilis.
12
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Nyereg tipusu instabilitas esetén V’(x) - f(x) pozitivitasa az egyensulyi helyzet teljes kdrnyezetében
nem biztosithat6. Ebben az esetben alkalmazhatd az alabbi tétel, ami szintén elégséges feltételt ad
instabilitasra.

2.17. Allitas: (Csetajev’) (1934) Ha a p egyensulyi helyzetnek létezik olyan U kornyezete €s ezen

egy V:U - R C?! fiiggvény, valamint adott egy U; < U nyilt 6sszefiiggd halmaz, amelyre fennall:
1. p € U, (9U; az U, halmaz hatérat jeldli),

2. Hax € aU; n U, akkor V(x) =0,
3. Ha x € U; n U, akkor V(x) > 0 és V’(x) - f(x) > 0,
akkor p instabilis egyensulyi helyzet.

Autonom differencialegyenlet egyensulyi helyzetének instabilitasara jol alkalmazhato még az alabbi
2.18. Allitas: Tegyiik fel, hogy a (2.1.) rendszernek az x = 0 egyensilyi helyzete és az origonak
létezik olyan U = {x: |x| < k} kdrnyezete, amelyen megadhato olyan V:U — R C* fiiggvény, amelyre

1. v(@=0o,

2. V(0)=0 és V’(x)-f(x)>0,ha x # 0, x€ U,

3. Az origbd minden kornyezetében 1étezik legalabb egy x pont, amelyre V(x) > 0,
akkor az origo instabilis egyensulyi helyzet.

2.19. Megjegyzés: A fenti tételben a tipikus” fiiggvény a V(x,y) = x*y#, x* —yF . @

2.20. Definicié: A V:U — R C? fiiggvény deriviltja az f vektormezd mentén (A V fiiggvény un. Lie-
derivaltja) (LsV)(x): = (V'(x), f (x)), ahol x € D¢, ahol (- ,- ) az R"-beli skalarszorzat.

2.21. Allitas: Legyen x(t) a (2.1) rendszer egy megoldasa. Ekkor a V*(t) =V (x(t)) képlettel de-
finialt fiiggvényre V*(t) = (L;V)(x(t)), ahol t € D, .

2.22. Megjegyzés: Fontos specialis eset, amikor V fiiggvény értéke a megoldasok mentén allando. o

2.23. Definicié: A V fiiggvényt a (2.1.) rendszer elsé integraljdanak nevezziik, ha (L;V)(x) = 0.

2.24. Allitas: Legyen V fiiggvény a (2.1.) rendszer elsé integralja és ¢ € R V.
Ekkor az F = {x: V(x) = c} invarians halmaz. (= 3.2. Definicio)

Az egyensulyi helyzet attraktivitasi tartomanyarol szol az alabbi fontos
2.25. Megjegyzés: A 2.8 Allitasban lattuk, hogy ha a p egyenstlyi helyzetnek létezik olyan U kor-

nyezete, amelyen megadhatd olyan V:U - R C? fliggvény, melyre

1. V(x)>V(p), ha x=#p,

2. V(@) f(x)<0,ha x#p, x €U,
akkor p egyensulyi ﬁelyzet (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. Ha ezen tilmenden 1étezik olyan
c> V(_p), hogy az S, ={x € U:V(x) < c} korlatos halmaz, akkor a p vonzasi tartomanya tartalmazza
az s, halmazt. Sokszor eléfordul, hogy alkalmas c* > V(p) esetén,?ninden V(p) < c < c*esetén az S,
korlatos halmaz. Ekkor az U: = U {S, : V(p) <c < c"} halmazt tartalmazza a 14 vonzési tartomanya. Ha
U= R"és |x| > o esetén V(x) - oo, akkor valamilyen c-re teljesiil, hogy az S, ={x € U:V(x) < ¢}

"N. G. Csetajev (1902-1959) szovjet matematikus
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korlatos halmaz, azaz ebben az esetben a p egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan stabilis.
(Ezt méar megfogalmaztuk a 2.13. Allitasban is.) @

2.26. Megjegvzés:
LaSalle elv varidnsa 1.
Jelolje U ap egyensulyi helyzetnek egy kornyezetét, legyen V:U — R C? fliggvény és tegyiik fel, hogy
az S, = {x € U:V(x) < c} (zart) halmaz valamilyen c € R-re korlatos. Tekintsiik az

x=f(x), x€S 1)
autonom differencidlegyenletet és tegyiik fel, hogy V(x) <0, hax €S, .
Ekkor a feltétel miatt az S, halmaz nyilvan pozitivan invarians. A V (Ljapunov-fiiggvény) (1) rend-
szer szerinti derivéltjanak z€érd halmazan vezessiik be a Ny ={x € S.: V(x) = 0} jelolést s majd a
Ny, halmazban elhelyezked? teljes trajektoridk unidjara az Inv Ny = {x € Ny, : y(x) € Ny} jelolést. A
fenti feltételek mellett: w(x) c Inv Ny minden x € Ny-re. (— 5.35. Def.) Specialisan, ha x, € S,
egyensulyi helyzet és Inv Ny, = {x,}, akkor az x, egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis és az
Xo vonzasi tartomanya tartalmazza a S, halmazt. o

LaSalle® elv variansa 2.
Tekintstuk az

x=fx x€Q
autonom rendszert. Legyen V:Q - R C? fiiggvény és S ¢ Q c R" olyan kompakt invaridns halmaz,
amelyre V(x) < 0, hax € S.Jelolje N = {x € S: V(x) = 0}, valamint legyen M az N halmazban elhe-
lyezkedo teljes trajektoriak unioja. EKKor tetszdleges x, € S esetén az x(t, x,) trajektoriara teljesiil,
hogy d(x(t.xo), M): = inf 1x(t,%0) — y| - 0, hat - oo,

Nemlinearis rendszerek egyensulyi helyzeteire is értelmezziik az egyensulyi helyzet tipusait a linearis
rendszerekre definialt tipusok geometriai tulajdonsédgainak analdgiaja alapjan. (Nem teljes osztalyo-
zas! (— 3.53. feladat.)

2.27. Definicié: Tekintsiink egy x(t) = f(x(t)) kétdimenzioés autondm rendszert. frjuk fel a p egyen-

sulyi helyzet egy U kornyezetében a megoldasokat (r, @) polarkoordinatas alakban. A p

- stabilis csomopont, ha tl_izfng()r(t) =0 és tl_i)grnoolgo(t)l < oo,

- instabilis csomopont, ha tl_i)r_noor(t) =0 ¢és tl_i)f_’ﬂoo|(l)(t)| < o0,

- nyeregpont, ha létezik két olyan palya U-ban, melyek t — +oo esetén p-hez tartanak, és 1étezik két
olyan palya U-ban, melyek t - —oo esetén p-hez tartanak. (ezek a pél;ék az un. szeparatrixok.) A
tobbi pontbol induld pélya pedig t - +oo esetén és t — —oo esetén is elhagyja U-t,

- stabilis fokusz, ha tl_i)grnwr(t) =0 és tl_i>r+noo|g0(t)| =0,

- instabilis fokusz, ha tEI}ﬂmT(t) =0 és tE[nw|¢(t)| = o0,

- centrum, ha U-ban az egyenstlyi helyzeten kiviil minden palya periodikus.

2.28. Megjegyzés: Az elso integral segitségével megkaphatjuk a fazisképet, hiszen annak szintvona-
lain fekszenek a rendszer palyai. Sokszor ugy sikeriil megmutatni a (2.1.) rendszer egyensulyanak
stabilitasat, hogy sikeriil talalni egy olyan els¢ integralt, amelynek a szintfeliiletei (nivohalmazai)
korlatos, zart halmazt alkotnak. Ha az els6 integral, mint tobbvaltozos fliggvény (lokalisan) konvex
vagy konkav, akkor a fazistérben a palyagorbék zartak. o

Nem allando6 elsé integralok megadasara nincs konstruktiv médszer. Van példa olyan rendszerre,
amelynek nincs is (nem allandod) elsd integralja!

8J. P. LaSalle (1916-1983) francia matematikus
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Altalaban, ezt ne is vérjuk, ugyanis altalanos esetben a fazisgorbék nem helyezkednek el semmilyen
fliggvény egyetlen szintfeliiletén. Van olyan (fontos) specialis eset, amikor erre van esélyiink.
2.29. Definicié: Azt mondjuk, hogy a x = f;(x,y) (2.5)
3.’ = f2 (X, J’)
rendszer Hamilton®-rendszer, ha létezik H:D; > R (f = (fy, f;) kétszer differencialhato fiigg-

vény, amelyre fi(x,y) =0;H(x,y) és folx,y) = —0;H(x,y).

2.30. Megjegyzés: Ismeretes, hogy a fenti tulajdonsagu H fliggvény létezésének feltétele, hogy
01 f1(x,y) + 02f2(x,¥) = 0, vagyis div f(x,y) = 0. Ekkora (2.5) rendszer H(x,y) Hamilton-fiigg-
vénye az g(x,y) = (—f2, f1) vektormezd primitiv fliggvénye, €s természetesen a H(x,y) maga is

egy elsd integral, ugyanis ebben az esetben (LyH)(x,y) = 0. &

2.31. Megjegyzés: Tekintsiik a (2.5.) rendszer linearizaltjat, az x = J - x rendszert. Ekkor

J = ( 021H(x,y)  022H(x, }’)>

—011H(x,y) —012H(x, )/
Tegyiik fel, hogy az (xo,y,) egyensulyi helyzet nem elfajult, azaz det f'(xy,yo) = det](xo,y0) # 0.
Ellendrizhetd, hogy det] = det H". Vilagos, hogy Tr | = 0.
a) Tr | =0 ésdet] <0 esetén a linearizalt rendszernek az orig6 nyeregpontja, (1.4. Allitas) igy
az (xo,v,) (2.5.) rendszernek is nyeregpontja. (2.5. Allitds) Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a
H(x,y) Hamilton-fiiggvénynek az (x,,y,) nyeregpontja.
b) Tr ] =0 ésdet] >0 esetén a linearizalt rendszernek az origé centruma. (1.4. Allitas) Ismeretes
(2.40. Allitas) , hogy ekkor a (2.5) rendszer (xo,y,) egyensilyi helyzete centrum, vagy fokusz. Meg-
gondolhatd, hogy az (x,,y,) egyensulyi helyzet centrum. Megmutathatd, hogy Hamilton-rendszer
esetén ,,miikodik” a linearizalas, azaz ha a linearizalt rendszernek az origd centruma, akkor az egyen-
sulyi helyzetben a Hamilton-rendszernek is centruma van. o

2.32. Megjegyzés: A Hamilton-rendszerek fontos specialis esete az
¥+U'(x) =0 (2.6.)
un. egy szabadsagi foka konzervativ mechanikai rendszer, ahol U C? fiiggvény.
A megfelel6 ekvivalens differencialegyenlet-rendszer
xX=y (2.7)
i y =—U'(x).
A (2.7.) rendszer elsé6 integraljaa V(x,y) = y? + U(x) fiiggvény. A rendszer trajektoriaia V fliggvény

szintvonalain helyezkednek el. Jelslje T(x) = %(k)z (mozgasi energia)és U(x) = — f;o F(t)dt
helyzeti energia).A teljes mechanikai energia: E(x) = T(x)+U(x) a (2.6.) elsé integralja. &

2.33. Megjegyzés: A (2.7.) rendszer Jacobi'® matrixa viszonylag egyszerii szerkezetii:

0 1
1= (cueo o)
Tr] = 0, azaz az egyensulyi helyzet csak nyereg vagy centrum tipust lehet. Mivel, det ] =U"(x),

ezért, ha az egyensulyi helyzetben U” (x) > 0, akkor az centrum, ha az egyensulyi helyzetben
U”(x) < 0, akkor az nyeregpont. @

9 W. R. Hamilton (1805-1865) angol matematikus
0 G. C. J. Jacobi (1804-1851) német matematikus
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Fontosak azok a rendszerek, amelyben 1étezik els6 integral.
2.34. Definicié: Az x = f(x), x € Q rendszer konzervativ, ha létezik E:D; — R kétszer differencidl-
hat6 tetszbéleges nyilt halmazon nem konstans fliggvény, amely a rendszer palydin konstans, azaz

E@®) =E@®) =E&®) - 2(t) = B &®)-f&®) =0.

2.35. Allitas: Konzervativ rendszerben az egyensulyi pont nem lehet aszimptotikusan stabilis.

2.36. Allitas: Ha az x = f(x), x € Q konzervativ rendszer esetén a rendszer elsd integraljanak az x,
egyensulyi pontban szigori minimumhelye van, akkor x, stabilis egyensulyi helyzet.

2.37. Megjegyzés: A fenti allitasban n = 2 esetben, ha x, izoldlt egyensulyi pont, akkor az x, centrum.
Nem izolalt egyensulyi pont esetén ez nem igaz. Az aldbbi példa meggydz minket errdl:

X =xy

y =—x2
Egyszeriien ellendrizhetd, hogy az E(x,y) = x? + y? elsd integral, az origd nem izolalt egyensulyi
helyzet, az E(x, y) fliggvénynek az origd szigorii minimumhelye. Viszont az origd nem centrum! g

2.38. Megjegyzés: A vektormez6 szimmetriai segithetnek a palyagorbék lokalis vizsgalataban. E16-

fordulhat, hogy a palyak szimmetrikusak egy, az egyensulyi helyzeten athalado tengelyre, sikra vagy
az egyensulyi helyzetre. Ezt a megoldasok ismerete nélkiil is be lehet bizonyitani.

Tekintsik egy altalanos x(t) = f(x(t)) autoném rendszert. Legyen T:R™ — R™ az a tiikrozes, amely
a palyakat onmagukba képezi az id6 visszaforditasaval, azaz egy p € R™ tetszdleges pontbol indulé
palya pozitiv értékekhez tartoz6 részét a T leképezés a T(p) pontbgl indulé palya negativ értékekhez
tartozo reszére kepezi. Ekkor —f (T(p)) = T'(p) - f (p). -

Ez utébbi ellendrzéséhez nem kell a megoldasok ismerete.

I. Kétdimenzidban, a fiiggdleges tengelyre valo tikrozés a T(x; y) = (—x,y). Az x = fi(x,y),
y = fo(x,y) palyai a fiiggdleges tengelyre szimmetrikusak az idé megforditasaval, ha

f1(_x'Y) = fl(x'y) €s _fz(_x’}’) = fz(x’}’)-
I1. Kétdimenzidban, a vizszintes tengelyre valo tiikkr6zés a T(x; y) = (x,— y). Az x = fi(x,y),
y = fo(x,y) rendszer palyai a vizszintes tengelyre szimmetrikusak az idé megforditasaval, ha

fl(xJ _.V) = _fl(x'y) €s fZ(x' _y) = fZ(x'y)'

Példaul, tekintsiik az m¥ = F(x) mechanikai rendszert. A fenti rendszer invarians a t —» —t transzfor-
maciora (¥ valtozatlan marad) és a fentivel ekvivalens

X=y

. 1

y=—F(x)
rendszer invarians (t,y) —» (—t, —y) transzformaciora. (Példaul a matematikai inga esetén, mint egy
filmet visszafelé nézve, nem latunk kiilonbséget.)
I11. Megadhat6 az origora szimmetrikus palya tulajdonséaga is.
Ekkor egy p € R™ tetsz6leges pontbol indulo palya pozitiv értékekhez tartozo részét a T leképezés a

T(p) pontbol indul6 palya pozitiv értékekhez tartozo részére képezi. Ekkor f(T(p)) = T'(p) - f (p).
Ez utobbi ellenérzéséhez sem kell a megoldasok ismerete.

Kétdimenzidban, az origéra valo tikkrozés a T(x; y) = (—x; —y). Az x = f1(x,y), v = fo(x,y) rend-
szer palyai az origora szimmetrikusak, ha f;(—x,—y) = —f1(x,y) és fo(—x,—y) = —fo(x, ). @

2.39. Allitas: Legyen adott egy x(t) = f(x(t)) kétdimenziés autoném differencialegyenlet-rendszer,

ahol f € C! egy sikbeli nyilt halmazon, valamint f(0) = 0. Tegyiik fel tovabba, hogy az orig6 a
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linearizalt rendszernek centruma. EKKor az origd az eredeti rendszernek vagy centruma,vagy in. cent-
rum-fokusza (3.53. feladat) vagy fokusza.

Megmutathato (Dulac 1923.), hogy sikbeli analitikus rendszernek nem lehetseges végtelen sok ha-
tarciklusa, igy teljesiil a 2.39. Allitas élesitése is.
2.40. Allitas: Legyen adott egy i(t) = f (x(t)) kétdimenzios autoném differencialegyenlet-rendszer,

Tegyuk fel, hogy az f vektormezd analitikus egy sikbeli nyilt halmazon és f(0) = 0. Ha az origo6 a
linearizalt rendszernek centruma, akkor az origé az eredeti rendszernek vagy centruma vagy fokusza.

Nagyon fontos a 2.39. allitas kovetkezménye:
2.41. Kovetkezmény: Legyen adott egy x(t) = f(x(t)) kétdimenzios autonom differencidlegyenlet-

rendszer, ahol f € C* egy E c R? sikbeli nyilt halmazon. Tegyiik fel, hogy

a) P(xy,0) € E (P(0,y,) € E) izolalt egyensulyi helyzet,

b) f'(P(x0,0)) (f'(P(0,y,))) Jacobi matrix tiszta képzetes sajatértékii kritikus matrix, igy az origd
a linearizalt rendszernek a centruma,

C) a rendszer palyai a vizszintes (fliggbleges) tengelyre szimmetrikusak az id6 megforditasaval.
Ekkor a P(x,,0) (P(0,y,)) egyensulyi helyzet a nemlinearis rendszernek is centruma, azaz van
olyan kdrnyezete, amelyben minden megoldas periodikus.

2.42. Megjeqyzés: Ljapunov-fiiggvény konstruktiv megadasi modja linearis rendszerek esetén. 1.
Tekintsiik az x(t) = 4 - x(¢t) lineéris rendszert és legyen V(x): =< x,P x >=xT - P+ x, ahol P egy
pozitiv definit és szimmetrikus matrix. Ekkor minden x # 0 vektor esetén V(x) > 0.

Mivel

V@) =x"P-(A-0)+(x"-A")P-x=x"-(A"-P+P-4) x=-x"-Q"x,
ezért a V(x) kvadratikus alak pontosan akkor negativ definit (minden sajatértéke negativ), ha 1étezik
olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil az un. Ljapunov-egyenlet:
) ATP+PA=-0.(9
Megmutathato, hogy az origd a rendszer aszimptotikusaﬂ stabilis egyensulyi helyzete pontosan ak-
kor, ha a Ljapunov-egyenletnek van megoldasa. o

Ezt mondja ki az alabbi

2.43. Allitas: A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

1. Az A matrix esetén Re 4, < 0 teljesiil a matrix minden sajatértékére.

2. Van olyan Q pozitiv definit matrix, amely esetén a (x) Ljapunov egyenletnek létezik P pozitiv
definit matrix megoldasa.

3. Minden Q pozitiv definit matrix esetén a () Ljapunov egyenletnek létezik P pozitiv definit mat-

rix megoldasa a kovetkezd alakban:

[la]
Il

T
Jy ed't- Q- edtdt.

2.44. Megjegyzés: Ljapunov-fiiggvény konstruktiv megadasi modja linedris rendszerek esetén. 1.
Tekintsiik az x(t) = A - x(t) linearis rendszert, ahol 4 = (a;) (i, k = 1,2,..n) n x n-es adott matrix.
Tegyiik fel, hogy az orig6 aszimptotikusa stabilis. Jeldlje ¢;(t) az egyenlet ¢;(0) = ¢; feltételhez tar-

toz6 megoldasat, ahol ¢; = (0,0,0, ....1,0,00). Ekkor (¢, x) = X2, x;0;(t). V(x): = fooo lp(t, 0)|?dt .
AV pozitiv definit €s az improprius integral konvergens. Mivel V(¢(t, x)) = ) too lo(t, x)|%dz, igy
%V(g) = % V(g(t, E))L:o = —|x|? < 0,hax # 0. Igy a fent definialt V: R® - R fiiggvény
Ljapunov-fiiggvény. o

2.45. Megjegvzés: Tekintsiik az £(t) = A - x(t)*+g(x) kvazilinedris rendszert.
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Tételezziik fel, hogy
gl
||

-0, hax - 0¢sg(0)=0.

Tegytik fel, hogy az origd aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzete a linearizalt rendszernek.

Legyen V(x) = x” - P x, ahol P olyan pozitiv definit szimmetrikus matrix, amely adott Q pozitiv

definit szimmetrikus matrixhoz tartozik, amelyre teljesiil az Gn. Ljapunov egyenlet: B
AT-P+P-A=-Q.

Ekkor V() =x"-P- (4 2 +g() +(x" - AT+ g P-x=—x"-Q - x+2x"-P-g(x). (¥

A feltevés szerint minden ¢ > 0 esetén Iétezik olyan § > 0 szam, hogy minden x € S(O 8)-re

g0 < £lx].

fgy x €50 6) esetén V(@) < —x7+ @ x + 2Amax(REIx® < ~(Amin(@) — 2Amax(B))|2|

Elegendden kicsi e-ra Ayin(Q) — ZA,;aX(g)e > 0, ezért ilyen e-ra az S(_g, S)navVx)=x"-P-x

Amin

Az orig6 attraktivitasi tartomanya: T O {x: V(x) < 7}, ahol r = max{V(x): x € S(0,6)}. &

fliggvény pozitiv definit és a V(x) negativ definit, azaz V(x) < 0, ha x € (0, §), ahol £ <

2.46. Megjegvzés: Specialis autonom rendszer esetén is meg lehet konstruktivan adni Ljapunov-
fiiggvényt. (Kraszovszkij-maodszer)
Tekintsiik a tovabbiakban az

x() = f(x(®) (28.)

egy olyan n-dimenzids autoném differencialegyenlet-rendszert, ahol f € C*(D),0 € D c R™. Tegyiik
fel, hogy a rendszer egyensulyi helyzete az origé, valamint, hogy az f ’_(g) =: A(x) derivalttenzor mat-
rixara teljesiil, hogy az F(x):= A(x) + AT (x) negativ definit minden x € D esetén. Ekkor az origd
lokalisan aszimptotikusan stabilis és a V(x): = f" (%) - f(x), x € D arendszer egy Ljapunov-fiiggvénye
lesz. Ha ezenkiviil D = R™, és a V(x) radialisan nem korlatos, akkor az origd globalisan aszimptoti-
kusan stabilis. A V(x) pozitiv definit és V(x) = f7(x) - (4" (x) + A(®)) - f(%). Mivel az A(x) + A" (x)
negativ definit, ezért a V(x) negativ definit. @

Egy példaval illusztraljuk a Kraszovszkij-modszert.
Példa X1 = —Xq
Xp = X;— Xy — X3,
Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo. f(x) = (x —xy— ) f'(x) = ( _1 B3x2)' Az
- 2

F(x) = (_f o _ ! 62 ) negativ definit minden x € R? esetén. Jeldlje V(x):= f7(x)- f(x) = x{ +

(x; — x, — x3)2. A V(x) olyan pozitiv definit fiiggvény, amelyre a V(x) negativ definit és a V(x) ra-
dialisan nem Korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. &

2.47. Megjegvzés: A 2.46. Megjegyzésben latottak altalanosithatok autoném rendszer esetén.
(Altalanositott KraszovszKij-modszer) Tekintsiik a tovabbiakban az

i(t) = f(x(®)) (2.9,
egy olyan n-dimenzios autoném differencialegyenlet-rendszert, ahol f € C*(D),0 € D c R™. Tegyiik
fel, hogy a rendszer egyetlen egyensulyi helyzete az origd, és jelolje f'(x): = A(x) az f vektormezd
derivalttenzoranak matrixat minden x € D esetén. Legyen P szimmetriius, pozitiv definit matrix.
V(@):= fT(x)- P f(x),x € D. V(x) pozitiv definit és V(x) = fT(x)- (A" -2+ P~ A@) - f ().
Jelolje Q_ (x):=AT (E) P+ P-A(x). Vilagos, hogy ha létezik glyan P pozitiv definit, szimmetrikus
mAtrix, Emelyre a fenti Q(x) matrix negativ definit minden x € D esetén, akkor a V(x) negativ definit

minden x € D-re. Igy az origd 2.9. rendszernek aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzete. &
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2.48. Megjegyzés: L japunov-fiiggvény megadasi modja a gradiens modszerrel.

Tekintsik az x(t) = f(x(t)) (2.1.) n-dimenzios differencidlegyenlet-rendszert, ahol f € C (D),
D c R™ egyszeresen 0sszefliggd tartomany €s az origd aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet.
Legyen V(x) a rendszer egy alkalmas Ljapunov-fiiggvénye. Jeldlje g(x): = grad V(x). Ekkor termé-

szetesen V(x) = g7 (x) - f (x). Megvélaszthaté a g fliggvény, hogy a V(x) pozitiv definit és a V(x) ne-

. . ,, -/ p -y . . ag
gativ definit legyen. A g vektormezo potencidlos, igy a g rotacidomentessége miatt a P

9g9i _ 99j
6xj 6xl-

is, igy a V(x) megadhato az alabbi vonalintegrallal is. V(x) = [ 0£ g(du. A fenti vonalintegralban a

derivalttenzor matrixa szimmetrikus, azaz minden i,j = 1, 2, ...n-re . Mivel a g konzervativ

tengelyekkel parhuzamosan is integralhatunk:
V@) = [y T 0@ dwg = [ 91w, 0,..,0)duy + [77(92 (01, 1,0,...,0)dutp + -+ +
+ [ (gn (1, X2, ., Un)dtty, @NOL g = (g1, 92, Gn)"

A fenti médszer sok esetben reménykeltd lehet, ezt egy példaval illusztraljuk.
Példa: Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
xX=y
y =—h(x) —ay,
ahol h € Ct, h(0) = 0,xh(x) > 0,hax # 0, x € (—d,c) (c,d > 0)ésa > 0.
A fentiek szerint fogunk eljarni. Az origd egyensulyi helyzet. Legyen

g(x,y) = (91(x'}’);92(x'y))T: - (jg:i%i i g((;c:;l))}}’/),

ahol a(x, y), B(x,y), y(x,¥) és §(x,y) késobb meghatarozandd folytonosan differencialhato skalar-

" . ag . s . . .
mez6ék. Mivel a P derivalttenzor matrixa szimmetrikus, ezért

oa B _ oy 98
3 X+ )y +BCey) =70 (e y)x +y(y) +5-C0y)y. ()
Legyen a tovabbiakban

) a(x,y):=ax),B0,y):=B,y(xy):=y6(xy)=26.
A () miatt g =y. Igy

V(x,y) = (a(x,y)x + B0, y)y)y + (y(x,y)x + 8(x,y)y)(—h(x) — ay) =

= (a()x — 8h(x) — apx)y — (ad — B)y* — Bh(x)x.

Legyen

a(x)x — Sh(x) —afx:=0
Ekkor

V(x,y) = —(as — By* — Bh(x)x.

Tovabba

X y

Veuy) = [ @Gu+ py)du + | (Bx -+ duwydu =
0 0
= %(x, V) (i’f g) (;) + 6 foxh(u)du

Legyen

§>0, 0< B < aé,példaul B = kas,ahol 0 < k < 1.

2
Ekkor a fentiek értelmében a (Cf g) = (C;( éfg k§5

lagos, hogy a V(x,y) = —(ad — kad)y? — fh(x)x negativ definit. Kovetkezésképpen az origd loka-
lisan aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet és az origd egy vonzasi halmaza
M = {(x,y): x € (—c, c)}. Altaldban linearizalassal az origo stabilitasa nem donthetd el. [-]

) matrix pozitiv definit, igy a V(x, y) is az. Vi-
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2. Feladatok

2.1. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = x? differencialegyenlet x = 0 megoldasanak stabilitisat!

2.2. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = (1—x)x egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabilitasat!
Aszimptotikus stabilitas esetén hatarozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.3. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = (x —1)x(x+1)2 egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabi-
litdsat! Aszimptotikus stabilitas esetén hatarozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.4. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az x = x — x3 egyenlet egyensulyi helyzeteinek a stabilitasat!
Aszimptotikus stabilitds esetén hatdrozzuk meg a vonzasi tartomanyt!

2.5. feladat: (Megoldas) Lehetséges-e egy differencialegyenletnek olyan instabilis egyensulya,
amelynek a kornyezetébdl induld minden megoldas mégis korlatos?

Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenleteknek a fazisportréit!
2.6. feladat: (Megoldas) X —kx =0 (kvalos paraméter)

2.7. feladat: (Megoldas) X—2xx=0
2.8. feladat: (Megoldas) X + xsignx =0
Az alabbi feladatokban vizsgaljuk meg az origd, mint egyensulyi helyzet tipusat a stabilitas szem-
pontjabol!
2.9. feladat: (Megoldas) X=2xy—x+y
y =5x*+y3+2x -3y

2.10. feladat: (Megoldas)  x = x% +y% — 2x
y =3x% —x + 3y

2.11. feladat: (Megoldas)  x = e**2Y — cos3x

y =+vV4+8x — 2¢”
2.12. feladat: (Megoldds) x =xy+x
y=x*-y

2.13. feladat: (Megoldds) x=xy—-y+x
y=3x—-2y—xy

2.14. feladat: (Megoldas) % = x + x? + y?
y=y—Xxy

2.15. feladat: (Megoldas) % = 2x +y + xy*
y=x—-2y—xy

2.16. feladat: (Megoldas) x = —-yv1—x?2 x| <1
y = xV1—x?
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2.17. feladat: (Megoldas)

Az alabbi feladatokban vizsgaljuk meg egyensulyi helyzetek tipusat a stabilitas szempontjabol!

2.18. feladat: (Megoldas)

2.19. feladat: (Megoldas)

2.20. feladat: (Megoldas)

2.21. feladat: (Megoldas)

2.22. feladat: (Megoldas)

2.23. feladat: (Megoldas)

2.24. feladat: (Megoldas)

2.25. feladat: (Megoldas)

2.26. feladat: (Megoldas)

2.27. feladat: (Megoldas)

2.28. feladat: (Megoldas)

2.29. feladat: (Megoldas)

2.30. feladat: (Megoldas)

2.31. feladat: (Megoldas)

2.32. feladat: (Megoldas)

2.33. feladat: (Megoldas)

X = siny
y =—sinx

X=x+Yy
y=x+y’
x=1-xy
y=x-y°
x=1-y
y=x*-y?
X=x—-xy
y=x*-y
X=xy—Xx
y=xy-y

X=x-x%-xy
y =3y —xy -2y

X=x+xy
y=x*-y
. _ 2
X =x+2xy

y = =2y + 4x%y

x=x3+y
y=x+y*

X =—x+xy?
y=—4y
X=y

y = —sinx — 3y

x=y%-1
y=x%+y%-2

x=x%+y%-25
y=xy—12

X ==y
y=x3—x+xy

X=x-y
y=x+y-—2xy

x=1-xy
y=(x-1y
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2.34. feladat: (Megoldas) x =1y
y=x—x-y

2.35. feladat: (Megoldds) x=x(1-x-y)
y=yB-x->y)

2.36. feladat: (Megoldas) Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet egyensulyi helyzetének
stabilitasat:
X—2X —Xx+2x = Xx + ix

2.37". feladat: (Megoldas) Hatarozzuk meg az origdban a linearizalt rendszer stabilis, instabilis és
centralis alterének a dimenzidjat! (Lorenz-rendszer)

X =a(y-x)
y=Bx—y—xz (a,Bésy>0)
Z=-YZ+xy

Hatarozzuk meg a linearizalt rendszer stabilis, instabilis és centralis alterének a dimenzidjat az
egyensulyi helyzetekben!

2.38. feladat: (Megoldas) x=y+z
y=x?-2y
Z=x+Yy

2.39. feladat: (Megoldas)  x = xy
y=x+y

Z=x+z

2.40. feladat. (Megoldas) x=x+y+1

y=vy++vV1l+2x?
2.41. feladat: (Megoldas) x =1y
y=z

z=x*-yz—-1
Vizsgaljuk az alabbi autondm rendszerek globalis fazisképét!

2.42". feladat: (Megoldas) & =x—x3—xy?—vy
y=y-x*y -y +x

2.43", feladat: (Megoldas) x = —y —xy? — x3
y=x-y>-x’y

*

2.44° feladat: (Megoldds) x =y +x—x3—xy?
y=y-x-y°-x%
2.45% feladat: (Megoldas) x = x(1 —+/x2+7y2)?2—y

Y=y -x2+y?)?*+x

2.46". feladat: (Megoldas) % = x(yx2 +y2 —1)(Jx2+y2—-2)—y
y=y(x2+y2-1)(Jx2+y2-2) +x
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247" feladat: (Megoldas) % = xf(\/x2 +y2) —y
y = yf(\/x% +y2) + x, ahol f € C(R)

2.48" feladat: (Megoldds) x = x — xy (Lotka-Volterra-féle populaciédinamikai modell)

y=xy—-y

2.49. feladat: (Megoldds) x =1y

y=xy—-y

2.50. feladat: (Megoldas) — x = —y?3

251", feladat: (Megoldas) &% = —x — ax® (a > 0)
2.52. feladat: (Megoldas) X + kx = 0 (Csillapitatlan harmonikus rezgémozgas) (k > 0)

2.53. feladat: (Megoldas) x=y
y=-y?-x

2.54. feladat: (Megoldas) ¥ +e* =k  (k valos paraméter)
2.55. feladat: (Megoldas) X —e* =k  (k valds paraméter)

2.56". feladat: (Megoldas) x =7y
2.57. feladat: (Megoldas) % = —x\x2+y2—y

2.58" feladat: (Megoldds) x =1—x2 —y?

y =2x

2.59. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa!
x = y>
y =3

Vizsgaljuk az alabbi Hamilton-rendszerek egyensulyi helyzeteinek a tipusat!
2.60. feladat: (Megoldas) x =1y
y = —2x3

2.61. feladat: (Megoldas) % =1—x2 —y?
y = 2xy

2.62. feladat: (Megoldds) x =1y
y = 2x — 2x3

2.63. feladat: (Megoldds) x =y
y=-x3-x

2.64. feladat: (Megoldas) x =1y
y=(2cosx —1)sinx
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Alkalmas Ljapunov-fiiggvény segitségével dontsiik el az origo stabilitasat!
2.65. feladat: (Megoldas) x=x3—y
y=x+y*

2.66. feladat: (Megoldas)  x = 2y3 —x°
y=-x-y+y°

2.67. feladat: (Megoldas)  x = xy? — x3
y=-y>-2x%

2.68. feladat: (Megoldas)  x = —xy*
y=x%

2.69. feladat: (Megoldas) % = xy + x3

y=-y+y*—x3+x*

2.70". feladat: (Megoldds) x = 2y° —x3
y =—2xy®

2.71°. feladat: (Megoldds) x =7y —x3
. 3
y=—x

2.72. feladat: (Megoldas) x =2y —x—7y3
y=x-2y

2.73. feladat: (Megoldas) x=-y—x
2.74. feladat: (Megoldas)  x = —x3 + xy?
2.75". feladat: (Megoldas) % = —x3 + 2y3

2.76 feladat: (Megoldds) % + f(x)x + g(x) = 0, ahol az f és g differencialhaté fiiggvények,
valamint minden x = 0 esetén f(X) > 0 ésxg(x) > 0 (un. Liénard-egyenlet specialis esete)

2.77. feladat: (Megoldas) — x = —xy*
y=xty

2.78. feladat: (Megoldas) % = —x — 2y?
y=xy-y?

2.79. feladat: (Megoldas)  x = x2 + y?
y=x+y

2.80". feladat: (Megoldas) x = —x3 + y*
y=-y>+y*

2.81". feladat: (Megoldas) % =y —sin3x
y = —4x — sin3y
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y—x+x2
—x

2.82. feladat: (Megoldas)

X
y
2.83. feladat: (Megoldas)  x = xP(x,y)

y =yQ(x,y), ahol a P és Q az origd egy kdrnyezetében folytonos ne-

gativ fliggvények.
2.84° feladat: (Megoldds) x =1y
y = —h(x,y)y — x,ahola h > 0 folytonos fiiggvény az origd egy kor-
nyezetében.
2.85. feladat: (Megoldas) — x = 3y* — 2x*

y = 5x%y + 3y
3 4 x2y
_xyz

2.86". feladat: (Megoldas) x =7y

y=x°
2.87". feladat: (Megoldds) x =1y
y = x — ysinx

2.88. feladat: (Megoldas)  x =y + x(x? + y?)
y=-x+y(x*+y?)

2.89". feladat: (Megoldds) x = x2? —y?
y = —2xy

2.90. feladat: (Megoldas)  x = xy + x3
y=-y+y®+x*

2.91. feladat: (Megoldas) Hatarozzuk meg az alabbi rendszerben az orig6 stabilitasat, ha a valds pa-
rameéter!

x=ax—y+x3

y=x+ay+y3

2.92. feladat: (Megoldas) Megfelel6en valasztott Ljapunov-fiiggvény segitségével hatarozzuk meg,
hogy az orig6 milyen k paraméter esetén lesz stabilis, aszimptotikusan stabilis, illetve instabilis!
x=y+kx(x*+y?)
y =—x+ky(x? +y?)

2.93". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy tetszdleges a > 0 szdm esetén az alabbi rendszernek
1étezik periodikus megoldésa!
X—axx+x=0

2.94. feladat: (Megoldéas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek az azonosan nulla megoldasa
stabilis, de minden mas megoldasa instabilis!

X =-y(x®+y?

y=x(x*+y?)
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2.95". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az % =y rendszert. Tegyiik fel, hogy
y=f(xy)
1. f(0,0)=0,
2.(f(x,y) - f(x,0))y <0,
3. f;cf(t, 0)dt < 0 az origd egy kornyezetében.
Mutassuk meg, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az x(t) = 0 megoldas stabilis!

2.96. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az origo stabilis egyensulyi helyzete az aldbbi diffe-
rencialegyenlet-rendszernek!

¥=-x3-x%x

2.97". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az origo stabilis egyensulyi helyzete az alabbi diffe-
rencialegyenlet-rendszernek!

¥=—-x+x3—-x%x

2.98". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az % = —ax + bf (y) rendszert. Tegyiik fel, hogy
y=cx—df(y)
1. f(0) =0,
2. yf(y)>0,hay # 0,
3. a,b, c és d olyan pozitiv szdmok, amelyre ad > bc.
Mutassuk meg, hogy a fenti feltételek fennallasa esetén az x(t) = 0 megoldas aszimptotikusan sta-
bilis!

Vizsgaljuk az alabbi rendszereket!

2.99. feladat: (Megoldas) X = 2xy
y=x*-y*
2.100". feladat: (Megoldas) r=r(l-r)
@ =sin* 2
2.101". feladat: (Megoldas) x=x(1-/2+y)-2a- ﬁ)

. X X
y= 3’(1—\/952"'}’2)"‘5(1——@)

2.102. feladat: (Megoldas) 6 =-Isin0-26

(Az ingamozgas surlodo kdzegben:0 a kitérés szoge, m a test tomege, [ az inga hossza és k a sebes-
séggel aranyos surlddasi erd)

2.103". feladat: (Megoldas) x=vy—x3
y=—x+2x%y—y3

2.104". feladat: (Megoldas) (Vinograd-példa)

X = xZ(J’—x)U/S
T (x2+y2)(1+(x2+y2)2)

_ y2(y-2x)
Y = aZoy D@22

2.105. feladat: (Megoldas) X =ky—xy (k valos paraméter)
y = —kx + x?
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2.106. feladat: (Megoldas) x = x3 + 2xy?
. 3
y=Yy

2.107. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek a trivialis megoldason kiviili
minden megoldasa véges idon beliil nem korlatos lesz! Adjuk meg ezt az id6t a (1,0) kezdépontbodl
indulé megoldas esetén, ha t, = 0!

x=y+x(x?+y?%)

y=-x+y@x*+y?)

2.108. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik periodikus megoldasa,
de nincs hatarciklusa!

X=-y+xy

y=x+5(* —y%)

2.109". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek létezik nem trivialis periodi-
kus megoldasa!

x=y-y?

y=-x-y°

2.110". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik nem trivialis periodi-
kus megoldésa!
X =—y—x?
y=Xx
2.111. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert! (Briisszelator-modell)
x=x(1-y?)
y=yky-1)

2.112. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x = xZ _ yZ
y = 2xy

2.113". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=y
y=—x-y(1-2%)

2.114". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
x = —8x —xy? - 3y3
y = —2x2%y + 2xy?

2.115. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X =-—x+2x%+y?
y=-y+y’

2.116". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!

x=-2x+y+x3y?
y=—-x-2y+x2y3
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2.117". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!

X=y
y=-x—2y—x3

2.118". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-x+y
y = =2y + x?

2.119. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
x=-3y
y =x—a(2y® —y),ahol a < 0.

2.120. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-Xx—-Yy
y=2x-y+y°’

2.121. feladat: (Megoldas) Csetajev-tételt alkalmazva, mutassuk meg, hogy az origd instabilis egyen-
sulyi helyzete az alabbi rendszernek!

x=x3+y

y=x+y°

2.122. feladat: (Megoldas) Csetajev-tételt alkalmazva, mutassuk meg, hogy az origd instabilis egyen-
sulyi helyzete az alabbi rendszernek!

X=x+y
y=x-y+xy’
2.123. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X = —x+y?
y = =2y + 3y?
2.124. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
x=x(y? -1
y=-y(x*-1

2.125. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a lineéris rendszerek esetében definialt csomdpont,
fokuszpont, drvénypont és nyeregpont teljesiti a 2.27. Definicio feltételét!

2.126. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=xy—Xx
y=xy-—x

2.127. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd egy vonzasi halmazat!
X=-x-3y+2z+yz
y=3x—-y—z+xz
Z==2x+y—z+xy

2.128. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origd vonzasi halmazat!
X=y
y=-ax’-By (ap>0)
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2.129*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat!
X = —4y + x*
y = 4x + y?

2.130. feladat: (Megoldas) Adjunk példat olyan rendszerre, ahol az origé stabilis egyensutlyi helyzet,
de a linearizalt rendszer instabilis.

2.131*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az egyenstlyi helyzetek stabilitasat!
X = -y —xy?
y=x-x'

2.132. feladat: (Megoldas) Adjuk meg a rendszer egy alkalmas Ljapunov-fiiggvényét!
X =-x

y=x-y

2.133. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy Hamilton-rendszer esetén ,,miikodik” a linearizalas,
azaz ha a linearizalt rendszernek az origd centruma, akkor az egyensulyi helyzetben a Hamilton-
rendszernek is centruma van.

2.134. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origo stabilitasat!
x=y—x3
y=—x—2y+2x3

2.135. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy ha f: R — R olyan folytonos fliggvény, amelyre
f(0) =0¢és xf(x) > 0, akkor az x = —f (x) rendszer x = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan
stabilis!

2.136. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az orig6 stabilitasat!

X =-X

y=-x-y-y°
2.137. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy ha az A n X n-es métrix esetén az A + A pozitiv
definit matrix, akkor az 4 Hurvitz-matrix.

2.138. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origo stabilitasat!
x=xy*-2x3-y
y =2x + 2x%y3 —y7

2.139*. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az orig6 stabilitasat!
x = _x3y2
y = —2x%y3
2.140*. feladat: (Megoldas): Adjunk meg egy olyan autonom rendszert, amelyben az orig6 az egyet-
len egyensulyi helyzet,és 1étezik olyan V:R? — R folytonosan differencialhaté fliggvény, melyre
1 V(x) > V(p). ha x 0,
2. V(x)f(x)<0,ha x=#0, x € R?,
de ennek ellenére az origd nem lesz globalisan aszimptotikusan stabilis.

29



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek

2.141. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszer egyensulyi helyzete globalisan
aszimptotikusan stabilis!

X = —xy
y=w(l-ay) (a,w>0)

2.142. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az origo egyensulyi helyzetét!
X=y
y=-

1+y2
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Kétdimenzios autonom periodikus rendszerek

Kétdimenzioban a palyak nem lehetnek nagyon bonyolultak. Minden palya t — o esetén vagy egy
egyensulyi helyzethez vagy egy periodikus palyahoz vagy egyensulyi helyzeteket 6sszekotd un.
homoklinikus-heteroklinikus palyak lancolatahoz tart.

3.1. Definicié: Az x, pont periodikus pont, ha létezik p > 0, amelyre x(t + p, xo) = x(t, x,) minden
t valos szamra. Egy periodikus pont palyajat periodikus palydanak nevezziik. Feltehet6, hogy p a leg-
kisebb periodus. (— 3.3. Megjegyzés a).)

3.2. Definicio: A K c R? pozitivan invaridns, ha minden t > 0 és x, € K esetén x(t,x,) € K.

3.3. Megjegyzés: a) Nem konstans periodikus megoldasnak 1étezik legkisebb peridodusa.
b) Ha t; < t,-re x(tq,x9) = x(t4, x0), akkor x(t, xo) konstans, vagy p = t, — t, periodussal egy perio-
dikus megoldas. o

Ha K pozitivan invarians halmaz, azaz a megoldasok mindeniitt befelé mennek és nincsen a K-ban
egyensulyi helyzet, akkor kell, hogy legyen benne periodikus palya. Ez a Poincaré-Bendixson tétel:
3.4. Allitas: (Poincaré-Bendixson tétel — gyenge alak) (1901) Ha K c R? adott kompakt, pozitivan
invarians halmaz és nincsen a K-ban egyensulyi helyzet, akkor van a K-ban periodikus palya.

Tobbféleképpen is igazolhato, hogy a fazistér egy adott tartomanyaban a rendszernek nincs periodi-
kus palydja. A sikbeli Stokes-tétel alkalmazasaval megmutathat6 a

3.5. Allitas: (Bendixson''-kritérium) Ha a x(t) = f(x(¢)) kétdimenzios rendszer esetén a div f 4l-
lando eldjelii egy T egyszeresen Osszefiiggd sikbeli nyilt halmazon és legfeljebb egy nullmértéki
halmazon nulla, akkor a rendszernek nincs olyan periodikus palyaja, amely teljesen a T-ben fekszik.

Ha egy mennyiség szigorian monoton csdkken vagy nd, akkor a rendszer nyilvan nem miikodhet
periodikusan, azaz nem létezhet periodikus palyaja. Igy teljesiil az alabbi

3.6. Allitas: Ha létezik olyan V:T —» R folytonosan differencialhaté fliggvény, amely mentén a
trajektoriak szigori monoton nének vagy csokkennek, azaz V’(x) - f(x) > 0, illetve V’(x)- f(x) <0,

akkor rendszernek nincs T-ben periodikus palyaja.

Periodikus palya nemlétezésének bizonyitasahoz hasznos lehet még a Bendixson-Dulac'? teszt is.
3.7. Allitas: Ha a x(t) = f(x(t)) kétdimenzios rendszer esetén létezik olyan g:T — R folytonosan

differencialhaté fuggveény a T egyszeresen Osszefliggd sikbeli nyilt halmazon, amelyre div (f - g) al-

lando eldjelii és legfeljebb egy gorbe pontjaiban tiinik el, akkor nincs a rendszernek olyan periodikus
palyaja, amely teljesen a T-ben fekszik.

Periodikus palya 1étezésének egyértelmiiségére hasznos lehet az alabbi
3.8. Allitas: (Dulac) Ha a x(t) = f(x(t)) kétdimenzids rendszer esetén létezik olyan g:4 — R foly-
tonosan differencialhato fliggveny egy A gyiiriiszeri sikbeli nyilt halmazon, amelyre a div (f - g) al-

lando elgjelii és legfeljebb egy gorbe pontjaiban tiinik el, akkor a rendszernek legfeljebb egy hatar-
ciklusa van, amely teljesen a A-ben fekszik.

Kétdimenzids rendszerek globalis vizsgalatanak hasznos segédeszkoze lehet a vektormez6 indexe.

111, 0. Bendixson (1861-1935) svéd matematikus
12 H. Dulac (1870-1955) francia matematikus
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3.9. Definici6: Tekintsiik az x(t) = f(x(t)) kétdimenzios rendszert, ahol f = fii + f5j, azaz

X = fl (x' y)

y:fz(xry) (31)
rendszert, és legyen y:[a,b] » R? folytonos, egyszerti zart gorbe, amely nem halad at egyensulyi
helyzeten. Jeldlje 6(x,y) az (x,y) pontbana (f; (y(t);f, (y(¢t)) vektor szogét, valamint legyen

6*(t) = 8(y(t)) minden ¢ € [a,b] esetén. Ekkor tg6*(t) = ;igg Ezt derivélva ¢ szerint, majd

F1O @) F 2 (O)~F 2V ) F 1 ()
FEr1@)+f52(0)

bére vonatkozoan ind (y): = % f: 6*(t) dt.

atalakitva kapjuk, hogy 6*(t) = . A fenti rendszer indexe a y gor-

Mikozben egy pont pozitiv irdnyban korbejarja a gérbét, az adott pontban a mez6 vektora folytono-
san elcsavarodik. A gorbe indexe azt adja meg, hogy a (f; (y(t), f2(y(t)) vektor hanyszor fordul
korbe, mialatt a ¢t befutjaaz [a,b] intervallumot. Egy palya indexe folytonosan valtozik, mikzben
a gorbe nem halad at egyensulyi helyzeten.

3.10. Allitas: Haa y gorbe belsejében nincs egyensulyi helyzet, akkor ind (y) = 0.
3.11. Definicié: Legyen (x,,v,) izolalt egyensulyi helyzete a (3.1.) rendszernek. Az egyensuilyi pont

indexe ind (xq,y, ) legyen tetszéleges, az egyensulyi helyzetet koriilvevo, de mas egyensulyi helyze-
tet nem tartalmazoé egyszert, zart gorbe indexe.

3.12. Allitas: Periodikus palya belsejében van legalabb egy egyensulyi helyzet. Ha egyetlen egyen-
sulyi helyzet van, Ggy az vagy csomoépont vagy fokuszpont vagy centrum.

3.13. Allitas: Ha y egy periodikus megoldas palyaja, akkor ind (y) = 1, sét periodikus palya belse-
jében fekvo egyensulyi helyzetek indexének 6sszege 1.

3.14. Allitas: Ha egy y (zart) gorbe indexe kiilonbozik a nullatol, akkor az 4ltala hatarolt tartomény-
ban van legalabb egy egyensulyi helyzete.

3.15. Allitas: A gorbe belsejében 1év6 egyensulyi helyzetek indexeinek az dsszege egyenld a gorbe
indexével.

Zart palya lehetetlenségérdl szol az alabbi
3.16. Allitas: Tekintsiik az  x = f;(x,y) kétdimenzios rendszert.

y = fZ (xP Y)
Tegyik fel, hogy az f = (f1, f;) # 0, valamint arot f = 0 egy egyszeresen 6sszefiiggd D tartoma-

nyon. Ekkor a rendszernek nincsen D-ben fekvo zart palyaja.

Sok esetben célszertii vizsgalni egy gorbe un. palyamenti vagy orbitalis stabilitasat a fazistérben. Meg-
mutatjuk, hogy periodikus megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis.

3.17. Allitas: Legyen az x(t) = f(x(®)) rendszer esetén x, p-periodikus pont €s ¢(t) p-periodikus
megoldasa az ¢(0) = x, kezdeti érték problémanak. Ekkor a megoldas nem lehet aszimptotikusan
stabilis.

A fentiek szerint periodikus megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis, mégis, mint halmazhoz,

tarthatnak hozza egy kornyezetbdl a megoldasok. Ezért a fazistérben a megoldas stabilitdsanak a le-
irasara célszerti bevezetni az orbitalis, azaz palya menti stabilitas fogalmat.
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3.18. Definicié: Tekintsiik az x(t) = f(x(t)) rendszer esetén az x(t,p) T-szerint periodikus megol-

das altal definialt G (zart) palyat a féz_istérben, azaz G:= {x(t,p), t e_[O, T1} € R™. A G palya orbita-
lisan stabilis, ha minden & > 0-ra létezik () > 0, hogy minden q-ra, amelyre d(p,q) < 6(¢), telje-
sil, hogy max d(x,G) <eahol 6T ={x(t,q)t =0} cR™ AG as_zimptotikusan orbitdlisan stabilis,

ha orbitalisan stabilis és tliI-P d(x(t, q); G) = 0. (Ebben az esetben ezt stabilis hatarciklusnak is ne-
vezzik.) A palya orbitdlisan instabilis, ha nem orbitalisan stabilis. (Itt d(q; G):= minyeclq — pl,
ahol a | - | az R™-beli euklideszi norma.)

A orbitalis stabilitas fogalmat ki lehet terjeszteni nem feltétleniil periodikus palyak stabilitasara.

3.19. Definicié: Az x(t) = f(x(t)) rendszer G*(xy): = {x(t,x0):t = 0} ¢ R™ trajektoriaja orbitalisan
stabilis vagy Poincaré-staEilis, ha minden &> 0-ra létezik §(¢) >0, hogy minden olyan y,-ra,
amelyre |xo — yol < 8(e), az x(t,yo) minden t > 0-ra értelmes és xerg%o)d(g,(;’f(go)) < g, ahol

G*(o):={x(t,yo):t = 0} c R™ Ellenkezd esetben az x(txo) Poincaré-instabilis. Az x(t,x0)
trajektoria lokalisan aszimptotikusan orbitdlisan stabilis vagy lokdlisan aszimptotikusan Poincare-
stabilis, ha Poincaré-stabilis és létezik &, > 0, hogy minden y, € U:= {y: |y — xo| < 8o} kdrnyezetre

lim d(G* (), G (x0)) = 0.

3.20. Ekv. Definicio: Az x(t) = f(x(t)) rendszer G*(x) = {x(t, xo):t = 0} c R" trajektoriaja orbi-
talisan vagy Poincaré-stabilis, ha minden & > 0-ra létezik &(&) > 0, hogy minden olyan y,-ra, amelyre
|x0 — Yol < 8(€), az x(t,y,) minden t > 0-ra értelmes €s d(x(t,y), G (xy)) < € minden ¢ > 0-ra. El-
lenkezd esetben az g(t,go_) Poincaré-instabilis. Az x(t,x,) trajekt(')_ria (lokalisan) aszimptotikusan Poin-
caré-stabilis, ha Poincaré-stabilis, és 1étezik 6, > 0, hogy minden y, € U: = {y: [y — xo| < 6o} kornye-
zetre: tango d((x(t, ¥0), G*(x0)) = 0.

3.21. Definicié: Az alabbi rendszert gradiens rendszernek nevezziik:
x(t) = =V - V(x(t)) = —grad V(x(t)),
ahol V:R™ — R (n € N) adott folytonosan differencialhato fiiggvény és V a Nabla szimbolum.

3.22. Allitas: A gradiens rendszernek nem 1étezik periodikus megoldésa.
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3. Feladatok

Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszereknek nincs periodikus megoldésa!
3.1. feladat: (Megoldés) x=y+x3

y=x+y+y°

3.2. feladat: (Megoldas) X=y
y=-yd+x*+x*)-x

3.3. feladat: (Megoldas) X=y

y=-2—x?

3.4. feladat: (Megoldas) X=y
y =y +x?)+x*

3.5. feladat: (Megoldas) x=x(1-vy?%
y=x-y(l+e*)

3.6. feladat: (Megoldas) X =y+2xy
3. 7. feladat: (Megoldas)

3.8. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D, ={(xy):x+y>0} é a D,={(x,y):x+y <0} tartomdnyokon nincs periodi-
kus megoldasa!
x =x%+y?
y — yZ + x2€x

3.9. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D={(x,y):1<x?+y? <2} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
. 3
X=x—-y—xX
y=x+y-y°
3.10. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D={(x,y):1<x?+y? < 2} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
x=x+y—x3
y=-x+y-y°
3.11. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?
x=1-x
y=x*-y?

3.12. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x*+y*t< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!
x=vy3+x(1—-4x*—yh, y=—-x3
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3.13. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nem létezik periodikus megoldasa az alabbi diffe-
rencidlegyenlet-rendszernek a D = {(x,y): x? + y? < 4} halmazon!

x=x—xy?+y3

y =3y —x’y +x3

3.14. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?

X =x+2xy?+y3

y=y+2x%y+2x3

3.15. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x?+y?< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldésa!
x=-x3+x-y
y=x-x%y

3.16. feladat: (Megoldas) Létezik-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszer-
nek?

x=x—2y%+2x3

y=-x%+2y+xty

3.17. feladat: (Megoldas) Van-e periodikus megoldasa az alabbi differencialegyenlet-rendszernek?
X=x—2
y = 4x? — y?

3.18. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y):% <x?+y?< 1} tartomanyon létezik periodikus megoldasa!

xX=Yy
y=-x+y-x*y -2y

3.19. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek a
D= {(x, y): % <x?+y?< 1} tartomdnyon létezik periodikus megoldésa!
Xx=x-y—x3-2xy?
y=x+y-xy-2y°

3.20. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs sem a pozitiv, sSem a ne-
gativ szamsikon periodikus megoldésa!

X =-y+x%—xy

y=x+Xxy

3.21. feladat: (Megoldéas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs semmilyen pozitiv
a ¢és b szdmok esetén periodikus megoldésa!

x =y?

y =x—ay + 2x* — aby?

3.22. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy autoném rendszer esetén a Ljapunov stabilitasbol
kovetkezik a Poincaré-stabilitas! Adjunk példat arra, hogy a megforditas nem feltétleniil teljesiil!

3.23. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszer egyidejiileg Poincaré és Ljapunov
értelemben stabilis!
x=1,y=0
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3.24. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a x = x Poincaré-instabilis!
y=y

3.25. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk a kdvetkez6 rendszer hatarciklusainak a Poincaré-stabilitasat!
X = —y + xsin y/x? + y?
y =X + ycos/x? + y?

3.26. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk a kdvetkez6 rendszer megoldasainak a Poincaré-stabilitasat!
X=x
y=yny (y>0)

Szamitsuk ki az alabbi rendszerek egyensulyi helyzeteinek indexét!
3.27. feladat: (Megoldas)  x = 2xy

y:xZ_yZ

3.28. feladat: (Megoldas) x =x
y=-y

3.29. feladat: (Megoldas) x =1y
y=—x

3.30. feladat: (Megoldas)  x = 1 + y?

y=x
3.31°. feladat: (Megoldds) x = ax + by (a, b, c és d valds szamok)
y=cx+dy

3.32. feladat: (Megoldas) Szamitsuk ki az origdé kdzépponta r = 1 sugarti korvonalnak az alabbi
rendszerre vett indexét!

x=2x%+1

y = 2xy

3.33. feladat: (Megoldas) Szamitsuk ki az origd kozéppontu r = 1 sugara korvonalnak az alabbi

rendszerre vett indexét!

x=7y3
y=x°

3.34. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nyeregpont indexe mindig —1.
3.35. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy csomédpont indexe mindig 1.
3.36. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy fokuszpont indexe mindig 1.
3.37". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az alabbi rendszert
x=x+f(xy)
y=y+g(x,y), ahol f és g az egész sikon korlatos kétvaltozos fiigg-

vények. Mutassuk meg, hogy a fenti rendszernek 1étezik legalabb egy egyensulyi helyzete!

3.38. feladat: (Megoldas) Tekintsiik azt a sikmodellt, amely feliilr61 modellezi a forgdszelet, azaz
minden pontban vegyiik a sz¢l fijasanak iranyaba mutatd megfeleld nagysagu sikbeli vektort. Mivel
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forgoszE€lrdl van szo, feltételezhetjiik, hogy van egy olyan zart gorbe, amelynek peremén 1évo vekto-
rok az illet6 perempont érintdjével mindig hegyesszdget zarnak be. Tegyiik fel, hogy ez a vektormezo
folytonos. Mutassuk meg, hogy a gorbe belsejében van legalabb egy szélcsendes pont!

3.39". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy az aldbbi differencialegyenlet-rendszernek létezik
nem trivialis periodikus megoldasa!

¥4+ (x?+2(x)>*-1Dx+x=0

3.40". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi differencialegyenlet-rendszernek egyetlen
hatarciklusa l1étezik!

x=x—-y—x3—xy?

y=x+y-y>—x%y

3.41". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy van nem trivialis periodikus megoldasa az aldbbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X=y
y=—-x+y(1l-3x?-2y?%

3.42". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy egyetlen nem trivialis periodikus megoldasa van az
alabbi differenciadlegyenlet-rendszernek! Adjuk is meg ezt a hatarciklust!

Xx=x+y—x3—2xy?
y=-x+y—3x%y—2y3

3.43". feladat: (Megold4s) Mutassuk meg, hogy van nem trivialis periodikus megoldasa az alabbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X =—y+2x2%y
y =x+ 2xy?

3.44", feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy van nem trividlis periodikus megoldasa az alabbi
differencialegyenlet-rendszernek!

X=y
y=-x°-xy?

3.45". feladat: (Megoldas) Tekintsiik az aldbbi differencialegyenlet-rendszert!

X =y

y=-9(x),
ahol g(0) = 0, g folytonos, szigortian névekedd fliggvény, amelyre foxg(t)dt - 00, hax - too.
Mutassuk meg, hogy ekkor minden megoldas periodikus.

3.46". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek létezik (nem konstans) perio-
dikus megoldasa!

F=1r—1r>—7r3(1+sin?p)

p=1

3.47. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy nincs periodikus megoldasa az alabbi differencial-
egyenlet-rendszernek!

X =2x—x>—xy*

y=y-y -x%
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3.48". feladat: (Megoldas) Van-e periodikus megoldésa az alabbi differencidlegyenlet-rendszernek?
x = xcos(x?> +y?) —y
y = ycos(x? +y%) +x

3.49. feladat: (Megoldas) Milyen a és b-re l1étezik zart trajektdridja az alabbi linearis rendszernek?
X =ax + by
y=cx+dy

3.50". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a kovetkezd differencidlegyenletnek nincsen nem
konstans periodikus megoldésa!
¥+x+ex)3+sinx=0 (e>0)

3.51". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek létezik (nem konstans) perio-
dikus megoldasa!

X=y
y=y(9—-x*-2y*) —x

3.52. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy a 3.10. Allitas megforditisa nem igaz, azaz egy gorbe
indexe lehet ugy 0, hogy a gorbe belsejében van egyensulyi helyzet!

3.53. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek végtelen sok hatarciklusa van!
1
X =y +xyx%+y?sin—=
. T
Yy =X+ Yy x? +y2'san9c2=3ﬂ )

+

ahol (x,y) # (0,0) és legyen a rendszer jobboldala, f(0,0) = 0.

3.54. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az r = 1 palya aszimptotikusan Poincaré-stabilis,
de nem aszimptotikusan Ljapunov-stabilis!

r=1-r

0=r.

3.55. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az y = 0 palya aszimptotikusan Poincaré-stabilis!

x=1+x?
y = —=2xy.
3.56. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek nincs periodikus megoldasa!
x=y—x3
y =—X.

3.57. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi polarkoordinataban megadott rendszernek
1étezik periodikus megoldésa!

F=r(1-73)+0.5rcosg

¢ =1
3.58. feladat: (Megoldas): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek van periodikus megoldasal!

x = 4x + 2y — x(x% + y?)
y==-2x+y—y(x?+y?).
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3.59. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek van periodikus megoldasa!
X=x—y+x%-2x(x?+y?)?
y=x+y+xy—2y(x?+y?)/2

3.60. feladat: (Megoldas): Tegyiik fel, hogy f, g: R> - R olyan folytonos fiiggvények, amelyekre
teljesiilnek az alabbi feltételek:

a) Az {(x,y): f(x,y) = 0} zart, egyszerii gérbe, amely az origot belsé pontként tartalmazza,
b) g(x,¥) # 0.
Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszernek van periodikus megoldasa!

x =-xf(x,y)+yg(x,y)
y=-yf(xy) - xg(x,y).

3.61. feladat: (Megoldés): Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek van periodikus megoldasa!

x=x-y+x3-15xy?
y=x+y+x?y—05y3
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4. Lokalis és globalis vizsgalatok

Tekintsiik az x(t) = A - x(t) allando egyiitthatds, homogén linearis n-ed rendii differencialegyenlet-
rendszert. Nemlinearis rendszerek esetén a Stabilis, instabilis, illetve centralis alterek szerepét a sta-
bilis, instabilis, illetve a centralis sokasag veszi at. Bizonyos feltételek esetén autondm rendszereknél
is biztosithato olyan halmaz, amely a fenti alterek megfelel6 tulajdonsagaival bir.

4.1. Allitas: (Lokalis stabilis, illetve instabilis sokasagrol) Legyen f:R™ - R" folytonosan differen-
cidlhato figgvény, melyre f(0) = 0. Tekintsik az x(t) = f(x(t)) differencialegyenlet-rendszert.
Jeldlje az x, pontbol indulé megoldast x(t, xo). Tegyiik fel, hogy a  f'(0) Jacobi- matrix nem
kritikus, valamint, hogy a megfelel6 linearizalt rendszer Ej , E,, stabilis és instabilis alterei k, illetve
n — k dimenziésak. Ekkor létezik az origonak olyan U kornyezete és léteznek olyan ®: E;Nn U — E,,
és Y:E, N U - E folytonosan differencialhat6 fiiggvények, amelyekkel a
Woc(0):= {(¢, P(@)):q EEsnUY € W/°(0):= {(r, ¥():r € E, N U}

k dimenzids lokalis stabilis, illetve n — k dimenzios lokalis instabilis sokasag rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

1. A W/o°(0) pozitivan, a W;'°°(0) negativan invarians halmaz,

2. A WJo°(0) érinti az E, alteret, a W,'°¢ érinti az E,, alteret az origdban,

3. Haxo € Wi°¢(0), akkor lim x(t,x0) = 0,

4. Hax, € W!°¢(0) , akkor Jim x(t,x0) = 0.

4.2. Allitas: (Centralis sokasagi tétel) Legyen f:R™ > R" folytonosan differencialhato figgveény,
melyre f(0) = 0. Tekintsik az x(t) = f(x(t)) differencidlegyenlet-rendszert. Jeldlje (a szokott
modon) az x, pontbol indulé megoldast x(t, x,)- Tegyiik fel, hogy a f'(0) Jacobi-matrix kritikus.
Ekkor 1étezik az origonak olyan U kornyezete és 1étezik (legalabb egy) olyan ®: E.nU - E,, @ E;
fliggvény, amelyre a
W/ °¢(0): = {(q, ©(q)): q € E. N U}

lokalis centralis sokasag rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

1. ®(0) = ®'(0) =0,

2. A W}o¢(0) lokalis centralis sokasag lokalisan invarians, azaz PE wtoc(0) és x(t, pEU

esetén  x(t, p) € W°¢(0).

4.3. Megjegyzés: Tekintsiik a tovabbiakban az

x(t) = f(x(8) (4.1)
n-dimenzids autondm differencidlegyenlet-rendszert, amelyrdl tételezziik fel, hogy teljesiilnek az eg-
zisztencia és az unicitas tétel feltételei. Legyen az origd a rendszer egyensulyi helyzete, azaz
f(0) =0 és tegyiik fel, hogy az f'(0) matrixnak létezik k darab nulla valosrészii sajatértéke,

valamint létezik n — k darab nem nulla valosrészii sajatértéke, ahol a B matrix sajatértékeinek valos
része nulla, C matrix sajatértékei nem nulla valosrésziiek. Ekkor a megfeleld transzformacidval

1@ = (% 2) alakra hozhato,
ahol a B matrix sajatértékeinek valos része nul=la, a C matrix sajatértékei nem nulla valosrésziiek.
gy a (4.1.) rendszer x = (;) jeloléssel az alabbi alakra hozhatd
x=Bx+g(x,y) 4.2)
y=LCy+hxy),
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ahol (x,y) € R¥ x R*7*. (Feltételezziik, hogy a g ésa h derivaltja az origoban nulla.) o

4.4. Allitas: (Centralis sokasagra vonatkozo redukcio tétel). Tekintsiik a (4.1.) rendszert, amely tel-
jesiti a megadott feltételeket. Legyen @ az origdban a centralis sokasagot meghatarozo fiiggvény.
Vezessiik be az alabbi rendszert:
i = Bu + g(u, ®(u)) (4.3)
v=_Cv
Ekkor a (4.3.) rendszer és a (4.2.) rendszer lokdlisan topolégikusan ekvivalens az origoban, azaz van
olyan homeomorfizmus, mely a két rendszer palyait egymasba viszi az id6 iranyitasinak megtartasa-
val.

4.5. Megjegyzés: Igy a fenti tétel alkalmazasaval az u fiiggvényre vonatkozé rendszer fazisképének
meghatarozasaval a teljes rendszer fazisképe meghatarozhatd, mivel a v fliggvényre vonatkozé nem
kritikus linearis rendszer fazisképe egyszertien vizsgalhat6. Konstruktiv modon a fenti sokasagokat
altalaban nem lehet eldallitani, sok esetben meg kell elégedniink ezen sokasagok analitikus kozelité-
sével. Mig a stabilis, instabilis sokasag egyértelmiien 1étezik, addig a centralis sokasag nem egyér-
telmi. o

4.6. Definici6: Tekintsiik a x(t) = f(x(t)) kétdimenzids autonom differencidlegyenlet-rendszert.

a) Legyen x, a rendszer nem Kritikus egyensulyi helyzete. Az {x(t): t € [a, b]} palya homoklinikus
palya xy-ra, ha x(t) - xo, hat - too.

b) Legyen x, és y, a rendszer két kiilonboz6 nem kritikus egyensulyi helyzete. Az {x(t):t € [a, b]}
palya heteroklinikus pdlya xy-ra és y,-ra, ha x(t) - xo, hat - 4o és x(t) > y,, hat - —oo.

4.7. Definicid: Tekintsik a x(t) = f(x(t)) kétdimenzios autonom differencialegyenlet-rendszert.
Tegyiik fel, hogy az origd a rendszer nem Kritikus egyensulyi helyzete. Jelolje

W (0) = {x: tlim @(t,x) =0} és W, (0) = {x: tlir_n @(t,x) =0}, ahol a ¢(t, x) a dinamikai rendszer al-
tal indukalt palya. W, (0) és W, (0) halmazokat az origo globdlis stabilis, illetve instabilis sokasdaga-
nak nevezziik.

4.8 Megjegyzés: Az origd globalis stabilis €s globalis instabilis sokasdga nem iires, invarians halmaz
és Wl°c(0) c W (0), illetve W;/°¢(0) ¢ W, (0). Valaminta I homoklinikus palya a 0-ra pontosan ak-
kor, haT < W,(0) N W,(0). o

A Poincaré-Bendixson-tétel kovetkezménye az alabbi, sok esetben hasznalhato allitas.
4.9. Allitas: [4] Tekintsiik a Liénard-rendszert, azaz % = y
y=—fxy)y—g),
ahol az f és g folytonos fliggvények.
Tegyiik fel, hogy a kovetkezo feltételek teljesiilnek:
1. Létezik olyan r > 0 szam, hogy f(x,y) > 0,hax? + y? > r?, azaz az origd egy kornyezetén kiviil
az f szigoruan pozitiv,
2. f(0,0) < 0. (Persze ekkor az f folytonossaga miatt az origd egy kornyezetében: f(x,y) < 0.)
3. g(0) =0, hax >0, akkor g(x) > 0 ésha x <0, akkor g(x) < 0.
4. G(x) = [, g()dt - +oo, hax — +oo
Ekkor a rendszernek létezik periodikus megoldasa.

Alkalmazas szempontjabdl fontos lehet a fenti allitas kovetkezménye is

4.10. Allitas: [4] Tekintsiik a specialis Liénard-rendszert, azaz x =y
y=—fx)y—gx),

ahol az f és g az origd egy kornyezetében folytonos fiiggvények.
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Tegyiik fel, hogy a kovetkez6 feltételek teljesiilnek:

1. f paratlan fiiggvény és ha x > 0, akkor alland¢ eldjelii,

2. g paratlan fiiggvény és ha x > 0 akkor g(x) > 0,

3. g()>af(®)F(x)>0,x > 0-ra, ahol F(x) = [, f(t)dt ésa > 1
Ekkor a rendszernek 1étezik periodikus megoldésa.

A specialis Liénard-rendszer esetén teljesiil az alabbi
4.11. Allitas: (Levinson-Smith )[4] Tekintsiik a specilis Liénard-rendszert, azaz
X =y
y=—fx)y—-g),
ahol az f és g folytonos fliggvények.
Tegyiik fel, hogy a kdvetkezo feltételek teljesiilnek:
1. AZF(x) = f;c f(®)dt fiiggvény paratlan fiiggvény,
2. g paratlan fliggvény és ha x > 0, akkor g(x) > 0,
3. Az F(x) figgvény csak az x = 0, x = ta-ban nulla valamilyen a > 0-ra.
4. F(x) - o, hax - +o és x > a-ra monoton névekedoé fiiggvény.
Ekkor a rendszernek 1étezik egyetlen periodikus megoldasa.

Tekintsiik az x(t) = f(x(t),a) rendszert, ahol a € R™ paraméter. Ilyen, paramétertdl fliggé rend-
szerek esetén a paraméterek valtozasaval a rendszer fazisképei is valtoznak.
Alapvetden két eset fordulhat elé:

1. Arendszer fazisképe topologikusan ekvivalens lesz az eredeti rendszer fazisképével, illetve

2. A rendszer fazisképének megvaltozik a topologidja.

4.12. Definicio: A paraméterek valtozésa soran keletkez6 nem topologikusan ekvivalens fazisképe-
ket nevezziik a rendszer bifurkacidinak.

4.13. Megjegvzés: Ily modon a bifurkaciok egy rendszernek a topologikus valtozasait irjak le a pa-
ramétereken keresztiil. @

4.14. Definicio: Az a, paraméter reguldaris, ha létezik olyan § > 0, hogy |a, — a| < § esetén az
f (x(t), @) rendszer topologikusan ekvivalens az f (x(t), ao) rendszerrel. Az a, bifurkdciscs paraméter,

ha nem regularis.

4.15. Definici6: Tekintsiik az x(t) = f(x(t),a) rendszert, ahol a € R"™ paraméter. Az (xo,ao) pdr
lokdlisan reguldris, ha az x, pontnak létezik olyan U kornyezete és 6 > 0, hogy |a, — a| < § esetén
az fjy (x(¢), @) rendszer topologikusan ekvivalens az fi, (x(t), ao) rendszerrel. Az (xo, ao) pontban lo-

kalis bifurkdcio van, ha (x,, ap) nem lokalisan regularis.

Az alébbi fontos allitas szerint lokalis bifurkacid csak egyensulyi helyzetben kovetkezhet be.
4.16. Allitas: Ha f(xo,ao) # 0, akkor (xo, ao) par lokalisan regularis.

Az alabbi tétel szerint, ha az egyensulyi helyzet nem kritikus, akkor ott nem lehet lokalis bifurkacio.
4.17. Allitas: Ha f(xo,a0) = 0 és f'(xo, ao) nem kritikus matrix, akkor (xo, ao) par lokélisan regu-

laris. (Itt f'(xo,a0) az f fuggvény Jacobi-matrixat jeldli.)

4.18. Megjegvzés: Bifurkacio perturbalt Hamilton-rendszer esetén.

Legyen adott egy tetszéleges x = fi(x,y) *)
y = fZ (x, 3’)
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olyan Hamilton-rendszer, amelynek harom egyensulyi helyzete van, P;(0,0), P,(—a,0), és P;(a,0).
A P,-ben nyeregpont, a P, és Ps-ban centruma van. Tegyiik fel, hogy H(0,0) = 0. Ismert, hogy ekkor
H(x,y) = 0. A homoklinikus palya: H(x,y) = 0. Ez a palya természetesen tartalmazza a két centrum
pontot. Tekintsiik a (*) egy perturbalt rendszerét:

x = f1(6,y) —nH(x,y) - f2(x, ) **)

y = f2(y) +nH(x,y) - fi(x,y), ahol n # 0.
Ekkor

2 2

e y) = o (%) +(G)) (%)
Ebbél kovetkezbleg a (**) perturbélt rendszer esetén a H(x,y) =0 invarians halmaz. igy a (**)
perturbalt rendszer esetén ez azonos az eredeti (*) rendszer homoklinikus palyajaval. A (**) rendszer
egyensulyi helyzetei azonosak a (*) rendszer egyenstlyi helyzeteivel és a (**) rendszer P,(—a, 0), és
P;(a,0) egyensulyi helyzetei benne vannak a H(x,y) =0 gorbe belsejében. A H(x,y) fliggvény a
(Py(—a,0)) és (P3(a, 0)) pontok kdrnyezetében Ljapunov-fiiggvényszeriien viselkedik. A P,(—a,0),
¢s P;(a, 0) egyensulyi helyzetek kornyezetében a H(x, y) fliggvény szintvonalai zart gorbék. Tegylik
fel példaul, hogy az (*) H(x, y) Hamilton-fiiggvényének a P,(—a, 0) pontban lokalis minimuma van,
azaz H(x,y) > H(P,(—a,0)) és példaul H(P,(—a,0)) > 0. EKkor a H folytonossaga miatt a P,(—a, 0)
pont egy kornyezetében is, H(x,y) > 0. Teljesen hasonloan targyalhaté a H(P,(—a,0)) < 0 eset. An
elojelénck megvalasztasaval (***) kovetkeztében elérhetd, hogy ebben pontozott kornyezetben
H(x,y) > 0. Igy a klasszikus Ljapunov-instabilitasi tétel miatt ezen kornyezetben a palyak eltavolod-
nak a P,(—a,0) és P;(a,0) egyensutlyi helyzetektdl, igy ezen egyensulyi helyzetek nem lehetnek a
(**) rendszer centrumai. o

A kovetkezokben konkrét példat mutatunk egy ilyen rendszerre.
Tekintsiik az Gn. sturlédasmentes Duffing-egyenletet:

¥+ax+px3=0 (a<0ésp>0) @)
Ekkor (1) ekvivalens az
x=y
y = —ax — fpx3 rendszerrel.

A rendszer Hamilton-rendszer, példaul egy Hamilton-fiiggvénye:

H(x,y) = %yz +%x2 +§x4.

A rendszernek harom egyensulyi helyzete van, P, (0,0), P,(— \/% 0), ésa Ps( \/% 0). A P;-ben
nyeregpont, a P, és P,-ban centruma van. A rendszer homoklinikus palyaja

y+x2+ﬁ4 0.

crcr

x=y+HMXy) (= ax—ﬁx3) (n:=-1) )
y=—ax—px*—H(x,y)y
2 2
Fenti, altalanos esetben lattuk: H(x,y) = —H(x,y) ((Z—Z) + (3—';) ) (3)

fgy a (2) rendszer esetén a H(x, y) = 0 invarians halmaz. Ez az (1) rendszer homoklinikus palyaja.
A (2) rendszer egyensulyi helyzetei megegyeznek az (1) rendszer egyensulyi helyzeteivel. Ekkor

m&<f_m)—m&q_on———<o (4)

A fenti H(x,y) fiiggvénynek a P, és P;-ban szigort lokalis minimumbhelye van, ugyanis H" (x,y) =

2 2
(05 + gﬂx 2), igy H'(P,) = (“ + gﬂx (1)> - ( g“ 0) pozitiv definit matrix (i = 1,2), mert

a < 0. Kovetkezésképpen: H(x,y) > H(P, (—\/%, 0)) = H(P; (\/%, 0)) egy kornyezetben.
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A H folytonossaga és a (4) miatt a P,(— \/% 0) és a P5( \/% 0) pont egy kdrnyezetében
H(x,y) < 0. A (3) kovetkeztében ebben a kornyezetben H(x,y) > 0, ha (x,y) # (— \/% 0), ( \/% 0).
fgy a Ljapunov-instabilitasi tétel miatt e kornyezetben a palyék eltavolodnak a P, (— \/% 0)ésa

Ps( \/% 0) egyensulyi helyzetekt6l. Ezek a (2) instabilis fokuszpontjai. m

A n eléjelét megvaltoztatva elérhetd, hogy az invarians palya belsejében 1€vo egyensulyi helyzetek
stabilis fokuszponkok legyenek. Ez esetben a rendszer egy perturbacioja:

x=y—Hxy) (—ax—px*) (m:=1) 2%)
y=—ax—pBx*+HXy)y
2 2
Fenti, altalanos esetben lattuk: H(x,y) = H(x,y) ((Z—Z) + (2—5) ) (3)

Természetesen a (2°) rendszer invarians halmaza most is a H(x,y) = 0, azaz ez az (1) rendszer
homoklinikus palyaja. A (2°) rendszer egyensulyi helyzetei megegyeznek az (1) rendszer egyensulyi

helyzeteivel. Ekkor H(PZ(—\/%,O)) = H(&(\/%,O)) = —% < 0. 4)
A H(x,y) fiiggvénynek a P, és P;-ban szigoru lokalis minimumhelye van. Kovetkezésképpen:
H(x,y) > H(P, (—\/%, 0)) = H(P; (\/%, 0)) egy kornyezetben.

A H folytonossaga és a (4’) miatt a P, és a P; pont egy kdrnyezetében H(x,y) < 0. A (3°) miatt eb-
ben a pontozott kornyezetben H(x,y) < 0, Igy e kornyezetben a palyak kozelednek a P, és a Ps
egyensulyi helyzetekhez. Ezek a (2°) stabilis fokuszpontjai.
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4. Feladatok

Adjuk meg az alabbi rendszer stabilis és instabilis sokasagait!

4.1". feladat: (Megoldas)

4.2". feladat: (Megoldas)

4.3", feladat: (Megoldas)

4.4", feladat: (Megoldas)

X =-x
y=y-2x*
X =-x
y=y+x°
X =-2x

y=y+x*t-x

X =-x
y=y+g(x),ahol g(0) =0¢és g € C*

45", feladat: (Megoldas) X =—x
y=-y+x?
z=x*>+z

4.6". feladat: (Megoldas) X=x
y=-y+x?
z=x*>+z

4.7. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer egyensulyi helyzeteit,
vizsgaljuk meg ezek jellegét és adjuk meg a homoklinikus palyat a fazistérben és a megoldasok ha-
romdimenzids terében is!

y
x —x2

X
y
4.8". feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer egyensulyi helyzeteit,
vizsgaljuk meg ezek jellegét és adjuk meg a homoklinikus és heteroklinikus palyakat a fazistérben!

x=y2y*-1)
y=x(x*-1)

4.9. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer egyensulyi helyzeteit,
vizsgaljuk meg ezek jellegét. Vizsgaljuk a rendszer homoklinikus palyajat! Adjuk is meg ezt a
homoklinikus palyat a fazistérben!

X =y

y=x(x*-1) +y?

4.10. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer homoklinikus palyajat!
¥—x+6x°>=0

4.11. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszer 6sszes heteroklinikus palyajat!

x=y(1l-x?)
y=-x(1-y%
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4.12. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszer heteroklinikus palyajat!

X=y
y = —sinx

4.13. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszer homoklinikus palyajat!
x=y(13 -x*-y?)
y =12 —-x(13 — x? — y?)

4.14. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszer heteroklinikus palyajat!

x=7y
y=-x+x3

4.15. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy van periodikus megoldasa az alabbi rendszernek!
XxX=y
y=e

2x —X

—e

4.16". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az & + B (x? + %% — 1)x + x3 = 0 differenciél-
egyenletnek minden B > 0 esetén 1étezik legalabb egy periodikus megoldasa!

Mutassuk meg, hogy az aldbbi rendszereknek 1étezik periodikus megoldésa!

4.17. feladat: (Megoldas) X—xx+x=0
4.18". feladat: (Megoldés) ¥+ xx+sinx =0

4.19. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy ¥ + x™x + x = 0 differencialegyenlet esetén az
origd centrum, ha n paratlan pozitiv egész szam.

4.20". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az % + B(x? — 1)x + x3 = 0 differencidlegyenlet-
nek minden 8 > 0 esetén 1étezik pontosan egy periodikus megoldasa! (Van der Pol-féle egyenlet)

4.21. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az ¥ + (kx + 1)sinx = 0 differencialegyenletnek
minden k > 0 esetén létezik legalabb egy periodikus megoldasa!

Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszereknek létezik hatarciklusa!
4.22". feladat: (Megoldas)
x =2x+ 2y — x(2x% + y?)
y=-2x+y-yQ2x*+y?)

4.23". feladat: (Megoldas)
x=-x—y+x(x*+2y?
y=x-y+yk*+2y?)

4.24". feladat: (Megoldas)
x=x+y—x3—6xy?
y=—%x+2y—8y3—x2y

Vizsgaljuk az alabbi rendszereket!
4.25", feladat: (Megoldas)
x=x*-y*+y
y =—x—2xy
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4.26. feladat: (Megoldas)

4.27. feladat: (Megoldas)

4.28. feladat: (Megoldas)

Vizsgaljuk az aldbbi rendszereket a k paraméter fiiggvényében!
4.29". feladat: (Megoldas)
x =kx—vy—x(x*+y?
y=x+ky-y@®+y?

4.30". feladat: (Megoldas)
x=x—ky+x(x?+y?
y=x+ky+yx®+y?

4.31". feladat: (Megoldas)
r=r(k - (r-1)?%
p=1 (poléarkoordinatas alak)

4.32. feladat: (Megoldas)
x=0-x)x—k (k> 0szam)

Adjuk meg az alabbi rendszerek stabilis, instabilis és centralis sokasagat, amennyiben ezek 1étez-
nek!
4.33. feladat: (Megoldas)

x = x?
= -y

434" feladat: (Megoldas)

%=x%—y?

y=y+x?
4.35. feladat: (Megoldas)

x = x?

y=y
4.36". feladat: (Megoldas)

X=-y+xz

y=x+yz

z=-z—x%—y?+2z°

4.37. feladat: (Megoldas)
X =xy

y=-y+ax? (avaldsszam)
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4.38. feladat: (Megoldas) x =x%y —x°
y=-y+x?
4.39. feladat: (Megoldas) X=y
y =x+x?

4.40. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!
X =2y
y=2x—-3x%+x3y —x%y +y3

4.41". feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik heteroklinikus pa-
lyaja!

XxX=y

. 1 .5 1

Y=Y ERY TS
4.42. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi rendszert!

X=y
y=x—x3—-x%y

4.43. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszer heteroklinikus palyait!

x=y%+y
y=—-x+x?
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5. Globalis vizsgalatok

Legyen M c R™ tartomany ¢s f: M — R™ olyan fiiggvény, amelyre

x(t) = f(x(0) (5.1)
n-dimenzids autonom differencialegyenlet-rendszer esetén teljesiilnek az egzisztencia és a unicités
tétel feltételei. Tetszdleges t, € R és x, € M esetén Iétezik az x(t,) = x, kezdeti értéket kielégitd
x(t) = (¢, to, xo) (globalis) megoldas a megfeleld I(t,, x, ) intervallumon.

5.1. Allitas: Tetsz6leges t, € R, Xo € M és T € R esetén

1ot + 7, to+ T, x0) = @(t, to, Xo) Minden ¢ € I(t, x)-re

2. I(ty + 1,x0) =T+ I(ty, X0)
Elegendd a t, = 0 iddpontban a kiilonb6zd x € M pontokbdl induldé megolddsokat ismerni, ezért be-
vezetjlik az alabbi jeldléseket: I(p): = 1(0,p) és @(t, x0): = @(t, 0, xy), X9 € M ést € I(p).

5.2. Allitas: (Csoporttulajdonsag) Legyen x, € M és t, s € I(p) olyanok, hogy t + s € I(p).
Ekkor ¢(t + 5, x0) = @(t, 9 (s, %0))-

5.3. Megjegyzés: A palyak nem metszik egymast. O

5.4. Definicio: Legyen M c R™ tartomany. A ¢: R X M — M folytonosan differencialhat6 fliggvény
dinamikai rendszer az M fazistéren, ha teljesiil az alabbi két tulajdonsag:

1. ¢(0, x0) = xo,

2. @(t+s,x0) = @(t, (s.x0)) Minden x, € M és t,s € I(p)-Te.

5.5. Allitas: Legyen M c R™ tartomany és f: M — R folytonosan differencialhato fiiggvény. Ekkor
1. Létezik olyan dinamikai rendszer, amelynek palyai megegyeznek az x(t) = f (x(¢)) differenci-
alegyenlet-rendszer palyaival.
2. Barmely dinamikai rendszerhez Iétezik olyan f: M — R™ folytonosan differencialhato fliggvény,

hogy az x(t) = f(x(t)) differencidlegyenlet-rendszer megoldésai a dinamikai rendszert adjak.

5.6 Megjegyzés: Legyen ~ ¢ M x M a kovetkez6 relacio: x~y pontosan akkor, ha van olyan t € R,
melyre ¢(t,y) = x. Kdnnyen lathato, hogy a ~ ekvivalencia relacio. Ezen ekvivalencia relacio sze-

rinti osztalyait nevezzik a rendszer palyainak (trajektoridinak).

Az x € M pont palyaja az{p(t,x): t € R} gorbe. Az M a rendszer allapothalmaza, a ¢(t, x) pedig azt
adja meg, hogy hova keriil a rendszer az x allapotbol indulva ¢t idé6 malva. Autonom egyenlet meg-
oldasarol feltehetd, hogy dinamikai rendszert hataroz meg, Jel6lje @,(x) = ¢(t,x). A®;:M > M

minden ¢ € R esetén diffeomorfizmus és @, = &, o &, , Dy = idy,, valamint( ®,)~! = d_,. Le-

gyen f(x):= ¢(t, §)| . EKkor a csoporttulajdonsag miatt: ¢ (t, x) = f(@(t,x)). Az igy definialt
L L r=0 L J\@

egyparaméteres transzformacio6 csoportot folyamnak is szoktak nevezni. o

Természetes modon lehet definidlni dinamikai rendszerek esetén a mar ismert fogalmakat, igy az
egyensulyi helyzet, periodikus pont, invarians halmaz stb. fogalmat.

5.7. Definicié:  a) Egy x, € M pont egyensulyi helyzet, ha ¢(t, xo) = xo minden ¢ € R-re.
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b) Egy x, € M nem egyensulyi helyzet periodikus pont, ha 1étezik p > 0, hogy
minden ¢ € R esetén @ (¢, xo) = ¢(t + b, Xo). (A belble induld palya dnmagaba tér vissza.)

5.8. Definicio: Legyenek ¢o: Rx M - M és ¥ :Rx N - N adott dinamikai rendszerek, valamint
pEMéqeN.Ag dinamikai rendszer a p pgntban ¢s a y dinamikai rendszer a q pontban lokali-
san topolo_'gikusan Zkvivalens, ha létezik oly_lan U € t(p), Ve 7( q) kornyezete a p, illetve a q pont-
nak és olyan h: U - V homeomorfizmus, amelyre h(B)_: qésa I;élyékat egymés_ba képezi az idd

iranyitasanak megtartasaval. Azaz, ha 1étezik olyan a: R x M — R folytonos fliggvény, amelyre a
t = a(t, x) szigorut monoton névo és h(@(t, x)) = P(a(t, x), h(x)) minden x € U-ra.

A fenti definici6 kozeliti meg a legjobban azt a kivanalmat, hogy a két differencialegyenlet palyai
,hasonlitsanak egymasra”.

5.9. Megjegyzés: Lehetne definialni dinamikai rendszerek un. lokdlis C* diffeomorfizmusat. A C*
ekvivalencia til er6s fogalom lenne most. Megmutathato példaul, hogy két, nyeregponttal rendelkez6
linearis rendszer, ha a sajatértékek aranya kiilonboz6, nem lehet lokalisan C* ekvivalens k > 0 esetén,
de ett6l még lokalisan topoldgikusan ekvivalensek. o

5.10. Megjegyzés: Lehetne definialni dinamikai rendszerek an. lokdlis C* konjugdaltjat, amikor a fenti
diffeomorfizmus mellett a leképezés Ugy viszi at a palyakat egymasra, hogy ott nincs
idéatparaméterezés. A C* konjugaltsag is til erds fogalom, ugyanis példaul két, centrummal rendel-
kezd linearis rendszer, ha a periodikus palyak periodusa kiilonboz6, nem lehet lokélisan C* konjugalt,
de ett6l még lokalisan topoldgikusan ekvivalensek. o

5.11. Allitas: (Hartman-Grobman®® (1960) Legyen M c R™ tartomény és f: M — R™ folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (5.1.) differencialegyenlet-rendszernek az x, nem Kriti-
kus egyensulyi helyzete. Ekkor a x(t) = f(x(t)) differencialegyenlet-rendszer az x,-ban és az

y(©) = f'(x0) - y(t) linearizalt rendszer a 0 pgntban lokalisan topologikusan ekvivalensek, azaz léte-
zik az x, pontnak olyan U c R™ kornyezete és az origonak olyan V c R™ kdrnyezete €s olyan
h:U - V homeomorfizmus, melyre h(gp(t,x)) = et h(x) minden x € U-ra és minden olyan t € R-re,

amelyre ¢(t, x) € U.

5.12. Megjegyzés: Ha a linearizalt rendszer minden sajatértékének valds része pozitiv vagy negativ,
akkor az el6z6 allitas élesithetd. Ekkor megadhato lokalis € diffeomorfizmus is. Kritikus pont-
ban a 4.4. Allitas ad jellemzést. o

Nagyon fontos az alabbi nem trivialis

5.13. Allitas: (Kuiper'®) (1965) Az A és B n x n-es matrixok pontosan akkor topologikusan ekviva-
lensek, ha stabilis, instabilis alteriik dimenzidja megegyezik és a centralis alteriikre (ha van) megszo-
ritva linedrisan ekvivalensek, azaz létezik a > 0 és P invertalhaté matrix, hogy A= aP -B - P71

Tulajdonképpen egyensulyi helyzetek kornyezetében ,,izgalmasak™ a palyak, ugyanis az alabbi allitas
szerint egy nem egyensulyi helyzetben a rendszer lokalis C* konjugalt azzal a rendszerrel, melynek
palyai parhuzamos egyenesek.

5.14. Allitas: (Kiegyenesitési tétel) Ha f(p) # 0, akkor x(t) = f(x(t)) egyenlet a p pontban és az

13 P, Hartman (1915-2015) amerikai és D. M. Grobman (1959)
14 N. H. Kuiper (1920-1994) holland matematikus
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y(t) = f(p) egyenlet az origoban lokélis C* konjugalt (amennyiben f € C*). Kévetkezésképpen, ha
f (@) # 0, akkor a sorfejtés konstans tagja meghatarozza a fazisképet.

Sot, a kévetkezc’i allitas is igaz (ezt is szoktak kiegyenesitési tételnek nevezni)

5.15. Allitas: Tekintsiik az x(t) = f(x(t)) egyenletet és tegyiik fel, hogy f (p) # 0. Ekkor létezik a p
pontnak olyan U c R™ kornyezete és olyan V c R™ nyilt halmaz, valamint 1étezik olyan g:U - V
lokalis diffeomorfizmus, amely az y(t) = (1,0,0, ...,0) és az (t) = f (x(¢)) rendszerek Eélyéit

egymasba viszi, éspedig y(t) = g'(g7 () - flg™ (®)).

5.16. Allitas: Legyen M c R" tartomény és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazistéren.
Legyen x, egy adott periodikus pont p periédussal. Jelolje

Y(©):=@(t, xo) ésT:= {y(t): t € [0,p]} € R™
Jelolje A a T palyat xy-ban merdlegesen metszd hipersikot, azaz A = {x € R™: (x — x,, f(xy)) = 0}.
Ekkor x,-nak létezik olyan 2-beli U kornyezete, amelybdl a palyak visszatérnek 2-ba, azaz l1étezik
(egyetlen) olyan ©:U - R folytonosan differencialhatd fliggvény, amelyre ©O(xy) =p ¢&s
»(0(x), x) € Aminden x € U-ra.

5.17. Definicié: A P:U - U, P(x):= ¢(0(x),x) (x € U) fiiggvényt a A (transzverzalis) metszethez

tartozo Poincaré-leképezésnek nevezziik.

5.18. Megjegyzés: A Poincaré-leképezés segitségével (elvileg) megtalalhatjuk a periodikus palyakat,
ugyanis, ha x, a leképezés fixpontja, azaz P(x,) = x,, akkor az x, pontbol indulé6 megoldas p id6
mulva visszatér az x,-ba, azaz az x, periodikus pont. &

Igy igaz az alabbi
5.19. Allitas: Az x, pont pontosan akkor periodikus pont, ha az x, a Poincaré-leképezés fixpontja.

5.20. Allitas: Ha K c R? egy adott kompakt, pozitivan invarians halmaz és nincsen a K-ban egyen-
sulyi helyzet, akkor van a K-ban periodikus palya.

5.21. Megjegyzés: A feltételekbol kovetkez6en a P diffeomorfizmus az U-n. Az altalanossag meg-
szoritasa nélkil feltehetjik, hogy x,=0. Mivel A =R""1 igy a Poincaré-leképezésre
P:R"Nz(0) » R*1, azaz a P'(0) azonosithato egy (n — 1) x (n — 1)-es matrixszal. &

Természetesnek tiinik, de nem trivialis az alabbi
5. 22. Allitas: Ha a x, pont aszimptotikusan/stabilis/instabilis fixpontja a Poincaré-leképezésnek,
akkor a T orbitalisan aszimptotikusan/stabilis/instabilis.

5.23. Megjegyzés: Tekintsiik a P: U — U Poincaré-leképezés iteraltjait. Ez egy Gn. diszkrét dinami-
kai rendszert indukal: y: N x °q - U, ¥(n,x): = P* = P(P(.... P(x)) ...) (n-szer). Ekkor
P(0,x) =x ¢ P(n,P(m,x)) = Yp(n+m,x).

Ha lim P"(x) = x,, mert ekkor I orbitalisan aszimptotikusan stabilis, azaz stabilis hatarciklus. ©

n—oo

Errdl szol a kovetkezd

5.24. Allitas: (Andronov-Witt'®) (1930) Ha a P’(x,) matrix minden sajatértéke, azaz a ' palya tn.
karakterisztikus multiplikatora 1-nél kisebb abszolut értékii, akkor az x, fixpont aszimptotikusan
stabilis, igy a I' palya stabilis hatarciklus.

15 A. A. Andronov (1901-1952) és A. A Witt (1902-1938) szovijet fizikusok
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Legyen a rendszer kétdimenzids ¢s az altalanossdg megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy x, = 0.

Megmutathatd, hogy a P’(0) meghatarozza a I stabilitasat.
5.25. Allitas: Legyen E c R? tartomany és a fiE- R? folytonosan differencialhato leképezés. Le-

gyen y(t) adott periodikus megoldas p periodussal. Jelolje
I:={x € R*x =y(t) —y(0),t € [0,p]} € R*.

Legyen U aT palyat az origbban merdlegesen metszo egyenes.
Ekkor a Poincaré-leképezés derivaltja a 0 pontban

P
P'(0) = expf divi(z(t))dt.
0

5.26. Allitas: A fenti tétel feltételei mellett,
ha P'(0) < 1akkora y(t) stabilis hatarciklus, illetve

ha P’'(0) > 1 akkor a y(t) instabilis hatarciklus.
A karakterisztikus multiplikatorok meghatarozasa az un. Floquet-elmélet segitségével torténhet.

5.27. Megjegvzés: Legyen M c R™ tartomany és f: M — R™ differencialhato fliggvény.
Tekintsiik az

x(t) = f(x(0) (5.2)
n-dimenzids autonom differencialegyenlet-rendszert. Legyen x, egy adott periodikus pont p perio-
dussal, megoldast jelolje p: R x M —» M és y(t) = ¢(t, xo). Linearizaljuk az (5.2.) egyenletet a y (pe-
riodikus) megoldas mentén. Legyen y(t): - x(t) —_y(t). -
Ekkor - -

(@)= x@) —y(@®) =fx@®) —f@) =@ +y@®) - f@®) =f'r@®) y@®) + et y®),

azaz
y(©) = A(©) - y(©), ahol A(®) = f'(y(©)). (53)

Vilagos, hogy a y megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis és a (5.3.) azonosan 0 megoldasa
sem lehet aszimptotikusan stabilis, mert van egy periodikus megoldésa, éspedig a y (t). (Ez azonnal
lathat6 az (5.2.) derivalasabol.) o

Ismeretes, hogy tetsz6leges A: R —» R™ p-szerint periodikus folytonos fiiggvény esetén az (5.3.) meg-
oldésai kifejezhetok egy ®(t) alapmatrix segitségével. A tovabbiakban végig legyen ¢(0) = E.

5.28. Allitas: (Floquet'®) (1883) Legyen @(t) az y = A(t) -y p periodikus rendszer egy alapmét-
rixa. Ekkor
1. Minden t € R esetén
(¢ +p) = 2(8) - 2(p).
2. Létezik olyan komplex B matrix, amelyre eP2 = @(p) és olyan p-periodikus folytonos komplex
t > P(t) matrixfiiggvény, amelyre ®(t) = P(¢t) - eE* minden t € R esetén.
3. Létezik olyan valos R matrix, amelyre eP2 = @(p) és olyan 2p-periodikus folytonos valos
t - Q(t) matrixfliggvény, amelyre ®(t) = Q(t) - e minden t € R esetén.

Tekintsiik az az y = A(t) - y p-periodikus egyenletet az y(0) = y, kezdeti feltétellel €s legyen ®(t)
az egyenlet egy alapmatrixa a ®(0) = E kezdeti feltétel mellett. EKkor a kezdeti érték probléma

16 A. M. G. Floquet (1847-1920) francia matematikus
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megoldasa: y(t) = ®(t)y,. Jelolje y —» @(p)y. Ez a rendszer un. monodromia operdtora. A rendszer
monodromia matrixa ®(p).

5.29. Megjegyzések: a) A monodromia matrix sajatértékei azonosak az ePZ matrix sajatértékeivel.
b) Tetszéleges monodromia matrixnak ugyanazok a nem nulla (komplex) szamok a sajatértékei.
c) Legyen adott egy y(t) = A(t)y(t) p-periodikus rendszer és A a ®(p) monodromia matrix sajatér-

téke. Ekkor a rendszernek létezik olyan y(t) nem trivialis megoldasa, amelyre y(t + p) = Ay (t).

Tovabba, ha a rendszer egy nem trividlis y(t) megoldasara y(p) = 1y(0), akkora A a @(p)
monodromia matrix sajatértéke, amelyhez tartozo sajatvektor y(0).

d) Az y(t) = A(t)y(t) p-periodikus rendszernek pontosan akkor 1étezik p-periodikus y(t) megol-
dasa, had=1¢és p_ontosan akkor létezik 2p-periodikus y(t) megoldasa, ha 4 = —1. ol

Az 5.28.Allitasnal fontosabb a kovetkezménye

5.30. Kovetkezmény: a) Haa ®(p) matrix minden sajatértéke 1-nél kisebb abszolut értékii, akkor
az x(t) = A(t) - x(t) azonosan nulla megoldasa aszimptotikusan stabilis.

b) Haa ®(p) matrix minden sajatértékének abszolut értéke 1-nél kisebb vagy egyenld és amelyek-
nek abszolut értéke 1, azok a minimalpolinomban egyszeres multiplicitassal rendelkeznek, akkor az
x(t) = A(t) - x(t) azonosan nulla megoldasa stabilis.

c) Haa @(p) matrixnak van 1-nél nagyobb vagy egyenl6 abszolut értékii sajatértéke ¢s amelyeknek
az abszolut értéke 1, azoknak a multiplicitasa a minimalpolinomban nagyobb mint egy, akkor az
x(t) = A(t) - x(t) azonosan nulla megoldasa instabilis.

5.31. Megjegyzés: A fenti kdvetkezmény most nem alkalmazhato az (5.2) rendszer y periodikus meg-
oldas orbitalis stabilitasanak eldontésére, ugyanis megmutathato, hogy ekkor a @ (p) matrixnak a sa-
jatvektora y(0) az 1 sajatértékkel, azaz ®(p) - y(0) = 1-y(0). Mivel y megoldasa az (5.2.) differen-
ciélegyenlet_nek, ezért y(t) = f(y(t)). Ezt derivalva kapju_k: y@)=f ’Ey(t)) -y(t), azaz y megoldasa
a linearizalt egyenletnzzk. Mivel a linearizalt egyenlet meg_oldésai_ kinejezhe_t('Sk az alal_)métrixszal,
ezért y(t) = @(t) - y(0) és y p-szerint periodikus megoldas, igy y(0) = y(p) = ®(p) - y(0).
Szerencsére azonban a Y me_goldés orbitalisan stabilis megoldéséh_oz eleggndé, haa cg(p_) matrix tobbi
sajatértéke 1-nél kisebb. o

Errdl szol az alabbi
5.32. Allitas: (Andronov-Witt) (1933) Ha a ¢(p) monodrémia matrixnak az 1 egyszeres sajatértéke
es az Osszes tobbi sajatértek abszolut ertéke 1-nél kisebb, akkor a y megoldas orbitalisan aszimptoti-

kusan stabilis.

Megjegyezziik, hogy teljesiil az alabbi nem trivialis
5.33. Allitas: (Abell’) A fenti feltételek mellett

det (p) = exp f pTr f'y@)at.
0

5.34. Megjegyzés: a) Ha a rendszer kétdimenzios, akkor det @(p) = 1,, ahol a 2, a (p) 1-tdl kiilon-
b6z6 sajatértéke. Igy a 1, meghatarozza a periodikus megoldas orbitalis stabilitasat.

b) Legyen P egy adott Poincaré-leképezés valamely x, pontot tartalmazo transzverzialis metszeten.
Ekkor o(®(p)) = a(P'(xy)) U {1}, ahol o a sajatértékek halmazat jeloli. O

17'N. H. Abel (1802-1829) norvég matematikus
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Legyen M c R" tartomany és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazistéren. Erdekes kér-

dés, hogy t —» o esetén mi torténik a palyakkal, milyen halmazhoz kozelednek valamilyen értelem-
ben. Csak azok a palyak az érdekesek, amelyek t — o esetén korlatosak maradnak. Példaul az
aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet esetén, ennek egy kornyezetébdl indulé palyak ide fognak
tartani. Egydimenzios rendszerben mas tipust aszimptotikus viselkedés nem is fordulhat elg, viszont
kétdimenzioban egy palya tarthat egy periodikus megoldashoz is (valamilyen értelemben), tobb di-
menzios rendszerekben ennél bonyolultabb (an. kaotikus) aszimptotikus viselkedés is eléfordulhat.

5.35. Definicié: Azt mondjuk, hogy az y pontaz x pont w-hatarpontja (a-hatdarpontja), ha van
olyan (ty) - +oo ((t;) - —) sorozat, amelyre k“T @(tr, x) = y. Jelolje w(x), illetve a(x) az x

pont w, illetve a-hatarpontjainak a halmazat.

5.36. Megjegyzés: Legyen M c R" tartomany és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fa-
zistéren. EKkor x € M esetén w(x) = {y € M: ligninf| @(t,x) —y| = 0}. Hasonlo allitas igaz az a-ha-

tarpont esetén is. Ha x, egyensulyi helyzet, akkor w(xy) = a(xy) = x,. Aszimptotikusan stabilis ha-
tarciklus is w-hatarhalmaz bizonyos kezdeti feltételek esetén. o

5.37. Megjegyzés: A palya minden pontjanak ugyanaz az w-hatarpontja, azaz y € ¢(t, x) esetén
0y = 0. O

Fontos az alabbi allitas
5.38. Allitas: Legyen M c R™ tartomany és a ¢: R x M - M egy dinamikai rendszer az M fazistéren.

Ekkor minden x € M esetén w(x) = Neer¥* (@ (7, %)), ahol y*(x) = {p(t, x): t = 0}.

Fontos az alabbi
5.39. Allitds: 1. w(x) zart.
2. w(x) invaridns halmaz, azaz hay € w(x), akkor ¢(t,y) € w(x) minden t > 0 esetén.

3. Ha {¢(t,x):t = 0} korlatos, akkor w(x) nem iires, kompakt.
4. Ha {o(t,x):t = 0} korlatos, akkor w(x) nem fiires, 6sszefiiggd.
5. Ha {¢(t, x): t = 0} kompakt, akkor ¢(t,x) tart a w(x)-hez,
azaz_(d (et %), w(x) >0 t >+ esetén.
6. A w(x) a legszlikebb olyan halmaz, amelyhez t - +oo eseténa (¢, x) tart.

7. Azt mondjuk, hogy egy K ¢ M halmaz minimdlis, ha nem ires, zart, invarians a
@(t, x)-re és K nem tartalmaz ilyen tulajdonsagu halmazt. Ekkor K minimalis pontosan akkor, ha

minden x € K esetén w(x) = K.

5.40. Megjegyzés: Ures w-hatérhalmgzra egyszeri példa az x = 1 differencialegyenlet.
Vilagos, hogy ekkor ¢(t,x) =t + x. Igy az w(x) ires halmaz.
Példaul az x = —x differencialegyenlet esetén, ha x # 0, akkor w(x) = 0¢és a(x) = 0.

Egydimenzios rendszerben egy pont w-hatarhalmaza nagyon egyszerii szerkezetii, ugyanis

5.41. Allitas: Legyen M c R nyilt intervallum. Ekkor minden a € M esetén léteznek t, — oo és
t, - —oo esetén a lim @(t,, a) hatarértékek. gy w(a) = @ vagy w(a) = x,, ahol x, € M a rendszer
egyensulyi helyzete.

Kétdimenzios esetben egy ,.Kicsit” bonyolultabb a helyzet. Err6l szo6l az Poincaré-Bendixson tétel:
5.42. Allitas: (Poincaré-Bendixson) Legyen M c R? tartomany, K € M pozitivan invarians kompakt
halmaz, melyben véges sok egyensulyi helyzet van. Ekkor egy x, € K pont w-hatarhalmaza az alabbi
harom tipus valamelyikébe tartozik:

1. w(x,) egy egyensulyi helyzet.
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2. w(xy) egy periodikus palya.
3. w(xy) néhany egyensulyi helyzet ( a4, -+, a,,) és olyan (homoklinikus ill. heteroklinikus) y; palyak
unidja, melyekre w(y;) = a; és a(y;) = a;.

Ujra megfogalmazhatjuk az un. gyenge Poincaré-Bendixson tételt:
5.43. Allitas: (Gyenge Poincaré-Bendixson tétel) Legyen M c R? tartomany, K c M pozitivan inva-
rians kompakt halmaz. Legyen x, € K. Ha w(x,) nem tartalmaz egyensulyi helyzetet, akkor w(x,)
egy periodikus palya, egyetlen T zart trajektoriabol all. Ennek soran két eset lehetséges:

1) o(t) = x(t, x,) periodikus megoldas és a megoldas altal leirt trajektoria periodikus.

2) A o(t) = x(t,xo) megoldas altal leirt trajektoria t — oo esetén racsavarodik spiralisan a
I trajektoridra.

Megemlitjiik még a témakorhoz tartozo aldbbi allitast.
0.44. Allitas: Ha az x(t) = f(x(t)), f € C* rendszer x(t, x,) megoldasa aszimptotikusan Ljapunov-
stabilis, akkor az w(x,) egyensulyi helyzet.

5.45. Definicié: Legyen M c R™ tartomany és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazisté-

ren. Azt mondjuk, hogy a B ¢ M nem iires, kompakt halmaz elnyeld, ha minden D ¢ M nem iires,
korlatos halmaz esetén létezik olyan t, > 0 szam, hogy ¢(t, D) < B minden t > tp,.

5.46. Definicié: Legyen M c R™ tartomany és a ¢: R x M - M egy dinamikai rendszer az M fazisté-

ren. EQy K ¢ M kompakt halmaz vonzo vagy attraktor, ha a kovetkezd tulajdonsagokkal bir:
1. K invaridns a ¢-re, azaz ¢(t,K) = K mindent > 0,

2. K vonz minden nem iires korlatos halmazt, azaz dy(¢(t,D),K) — 0,hat - oo minden D ¢ M

nem tires, korlatos halmaz esetén, ahol dj az in. Hausdorff-metrika.

5.47. Megjegyzés: A fenti definicioban a tavolsagfogalom az un. Hausdorff-metrika. Az euklideszi

metrikaval ellatott R™ tér nem {ires korlatos részhalmazain vezessiik be a kovetkezd metrikat:

d(a,B):= inf{d(a,b) : b € B}, majd d(4, B): = sup{d(a, B): a € A}

1. EKkor d(4,B) = 0,ha A c B.

2. A fenti tavolsagfiiggvény nem szimmetrikus.

3. Teljesiil ra a haromszog egyenlétlenség.

Egyeldre a fenti halmazfliggvény nem definidl metrikat, ezért legyen
dy(A,B):=max{d(4,B),d(B,A)}.

Ez a halmazfiiggvény mar metrika és ezen metrikaval az R™ tér teljes metrikus tér lesz. o

Az alabbiak szerint, ha a rendszernek 1étezik elnyel6 halmaza, akkor 1étezik benne vonzé halmaz is.
5.48. Allitas: Legyen M c R™ tartomany és a ¢: R x M - M egy dinamikai rendszer az M fazistéren.

Tegyiik fel, hogy B ¢ M kompakt elnyel6é halmaz. Ekkor a kovetkez6 halmaz vonzd B-ben
K = Nezo Usae Q(S, B).

5.49. Megjegyzés: Jelolje A, = Uss ¢ (s, B).
1. Ekkor az A, (elég nagy t-re) zart részhalmaza a kompakt B halmaznak, ezért kompakt.
2. Lathato, hogy As c A, has > t. Igy A, egymasba skatulyazott halmazsorozat.
Kovetkezésképpen ezek metszete nem tires, kompakt részhalmaza a B-nek. o

Egy kompakt elnyel6 és pozitivan invarians halmaz esetén a vonzo halmaz egyszeriibb szerkezetii.
Pontosabban, teljesiil az alabbi fontos
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5.50. Allitas: Legyen M c R" tartomény és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazistéren.

Tegyiik fel, hogy B ¢ M kompakt elnyeld és pozitivan invarians halmaz. Ekkor a kovetkez6 halmaz
vonz0 halmaz B-ben K = N2 ¢(t, B).

5.51. Allitas: Legyen M c R™ tartomény és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazistéren.
Ha a kompakt elnyelé halmaz nem pozitivan_invariéns, akkor 1étezik olyan legbévebb B* halmaz,
amely egyidejiileg elnyeld és pozitivan invarians, éspedig B* = Ug<t<t, @(t, B) = ¢([0, tz], B), ahol
tp @ B elnyeld tulajdonsaga miatt 1étez0 konstans, azaz ¢(t,B) c B minden ¢ > tB._

Erdekes az alabbi
5.52. Definicié: Legyen M c R™ tartomany és a ¢: R x M — M egy dinamikai rendszer az M fazisté-

ren. Az x € M pont un. nem vandorlo pont, ha az x minden U kornyezetéhez és minden T > 0 esetén
létezik t > T, hogy ¢(t,U) N U #Q@. Ellenkez6 esetben a pont vandorlé pont.

5.53. Megjegyzés: A fenti definici6 szemléletes tartalma, hogy a nem vandorld pontok kozelébdl
inditott megoldas folyamatosan visszatér. Periodikus pont nem vandorlo pont. ©
5.5.4 Allitas: A nem vandorlé pontok halmaza zart halmaz.

5.55. Allitas: A nem vandorl6 pontok halmaza invarians halmaz.

5.56. Allitas: w(x) nem vandorl halmaz, azaz minden x € M esetén y € w(x) nem vandorl6 pont.

5.57. Megjegyzés: A kétdimenzios fazisgorbék globdlis vizsgalata azért is koriilményes, mert a fa-
zissik nem korlatos és igy nehéz a gorbék végtelenbeli viselkedését szemléltetni, illetve vizsgalni.
Ezen probléma egy lehetséges megoldasara, a Poincaré-féle sztereografikus projekciot mutatjuk be,
amely a fazissikot egy félgombre vetiti, a végtelenbeli pontokat pedig a félgombat hatarolé korre, a
gomb egyenlitdjére viszi. Ezzel a végtelenbeli viselkedés struktaraja elvileg vizsgalhatova valik. @

Vegyiink egy egység sugaru, origd kézépponta gombot és egy olyan sikot, amely a gémbét a (0, 0, 1)
pontban (az északi polusban) érinti. Ezen sik origdja legyen az érintési pont, és a pontjainak koordi-
natait jelolje (x,y). A gombfeliileten a koordinatak legyenek (X,Y,Z). A sik pontjait vetitsiik a felsé
félgombre, hogy egy (x,y) pontot 6sszekatjitk az origdval, majd a sikbeli pontnak megfeleltetjiik azt
a pontot a félgombon, amelynél a sugar a félgdmbot metszi. (5.56a. és 5.56b. abra.)

Z
X

I

Z

5 X
5. 56a. Abra 5. 56h. Abra
A megfeleld derékszoglh haromszogek hasonlosaga alapjan:
X ., _Y 4 2 2 2 _ i _ 1
xX=2Y ZesX +Y“+Z 1 miatt, Z N
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Vezessiik be az (x,y) koordinata rendszer segitségével az alabbi (X, Y, Z) koordinata rendszert:

X =xZ
Y=y7

1
7 =

Jx2+yr+1
Nézziik meg, hogy a fenti koordinata transzforméci6 hogyan hat a
x=P(x,y)
y=Qy)
rendszer fazisgorbéire.
A (X,Y,Z) koordinata rendszer koordinata fliggvényeit (t szerint) derivalva kapjuk:
X=xZ+xZ
Y=yZ+yZ
Z=-73(x +yy)
Helyettesitsiik be vizsgalando differencidlegyenletbdl a derivaltakat, alkalmazva a transzformacio
képleteit:

. XY XY XY

x=2r(7.7)-2wr(7.7)+7e(7.7)

P =20(37) - 2veer (3z) + Ve (72D ®

2= —rar (E2) +ro(tD)
Megmutathat6, hogy ennek a rendszernek az egységgomb invarians feliilete. Ez onnan kovetkezik,
hogy a mozgas a gdmbon torténik, azaz %( X% +Y2+Z?) = 0. Az ezen feliileten létrejott faziskép
felel meg az eredeti sikbeli fazisképnek, a trajektoriak végtelenbeli viselkedése pedig a gomb egyen-

litéjén, azaz a Z = 0 sikkal valo metszetén lathato.
Konkrét feladatokban megvizsgaljuk a (1) fazisképét az egységsugarti gomb felszinén. Feltehetjiik,

hogy az eredeti rendszernek az origd az egyensulyi helyzete. A (1) végesben 1év6 egyensulyi helyzetei
a (0,0,1) ¢és (0,0,—1) pontok, ezek a pontok az origo vetitésével keletkeztek a gomb feliiletén.
Megvizsgaljuk a (1) végtelenbeli egyenstlyi helyzeteit. Ezen egyensulyi helyzetek harmadik koordi-
nataja Z = 0, igy az X? + Y2 = 1 egyenlet altal ez meghatarozott. Az egyenletrendszert megoldva
kapjuk a (1) végtelenbeli egyensulyi helyzeteit. Valamilyen modszerrel meghatarozzuk ezek tipusat.
Az egész gombfeliileten az egyensulyi helyzetek indexeinek 6sszege a gomb Euler-karakterisztikajat
adja, ami 2-vel egyenl6 a Poincaré- féle indextétel szerint.

5.58. Megjegyzés: Ha a rendszer koordinata fiiggvényei nemlinearisak, akkor a végtelenbeli egyen-
sulyi helyzetek vizsgalata, azaz a Z = 0 eset koriilményes, ugyanis ez szingularitasi pont. &

Legyenek P és @ adott polinomok és tekintsiik a kovetkezd rendszert
X =P(x,y)
y=0Qxy).
Vezessiik be az (x,y) koordinata rendszer segitségével az alabbi (X, Y, Z) koordinata rendszert:
X=xZ
Y=y7
7=

1

JxZ+y?+1

X =Z((1-X?*P—-XYQ)

Y =Z((1-Y?Q — XYP) (2)
Z=-7Z*XP+YQ)

Ekkor ezt derivalva (t-szerint)
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(Itta PésaQaz (%,g) fliggvénye.)

Motivdcio: Tekintsiik az egydimenzios x = f(x) differencidlegyenletet és a fazisegyenesnek a meg-
felel6 korre valo vetitését. (5.56¢ abra)

()
5.56c. Abra
Ekkor
— 1 — _

, Z=75==c0s¢, ¢ €[0,m]vagyx =ctgg.
Igy ) o

“p _ LaAxX a2, —

dt ~  sin2p dt sin“ - fctg @) = g(¢).

Ha f kozel van a o0-hez ¢~0 esetén, akkor valamilyen m-re
fX)~ax™+0(x™,

azaz

g(@)~ — asin®@ - ctgM@ = —asin®> ™ - cos™p~ —ap?> ™ + 6(p*~™), ha g - 0.
Igy

¢ =—ap® ™ +0(p"™™). ()

Lathato, hogy ha m > 2, akkor a ¢ = 0 szingularis pont. Az id6 atparaméterezésével meg lehet adni
olyan topologiailag ekvivalens rendszert, amelynél ez nem fordul el6.

Legyen
di = p'~™dt.
Ekkor a (3) egyenlet a kdvetkez6 egyenletre transzformalodik:
dp _dg at _ _ p2-m._ L _ _

A (4) egyenletnek a ¢ = 0 mar nem szingularis pontja. m

A rendszer végtelenbeli viselkedése esetén Z = 0 kozeli. Ezért legyen m a maximalis olyan fok-
szam, amelyre P GE) ~ 2+ 0(z"™™) Z = 0-hoz kozel.

Jelolje P*(x,y,z) = Z™P @E) és Q*(x,y,2) =72™Q (’Z—(z) és dA = Z'"™dt, azaz A = [ Z'"™dkt.

Z
(Z > 0-ra). EKkkor a A(t) monoton nd, igy az id6 atparaméterezés az eredetivel ekvivalens rendszert

hoz 1étre. Ekkor a (2) egyenlet miatt:

B = (1-X)P" = XYQ" = (Y2 + Z2)P* — XY Q"
S =(-Y?)Q" —XYP" = (X2 +Z%)Q" — XYP"
az * *

L= —ZXP +Y Q).

Ez utobbi rendszer esetén az ,,egyenlitd”, azaz a Z = 0 mar nem szingularis és
P*(X,Y,0) = P, (X,Y) és Q*(X,Y,0) = Qm(X,Y),
ahol B, és Q,, m-ed foku tagok az eredeti P és Q polinomokban.
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A Z = 0 koron a rendszert leir6 egyenletek:

ax

Tl = —Y(XQmn — YPy)
ay
i = —XXQm —YBy)|

Mivel X% + Y2 = 1, ezért az egyensulyi helyzet ott van, ahol XQ,, — YB,, = 0.

Lathato, hogy ha (X,Y) egyensulyi helyzet, akkor az ,,atellenes” pont, a (—X, —Y) is egyensulyi hely-
zet, valamint, ha XQ,,, — YB,, > 0, akkor a mozgas pozitiv koriiljarasu. Ha m paratlan, az atlosan el-
lentétes pontok ugyanolyan topoldgiai tipusokkal rendelkeznek, €s ha m péros, akkor ellentétes tipu-
suak. Alkalmazzuk a T,, illetve T; Poincaré-vetitéseket:

Zy

pl. T, sikra vetités

a) Tegyiik fel, hogy Y > 0. Legyen

& =§ és ¢ =§ ( T, sikra vetités)
Ezt (1-szerint) differencialva kapjuk:
_{_i_l 2 2 * *_1_ * 2 2 *_l *_{*_l * *
E=2—5V =C((V2+ 2P —XYQ") - (—XYP*+(X? + Z9)Q7) = - (P" =2 Q") = L (P* - £Q"),
azaz

§=2(P-¢Q")
¢ =§_ %Y = %(—ZXP* —ZYQ") —%(—XYP*+(X2 +Z%)Q") = —éQ* = —%(Q*,

azaz

{=-20Q"

Emlékeztetiink arra, hogy

P'(x,y,2) = 2"P (£,2) = ymemp (£,1)

és
0y =m0 (5 =rmeme (L)
Mivel

X
zZ

N

NI~

ezért

¢

¢=cmp(tr)-gme ()| e [ =—me((g)

b) Tegyiik fel, hogy Y < 0. Az Y < 0 értékii egyensulyi helyzet esetén ugyanaz a ¢ és { transzforma-
ciok definicioja. Ebben az esetben a ¢ és ¢ felel megfelel a negativ X és Z-nek, igy az atlosan ellentétes
pontok egyenértékiiek.
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c) Tegytik fel, hogy Y = 0. Legyen
n= % és 7= ; ( T; sikra vetités)
A fentiekhez hasonldan

R

T

T =—1P* = —7mtlp (l 2) .

)
T 7

Szemléletesen a gombnek az alabbi sikokra vald vetitéseir6l van szé: (5.57b. abra)

AN
S RRANNN

S
AR

7
%
7
7
7
4

7
7

7
7
7

SN

5.57h. Abra
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5. Feladatok
5.1. feladat: (Megoldas) Legyen k > 0 egész szam. Mutassuk meg, hogy az x(t) = —x(t) és az
y(t) = —ky(t) differencialegyenletek topologikusan ekvivalensek, sét topologikusan konjugaltak!

Vizsgaljuk meg az alabbi 4 matrixhoz tartozé x(t) = 4 - x(t) linearis rendszerek origobeli
topologikus ekvivalenciajat!

5.2 feladat: (Megoldés) @) 4=(] _7) ma=(2 9
5.3. feladat: (Megoldas) a) A= (g _g) b) A= (_2 é)

2 0 0 -2 0 2
5.4. feladat: (Megoldas) a) A= < 0 -1 0) b) A= ( 0 1 2)
-2 1 -1

Adjunk meg konkrét topologikus ekvivalenciat az alabbi rendszerek kozott!
5.5. feladat: (Megoldas)
=49 =0 Dy
- -1 1/= = 1 1/=

5.6.” feladat: (Megoldas)

i=(Tp ) =05 )
5.7." feladat: (Megoldas)

1=(T Hx 3=(T5

Alkalmas Poincaré-leképezés vagy Floquet-elmélet segitségével vizsgaljuk az alabbi rendszerek
hatarciklusanak stabilitasat!
5.8. feladat: (Megoldas) X=x—y—x?
y=x+y-y?

I

5.9". feladat: (Megoldds) & = ux — x3 —xy? —y, ahol u >0
y=uy—x?y—y>+x

5.10. feladat: (Megoldas x=x—x3—xy?—y
y=y-x*y -y +x

5.11". feladat: (Megoldas) x =7y +x —x3 — xy?
y=y-x-y>-x%y

Alkalmas Poincaré-leképezés segitségével vizsgaljuk meg, hogy 1étezik-e az alabbi rendszernek
periodikus megoldésa!
5.12. feladat: (Megoldas) x=x+y—x3

y=-x+y-y°

5.13. feladat: (Megoldas) x=x—vy —x3
y=x+y-y°
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Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszerek topologikusan ekvivalensek! (Adjunk meg konkrét
ilyen leképezést!)
5.14". feladat: (Megoldas)
X1 = —X1 Yy1=-N
Xy = X5 + xf Y2 =Y2

5.15". feladat: (Megoldas)
Xp =X Y1=Y1
Xy = =X + X7 Y2 =Yz
5.16". feladat: (Megoldas)
X1 = —X1 Y1 =-)1
Xy =Xz + X} Y2 =Yz

5.17". feladat: (Megoldas)

X1 = X1 Y1 =1
Xy = X5 + xF V2 ==Y2
X3 = x% +x3 7 =271

5.18". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az un. Lorenz egyenlet elnyeld halmazait!
X =—ox+o0y
y=—xz+1rXx—-7y (o, b, r pozitiv szamok)
Zz=xy—bz

5.19". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet-rendszer w-hatarhalmazat!
X =-y+x%y
y=x+y-x%y

5.20". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet-rendszer w-hatarhalmazat!
r=r(a—r)
¢ = sin? ¢ + (a —1)?

5.21. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az alabbi differencialegyenlet-rendszert
x=1-x+y3
y=y-xy+y?

Adjuk meg az x(0) = 10 és y(0) = 0 kezdeti feltételhez tartozé w-hatarhalmazt!

5.22. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet-rendszer w-hatarhalmazat!
r=r(l-r)
p=1

5.23. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy ha az x(t) = 4 - x(t) allando egyiitthatos, n-ed
rendii differencialegyenlet-rendszer esetén teljesiil, hogy Es(A): = ({sx:Re A, < 0}) = R", akkor
minden x € R™ esetén w(x) = {0}!

5.24. feladat: (Megoldas) Tekintsiik az alabbi differencialegyenlet-rendszert
x=x—x3
_ y=-y
Adjuk meg a rendszer elnyel6 halmazait!

62



©Nagel Arpad: Folytonos dinamikai rendszerek

5.25". feladat: (Megoldas) Legyen A € (0, %) adott paraméter.

Vizsgaljuk az alabbi rendszer w-hatarhalmazat!
x=y+x%-Ax(y—1+2x?)
y=-2x(1+y)

5.26". feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenlet-rendszer w-hatirhalmazat!
x=y+x(1-y?%
y=Q0-y)0-x)

5.27. feladat: (Megoldés) Mutassuk meg, hogy az alabbi leképezés dinamikai rendszert hataroz meg
az R? fazissikon!

xlet

Pt x) = ( ) 90, x)=x

1
xzet+3xf(e?t-et)

Adjunk meg olyan f: R? — R? folytonosan differencialhaté fliggvényt, hogy az x(t) = f(x(t)) dif-
ferencialegyenlet-rendszer megoldasai a dinamikai rendszert adjak!

5.28. feladat: (Megoldés) Mutassuk meg, hogy az alabbi leképezés dinamikai rendszert hatdroz meg
az R? fazissikon!
X1

ot x) = (1‘x1t> ?0,x) =x
- xe t) —
Adjunk meg olyan f: R* — R* folytonosan differencidlhato fiiggvényt, hogy az x(t) = f(x(t)) dif-

ferencidlegyenlet-rendszer megoldasai a dinamikai rendszert adjak!

5.29. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi leképezés dinamikai rendszert hataroz meg
az R? fazissikon!
((x1 +1x§)et—§x§e‘3t

) 90, %) =x

Adjunk meg olyan f: R? - R? folytonosan differencialhaté fliggvényt, hogy az x(t) = f(x(t)) dif-
ferencidlegyenlet-rendszer megoldasai a dinamikai rendszert adjak!

5.30. feladat: (Megoldas) Végezziink globalis vizsgalatot az alabbi rendszeren!

X =x+y?
y=x*-y
5.31. feladat: (Megoldés) Végezziink globalis vizsgalatot az alabbi rendszeren!
x=x+y3
y=x>-y

5.32. feladat: (Megoldés) Végezziink globalis vizsgalatot az alabbi rendszeren!
X =-X
y =2y —5ex3 (¢ € R)

5.33. feladat: (Megoldas) Végezziink globalis vizsgalatot az alabbi rendszeren!
X=y—-x
y=y-x°
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5.34. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az aldbbi rendszer végtelenbeli viselkedését!

X=x
y=-y
5.35. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
X=x
y =2y

5.36. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
Xx=-4y+2xy -8

y =4y - x?

5.37. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
XxX=2x+y
y=x+2y

5.38. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
x=x+y-y3
y=-x+y+x°

5.39. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
X =—x—y?
y=y+x’

5.40. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
x =—2x%+y?
y = —x2 + 2y?

5.41. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
x =x? + 2xy

y = —x%+xy +y?

5.42. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az aldbbi rendszer végtelenbeli viselkedését!

x =x%+y?
y = 2xy
5.43. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!
X =x+x3
y=y+y*

5.44. feladat: (Megoldas) Vizsgaljuk meg az alabbi rendszer végtelenbeli viselkedését!

X=y
y = —4x — 5y

5.45. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszer pozitivan invarians halmaza az
S={(xy)eR*:x>0,y >0,x +y < 1} halmaz!
X =—-3xy
y=-y+3xy
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5.46. feladat: (Megoldas) Mutassuk meg, hogy az alabbi rendszernek 1étezik stabilis hatarciklusa!

X=y
- _( 2,y>0
y=-2x—-y+g(y) ahol g(y) —{_2, y <0

5.47. feladat: (Megoldas) Adjuk meg az alabbi rendszernek a stabilis hatarciklusat!

XxX=Yy
. _(2,y>0
y_—2x—2y+g(y),ah0|g(Y)—{_2’ y <0

5.48. feladat: (Megoldas) Floguet-elmélet alkalmazasaval vizsgaljuk az alabbi rendszer stabilitasat!

1+sint 0 O
x(t) = A(t) - x(¢), ahol A(t) = ( 0 3 4)
0 1 1

5.49*. feladat: (Megoldas) Legyen (X, d) metrikus tér és ¢: R x X — X folytonos dinamikai rendszer,
azaz teljestil az alabbi két tulajdonsag:

1 90,0 =x,
2. p(t+s,x) =@t ¢(sx)) minden x € X és t,s € R-Te.
Jelolje

y(@):={y € X:3t € R, ¢(t,x) = y}az x € X pont palyajat.
Azt mondjuk, hogy x € X periodikus pont, ha létezik T # 0 valos szam, hogy ¢(T, x) = x.
Mutassuk meg, hogy x € X periodikus pont pontosan akkor, ha y(x) c X kompakt halmaz!

5.50**, feladat: (Megoldas) Levinson-Smith-tétel alkalmazasa (4.11. Allitas) nélkiil, mutassuk meg,

hogy az ¥ + B(x% — 1)x + x = 0 Van der Pol-egyenletnek minden 8 > 0 esetén létezik egyetlen
stabilis hatarciklusa!
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Megoldasok

1. Fejezet-Megoldasok

1.1. Megoldas: (Feladat) Az orig6 instabilis csomépont. E, = R?, dimE; =dimE, =0 m

1.2. Megoldas: (Feladat) Az origo nyeregpont. E; = {(x,y):y = 2x} és E,, = {(x,y):y = —2x},
dimEs = dimE, =1 ¢és dimE, =0 m

1.3. Megoldas: (Feladat Az orig6 centrum. E, = R? és dimE, =2 m
1.4. Megoldas: (Feladat E; = {(x,y,2): x = —% = g}, E,={(x,y,2):x =2z},dimE;, =1,dimE, = 2.m
1.5. Megoldas: (Feladat) E,, = {(x,v,2): % =z}, E.={(x,y,2):x =y}, dimE. = 2 és dimE, = 1.m

1.6. Megoldas: (Feladat) E; = {(x,v,2z): —x+y—22=0} és E, ={(x,y,2): —x =y = g},

dimE; = 2 ¢és dimE, =1 =

1.7. Megoldas: (Feladat) A,, =0, 23 =3.5, = (1,-2,1)7 és a 1,, geometriai multiplicitasa 1. Az
s, altalanositott sajatvektor, pl. s, = (1,—1,0)7. s3 = (4,4, )T, E. = (s1,5,) és E, = (s3). dimE, = 2

¢s dimE,=1m

1.8. Megoldas: (Feladat) 1. a < —1 esetén nyereg, 2. —1 < a < 3 esetén instabilis fokusz, 3. a=>3
esetén instabilis csomopont. a = —1 esetén a nem izolalt egyensulyi helyzet instabilis. m

1.9. Megoldas: (Feladat) 1. a> 1-re nyereg, 2. 0 < a < 1-re stabilis csomopont, 3. a < 0-ra nyereg.
a=0 ¢és a=1-raanem izolalt egyensulyi helyzet stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. m

1.10. Megoldas: (Feladat) 1. a < 0-ranyereg, 2. 0 < a < esetén instabilis csomopont, 3. a >3
esetén instabilis fokusz. a = 0 esetén a {(0,y) : y € R} nem izolalt egyensulyi helyzet instabilis. m

1.11. Megoldas: (Feladat) 1. a< —1-renyereg,2. —-1<a < — % -re centrum, 3. a> — %—re nyereg.
a=-1eseténa{(t,t):t€R} ésa=— %—re a {(t,2t) : t € R} egyensulyi helyzetek instabilisak. m

1.12. Megoldas: (Feladat) 1. a < — %—re stabilis fokusz, 2. —% < a < 0stabilis csomo, 3. a> 0-re
nyereg.a=0-raa{(¢,0) : t € R} az egyensulyi helyzet stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. m

1.13. Megoldas: (Feladat) 1,, = 1és A3 = —1. dim E; = 1 és dim E,, = 2. (p-tdl fiiggetleniil.) m

1.14. Megoldas: (Feladat) Csak p = 0 esetén valtozhat. 1. p =0 esetén dimE, =2 és dimE, =
1, 2. p>0 esetén dimE, =3,3. p<0 esetén dimE;, =2 ¢s dimE, =1. =

1.15. Megoldas: (Feladat) A rendszer instabilis. m

1.16. Megoldas: (Feladat) A rendszer instabilis. m
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1.17. Megoldas: (Feladat) A rendszer instabilis. m

1.18. Megoldas: (Feladat) A, =-1 és A, =-3. Az origd aszimptotikusan stabilis. m

1.19. Megoldas: (Feladat) 1, =-6+i¢és 1, = —6 — i. Az origd aszimptotikusan stabilis. m

1.20. Megoldas: (Feladat) A, = —1és 1,5 = —%ii?. A nulla megoldas aszimptotikusan stabilis. m
1.21. Megoldas: (Feladat) Aszimptotikusan stabilis pontosan akkor,haa >0ésab—-2>0. m

1.22. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensilyi helyzet az origd nyeregpont. s; = (}) és s, = (7}),
E,=(s1) €¢s Es=(s,). m

1.23. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd centrum. m

1.24. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet {(x,0) : x € R}. dimE, =1 és dmE.=1. m

1.25. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd nyeregpont.
Ey=(s1) = {(x,0) : x €R} és Eg =(s;) ={(x,—2x) : x ER}. m

1.26. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd nyeregpont.
Es=(s1) ={(x,y):y=2x, x €R} és E, =(s5) ={(x,¥):y=—2x, xER}. m

1.27. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd stabilis csomopont.
Eg = (s; s,) = R?, igy dim Eg = 2. A parabolaszer(i palyakat Gigy kell megrajzolni, hogy érintsék az
origdban az s, iranyvektoru egyenest, ugyanis ehhez tartozik a kisebb abszolut értéki sajatérték. m

1.28. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet {(x, —x) : x € R}. dimE, =1 és dimE, = 1.
E,az y-tengelyésa E, = {(x,—x) : x E R}. m

1.29. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az x(t) = 4 - x(t) 2x2-esrendszert. A,;:=a +if, A;:=a—if,
valamint. s; =u+iv, s, =u—iv. T:=(u, v) az a matrix, amelynek az oszlopvektorai a megfe-
leld sajatvektor valos és képzetes része, legyen x = Ty. EKkor y =T~'ATy . Az y sikon a rendszer:
y = (_aﬂ ﬁ ) y. Ekkor 7(t) = ar(t) és @(t) = —F.A detT (pozitiv vagy negativ) értekétdl fliggden
az x sikon a koriiljarasi irany meg6rzodik, illetve ellentétesre valtozik. (— 1.32.feladat) A konkrét
feladatra ratérve: A, = —2+1i, A, =-2—1i, valamint sajatvektorai: s, =(_,},), illetve s, =
1 T L 1 0 _ -1 Ry ’ o -2 1

(L) Igy T:= (_1 1). A rendszer az y = T~'x transzformacioval az y sikon: y = (_1 _2) y.
r(t) = =2r(t) és ¢(t) = —1. Mivel a det T pozitiv, ezért az x sikon is negativ ranyitasuak a palya-
gorbek.

Megjegyzés: Most a koriiljarasi irdny meghatarozéasara van egy nagyon egyszerii modszer: A palya-
gorbék spiralis alakzatok. Az (1, 0) ponthoz tartozo sebességvektor a (—1,—2) vektor, ami alapjan a
koriiljarasi irdny negativ.m

1.30. Megoldas: (Feladat) A matrix sajatértékei: 4, = =2 +1i, A, = —2—1i, valamint sajatvekto-
rai: s; = (), illetve s, =(}). T:= (é
i _é) y. 7(t) = =2r(t) és ¢(t) = —1. Mivel a det T negativ, ezért az x sikon a
palyagorbék pozitiv iranyitasuak. (— 1.32. feladat) m

_2) A differencialegyenlet y = T ~lx transzformacioval

az y sikon: y = (:
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Megjegyzés: A palyagorbék spiralis alakzatok és az (1, 0) ponthoz tartozé sebességvektor a (—2, 1)
vektor, igy a koriiljarasi irany pozitiv.m

1.31. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet: x = 0ésy = —1. Legyenu =xésv =y + 1. Ez
esetben az inhomogén rendszer a kovetkezé homogén alakot 6lt: u =u— v, v = —4u+v. 4, = -1,
Ay =3 és s1=(3), s2=(_3). Afaziskép a homogén rendszer fazisképének a @(0,—1) vektorral
valo eltolasa. m

1.32. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik egy y sikgorbét és vezessiik be az x(t) = r(t) cos ¢(t) és

y(t) = r(t) sinp(t) polarkoordinata-rendszert. Legyen A = (Ccl b) matrixszal megadott nem elfa-

d
julo linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy ¢(t) > 0t > 0-ra és det4 > 0. A ¥, az A leképezés szerinti

képe is sziikségképpen pozitiv iranyitasa. Vilagos, hogy
2 (x(t)) — () - (a cos @(t) + bsin(t) )
y@)) ccos(t) +dsing(t) )
ccos @(t)+dsin@(t) B . 22 ) : , ,
), ezért (@)(t) = z (ad — bc)@(t). Igy az A leképezés ponto-

Mivel (ﬁ(t) = artg (a cos @(t)+bsin @(t)

san akkor lesz koriiljaras-iranytarto, ha det4 > 0. m

1.33. Megoldas: (Feladat) Ismeretes, hogy az altalanos megoldas

x(t) = cie® (cos(Bt)u — sin (Bt)v) + c,e™ (sin(Bt)u + cos(Bt)v)
alaku, ahol az 4 matrix sajatértékei A,, = a + i és a hozzatartoz6 sajatvektorok s,, = u + iv. A fel-
tétel miatt sziikségképpen a = 0. m

1.34. Megoldas: (Feladat) a) p,(iw) = (8 — w?) + ifw. A p, (1) hodografjanak metszéspontjai w = 0
esetén a {Rez > 0,Im z = 0}, {Re z = 0,Im z > 0}, féltengelyekkel a kdvetkezé pontok: w, = 0,

w, = /8. A hodograf a {Rez < 0,Im z = 0} tengelyt méar nem metszi. igy a hodograf pontosan 2
siknegyeden halad at pozitiv iranyitassal.

b) Egyszeriien kiszdmolhato, hogy p;(iw) = (1 — 5w?) +i(6 — w?)w. A p3(1) hodografjanak met-
széspontjai w = 0 esetén a {Rez > 0,Im z = 0}, {Rez = 0,Im z > 0}, {Re z < 0,Im z = 0} féltenge-
lyekkel a kovetkezd pontok: w; = 0, w, = 1/V/5, w3 = V6. A hodograf a {Rez = 0,Im z < 0} ten-
gelyt mar nem metszi. igy a hodograf pontosan 3 siknegyeden halad 4t pozitiv iranyitassal. m
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2. Fejezet-Megoldasok

2.1. Megoldas: (Feladat) x(¢,0, x,) = 1_36860. Ha x, > 0, akkor a megoldas nem értelmezett minden

t > 0 -ra. Az x = 0 megoldas nem stabilis. m

2.2. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y, = 1 és y, = 0. Az y; = 1 aszimptotikusan sta-
bilis, mig az y, = 0 instabilis. A vonzasi tartomany: T = (0, ). ®

2.3. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y; =1, y, = —1¢ésa y; = 0. AZ y; = 0 aszimpto-
tikusan stabilis, mig az y; = 1 instabilis és az y, = —1 Gn. félig instabilis. Az y; = 0 vonzasi tarto-
manya: T = (—1,1). m

2.4. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: y, =1,y, = —-1¢ésay; =0.Azy, =1¢ésa
y, = —1 aszimptotikusan stabilis, mig az y; = 0 instabilis. Az y, = 1 vonzasi tartomanya: T; = (0, ),
az y, = —1 vonzasi tartomanya: T, = (— 0,0). ®

2.5. Megoldas: (Feladat) A 2.4. Feladat szerint az azonosan nulla megoldas instabilis, de az ezen
megoldas egy kornyezetébdl indulé megoldasok korlatosak. m

2.6. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: {(x, 0): x € R}. A palyagorbék egyenlete:
y = kx + c.k > 0 esetén instabilis, k < 0 esetén stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis, k = 0 ese-
tén instabilis egyensulyi helyzet. m

2.7. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet {(x,0) : x € R}. A trajektoriak egyenlete: y = x% + c.
Az egyensulyi helyzet minden pontja instabilis. m

2.8. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo instabilis. m
2.9. Megoldas: (Feladat) Az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.10. Megoldas: (Feladat) Az origd nyeregpont. m

2.11. Megoldas: (Feladat) Az origo nyeregpont. m

2.12. Megoldas: (Feladat) Az origd nyeregpont. m

2.13. Megoldas: (Feladat) Az orig6 stabilis fokusz. m

2.14. Megoldas: (Feladat) Az orig6 elfajult instabilis csomopont. m

2.15. Megoldas: (Feladat) Az origd nyeregpont. m

2.16. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék egyenlete x2? + y2 = €. Az origd centrum. m

2.17. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék egyenlete cosx + cosy = C. A rendszer elsé integralja
F(x,y) = cosx + cosy. Az origd centrum. B

2.18. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P,(0,0) és P,(—1,1). A P; és P, pont instabilis
csomopont. W
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2.19. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(1,1) és P,(—1,—1). P, stabilis (elfajult) cso-
mopont €s P, nyeregpont. m

2.20. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(1,1) és P,(—1,1). P; stabilis fokusz és P,
nyeregpont.m

2.21. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1) és P;(—1,—1). P; nyereg, a P,
és P; stabilis fokuszpont. m

2.22. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0) és P,(1,1). P; stabilis csomodpont, a
P, nyeregpont van. m

2.23. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(0, %) P;(1,0) és P,(—1,2). AP, in-
stabilis csomépont, a P, stabilis csomépont, a P; és P, nyeregpont. m

2.24. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd nyeregpont. m
2.25. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd nyeregpont. m

2.26. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,—1), P;(—1,1). P, nyeregpont, a
P, és P instabilis csomopont. m

2.27. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origo Stabilis csomopont. m
2.28. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek a P, (km, 0) , ahol k € Z.
a), ha k = 2n, akkor stabilis csomopont

b), ha k = 2n+1, akkor nyeregpont. m

2.29. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(1,1), P,(1,—1), P3(=1,—1) és P,(—1,1. A P,
¢és P; nyereg, a P, stabilis fokusz és a P, instabilis fokusz. m

2.30. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(3,4), P,(—3,—4), P;(4,3) és P,(—4,—3). A P,
¢és P, nyereg, a P; instabilis csomdpont és a P, stabilis csomopont van. m

2.31. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,0) és P;(—1,0). A P, nyereg,a P,
instabilis fokuszpont és a P; stabilis fokuszpont. m

2.32. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P, (0,0) és P,(1,1). P; instabilis fokusz és a P,
nyeregpont. m

2.33. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyenstlyi helyzet: P, (1,1). P; stabilis fokuszpont. m

2.34. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,0) és a P;(—1,0). P, stabilis fo-
kuszpont, a P, és a P; nyeregpont. m

2.35. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(0,2), P;(1,0) és P,(—3,4). P; insta-
bilis csomopont, a P, pont stabilis csomopont, a P; és a P, nyeregpont. m

2.36. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origé nem stabilis. m
2.37. Megoldas: (Feladat) g < 1-re A4, 1,, 13 <0,azazdimE;=3. 8 =1-re 1, <0, 1, =0, 13 <0,

azaz dimE, =1¢ésdimE;=2.8>1-re 1, <0,4,>0,13<0,azazdimE, =1¢ésdimE;=2. m
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2.38. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0,0), P,(—2,2,—2). P,-ben dim E,, = 1,
dimE; =2 ¢ésaP,-bendimE; = 3. m

2.39. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. dim E, = 1 és dimE, = 2. m

2.40. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,—1) és P,(2,—3). P;-ben dim E,, = 2 és
aP,-bendimE, =1,dimE;=1. m

2.41. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(1,0,0), P,(—1,0,0). P,-ben dim E; = 2,
dim E, = 1 ésaP,-ben dimE, =2, dmE;=1. m

2.42. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(1 —r?) és ¢ =1. A fazis-
kép az origdbol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kérvonalbdl, mint stabilis hatarciklusbol és
ezen hatarciklusra (kiviilrdl és beliilrél) racsavarodo palyakbol all. m

2.43. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = —r3
az origobal, mint stabilis fokuszbdl és erre racsavarodo palyakbol all. m

és ¢ = 1. A faziskép

2.44. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(1 —r2) és ¢ = —1. A fa-
ziskép az origdbol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kdrvonalbdl, mint stabilis hatarciklusbol és
ezen hatarciklusra (kiviilrdl és beliilrél) racsavarodo palyakbol all. m

2.45. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(1 —7)? és ¢ =1. A fa-
ziskép az origdbol, mint instabilis fokuszbol, az r = 1 kdrvonalbdl, mint beliilrél stabilis kiviilrol

instabilis hatarciklusbol és ezen hatarciklusra beliilrél racsavarodo és kiviilrdl tavolodo palyakbol
all. m

2.46. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = r(r — 1)(r — 2) és ¢ = 1.
A faziskép az origobol, mint instabilis fokuszbdl, az r = 1 kdrvonalbdl, mint stabilis hatarciklus-
bol, r = 2 korvonalbdl, mint instabilis hatarciklusbdl és ezen hatarciklusokra kiviilrél, illetve beliil-
16l racsavarodo és kiviilrdl tavolodo palyakbol all. m

2.47. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = rf(r) és ¢ =1.

Ha f(ry) = 0, akkor az r = r, korvonal invarians halmaz pozitiv iranyitassal. A periodikus megolda-
sok az f fliggvény gyokei altal meghatarozott sugara korok.

Har <ryesetén f(r) >0 ésr >, esetén f(r) < 0, akkor az r = r, korvonal stabilis hatarciklus.
Har <ryesetén f(r) <0 ésr > ryesetén f(r) > 0, akkor az r = r, kdrvonal instabilis hatarciklus.
Ha f nem valt el6jelet az ry-ban, akkor az r = r, kdrvonal félig stabilis hatarciklus. m

2.48. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1). A P; nyeregpont,

V(x,y) = x — In|x| + y — In|y| els6 integral. A V fiiggvény konvex, ezért a palyagorbék itt zart gorbék
és a palyagorbék megkeriilik a P, pontot. A P, stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. Az x-ten-
gely instabilis, az y-tengely stabilis altér. m

2.49. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: {(x,0):x € R}. Az els6 integral: V(x,y) =y —
%xz + x. y > 0 esetén a palyagorbék jobbra tartanak, y >0¢és x > 1 vagy y <0 és x <1 esetén

a palyagorbék felfelé, y >0¢s x <1 vagy y <0 és x > 1 esetén a palyagorbék lefelé tartanak.
Az egyensulyi helyzet x > 1 esetén igy instabilis és x < 1 esetén stabilis. m

2.50. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. Az els6 integral:
V(x,y) = x* + y*. Az origd centrum. m
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2.51. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. Az elsd integral:
V(x,y) = %yz + %xz + %x‘*. V fuggvény konvex és igy a V(x,y) = C origdt megkeriil6 zart goérbe. Az
orig6 stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A palyak negativ iranyitasuak. m

2.52. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyenstlyi helyzet. Els6 integral:
V(x,y) =5y? +kx?. AV fiiggvény konvex. Az origd stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis
egyensulyi pont. A palyagdrbék negativ iranyitasuak. m

2.53. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. Az els6 integral:

V(x,y) = y2e?* + xe?* — %ez". AV fiiggvény az origé egy (Kis) kornyezetében konvex. Az origd
stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensulyi helyzet. A szeparatrix (a zart és a nyilt palyak
szétvalasztdja) az y? = —x + - parabola lesz. m

2.54. Megoldas: (Feladat) Ha k < 0, akkor nincs a rendszernek egyensulyi pontja.
Ha k > 0. akkor a P, (Ink, 0) az egyenstlyi pont. A rendszernek megadhat6 az elsé integralja:

V(x,y) =e* —kx + % y2. A V konvex. A palyak megkeriilik az egyenstlyi pontot. A Py (Ink, 0) sta-
bilis, de nem aszimptotikusan stabilis. m

2.55. Megoldas: (Feladat) Ha k > 0, akkor nincs a rendszernek egyensulyi pontja. Ha k < 0. akkor a
P, (In(—k), 0) az egyensulyi pont. P, nyeregpont. A palyagorbék: %yz =e*+kx+C. m

2.56. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,0) és P;(—1,0). P, nyeregpont.
Els integral: V(x,y) = 2y? — =x° +1x3. V a P; egy (Kis) kornyezetében konvex. Py stabilis, de nem
aszimptotikusan stabilis. P, nem stabilis. Az origot tartalmazo zart palya orbitalisan stabilis. m

2.57. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = —r? és ¢ = 1. A faziskép
az origdbol, mint aszimptotikusan stabilis fokuszbdl és erre racsavarodé palyakbol all. m

2.58. Megoldas: (Feladat) A rendszer egyensulyi helyzetei: P, (0,1) és P,(0,—1). P, nyeregpont. A
fazisportré a fiiggéleges tengelyre szimmetrikus. P; centrum. m

2.59. Megoldas: (Feladat) Az elsé integral:V(x,y) = éyé + ix‘*. Minden megoldas periodikus.m

2.60. Megoldas: (Feladat) Az els6 integral: V(x,y) = %yz + %x“. Az egyetlen egyensulyi helyzet, az
origo stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzet. Minden megoldas periodikus.m

2.61. Megoldas: (Feladat) A rendszer Hamilton-tipusu. H(x,y) = —x%y +y —% y3. Az egyensulyi
helyzetek: P;(0,1),P,(0,—1), P;(1,0) és P,(—1,0). A P, és P, centrumpontok, miga P; és P,
nyeregpontok. Az y tengelyre szimmetrikusak a palyagorbék. m

2.62. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P; (0, 0), P,(1,0), P;(—1,0). A rendszer Hamil-
ton-tipusa. P; nyeregpont, a P, és P; centrum. A palyagorbék szimmetrikusak az x és az y-ten-
gelyreis. m

2.63. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. A rendszer Hamilton-tipusu.
Az origb centrum. A rendszer Hamilton-fiiggvénye: H(x,y) = %xz + %x‘* + %yz a teljes szamsikon
konvex, minden megoldas periodikus. m
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2.64. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek a P, (nrw, 0) és a P, (ig + 2mm, 0), ahol n ésm

egész szamok. A rendszer Hamilton-tipusti. A P; nyeregpont, a P, centrum. m

2.65. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x2 + y2. Az orig6 instabilis egyensilyi pont. m
2.66. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x2 + y*. Az origo6 (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. m
2.67. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = 2x2 + y2. Az origd (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.68. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = ax* + byf. Hada — 6b = 0 és a = 6, § = 4, akkor
(LfV) (x,y) = 0. Az origo stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A koordinatatengelyek minden

pontja egyensulyi pont. A palyak az y-tengelyhez kozelednek €s az x-tengelytdl tdvolodnak. m
2.69. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = —x* + 2y2. A (0, 0) pont instabilis. m

2.70. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = 2x% + y*. (L;V) (x,y) = —4x* < 0. A Barbasin-Kraszovszkij

tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.71. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + 2y%. (L;V) (x,y) = —4x® < 0. A Barbasin-Kraszovszkij
tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.72. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = 2x? + 4y? + y*. Az orig6 (globalisan) aszimptotikusan stabilis
egyensulyi pont. =

2.73. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x% + y2. Az orig6 (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m
2.74. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = 2x2 + y2. Az origd (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.75. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y* Ljapunov-fiiggvény esetén: (LfV) (x,y) = =2x* < 0.
A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.76. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyenstlyi helyzet. Legyen V(x,y) = %yz + G(x),
ahol G'(x) = g(x). AV fiiggvénynek az origoban minimumhelye van. (L;V) (x,y) = —f(x)y* < 0,
ha (x,y) # (0,0). Az origd aszimptotikusan stabilis. m

2.77. 1. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y*. Az origo stabilis. A koordinatatengelyek minden
pontja egyensulyi pont. A palyak az y-tengelyhez kozelednek és az x-tengelytdl tdvolodnak. m

2.78. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + 2y2. Az origo (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m
2.79. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x + y2. A 2.18. Allitds miatt az origd instabilis. m

2.80. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y%. Az origo (kis) kornyezetében (LfV) (x,y) < 0. Az
origod (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.81. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + %byz. Az origb (lokalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.82. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x% + y? A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd
aszimptotikusan stabilis. A vonzasi halmaz tartalmazza az {(x,y): x? + y? < 1} halmazt. m
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2.83. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x% + y2. Az origd (globalisan) aszimptotikusan stabilis. m

2.84. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + y2. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimpto-
tikusan stabilis. m

2.85. Megoldas: (Feladat V(x,y) = 20x3 — 9y*. Az origd instabilis egyensulyi pont.
2.86. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = xy. A 2.18. Allitas miatt az origd instabilis. m

2.87. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = xy. Ekkor vV(0,0) = 0, V(k, k) > 0 minden k > 0-ra és
(LV) (x,y) = x* 4+ y* — xysinx. (L;V) (x,y) > 0, az origé instabilis. m

2.88. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + y2. (L;V) (x,¥) = 2(x* + y*)* > 0 minden (x,y) # (0,0)
esetén. A 2.16. All. miatt az orig6 instabilis m

2.89. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = —xy? + x3 fiiggvényre teljesiilnek a 2.18. Allitas feltételei, igy
az origo instabilis. m

2.90. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = —x* + 2y2. A 2.15. Allitas miatt az origé instabilis. m

2.91. Megoldas I: (Feladat) Ha a > 0, akkor az orig6 instabilis fokusz, ha a < 0, akkor az origd
aszimptotikusan stabilis fokusz. Ha a = 0, akkor az orig6 instabilis. m

2.91. Megoldas I1: (a = 0 esetben) 7 = r3(cos*p + sin*@) és ¢ = 1 — r2sin gcos @cos 2¢.

7 > 0, apalyagorbék az origotdl tdvolodnak, azaz nem lehet stabilis az origd. m

2.92. Megoldas: (Feladat) A V(x,y) = x? + y?. Ha k > 0, akkor az origo instabilis és k < 0 esetén
az origo (globalisan) aszimptotikus stabilis. k = 0 esetén az origd centrum. m

2.93. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. y < % esetén

V(x,y) = % ax?—y— %ln(% — ) elsd integral. Az U = {(x, y):x€€ERy< %} tartomanyon a palyak
zartak. Hay > % , akkor a trajektoridk nem zartak. Az y = % a zart és nyilt palyakat szétvalaszt6. m
2.94. Megoldas: (Feladat) Az orig6 egyetlen egyensulyi helyzet. 7 = 0 és ¢ = r2. A palyak origd

kozépponta korok, amelyeken kiillonboz6 szogsebességgel halad. Egyik megoldas sem lehet stabilis,
de minden megoldas Poincaré-értelemben (orbitalisan) stabilis. Az origd Ljapunov-stabilis. m

2.95. Megoldas: (Feladat) Legyen V(x,y) = % y? — fox f(t,0)dt.A V fiiggvénynek az origdban lo-
kalis minimuma van. Masrészt (L;V) (x,y) < 0. Az origo stabilis egyensulyi helyzet. m

2.96. Megoldas: (Feladat) Alkalmazzuk a 2.95. feladatban megfogalmazott allitast!
Az orig6 stabilis. m

2.97. Megoldas: (Feladat) Alkalmazzuk a 2.95. feladatban megfogalmazott allitast!
Az origo stabilis. m

2.98. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = %sz + B foy f(t)dt. Léteznek olyan A és B pozitiv szamok,
hogy a V fliggvény tn. erés Ljapunov-fiiggvény legyen. m
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2.99. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensutlyi helyzet az origd. A rendszer Hamilton-tipusu.
H(x,y) = xy? — §x3. Az origé instabilis. A palyak aszimptotdiaz x = 0ésy = i%x egyenesek. m

2.100. Megoldas: (Feladat) A két egyensulyi helyzet a (0,0) és az (1,0) pont. A palyak az 1 sugaru,
origd kozéppontl kdrvonalhoz kozelitenek az 6ramutatd jarasaval ellenkez6 iranyban. Az (1,0) pont
lokalisan attraktiv, de nem stabilis. A (0, 0) instabilis. m

2.101. Megoldas: (Feladat) ¥ = r(1 —r2) és ¢ = = C;S ®. A rendszer két egyensulyi helyzete a

(0,0) és az (1,0) pont. A palyak az 1 sugart, origd kdzépponti korvonalhoz kozelitenek az éramu-
tato jarasaval ellenkez6 iranyban. Az (1, 0) lokdlisan attraktiv, de nem stabilis. A (0, 0) instabilis. m

2.102. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a rendszerrel ekvivalens x =y, y = —%sinx - %y rendszert.

Az egyensulyi helyzetek: (nm, 0) pontok. k = 0 esetén a linearizalt rendszer matrixa az origoban Kri-
tikus. V(x,y):= mgl(1 — cos x) +%mlzy2 az U= {(x,y):|x| <m} kornyezetben. V(0,0) = 0 és
V(x,y) >0, (x,y) €U, %V(&(t)) = —kl?y? < 0. Az origo6 stabilis. Jelolje S = {(x,y) € U:V(x,y) = 0}.
Az S nem tartalmaz teljes palyat az x(t) = 0 trivialis megoldason kiviil. A Barbasin-Kraszovszkij tétel

miatt az origd aszimptotikusan stabilis. Elemi modszerekkel belathato, hogy a (£, 0) pont instabilis
egyensulyi helyzet. m

2.103. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1) ésa P;(—1,—1).

V(x,y): = %xz + %yz. (LV) (x,y) = —(x* — ) < 0 tetszbleges x €és y esetén. Az orig stabilis.
Ny :={(x,y) € S:V(x,y) = 0} = {(x,y) € Sy = £x} Ny-ben nincs nem trivialis teljes palya. A
Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origo lokalisan aszimptotikusan stabilis és a vonzasi tartoma-
nya tartalmazza az {(x,y): 3x% + 5y? < 1} halmazt. m

2.104. Megoldas: (Feladat) 7 = W (u* = 2u + u — 1 + ur?sin?gp), ahol u = tg ¢.

A rendszer egyetlen egyensulyi helyzete az origd. A palyak az origora szimmetrikusak. A
nullvonalak az y =0, y = 2x, y> + x2y — x3 = 0 gorbék. Jeldlje M és N az alabbi szektorokat:

M={(xy):-y<x< %y} ¢s N={(x,y)ry<x< %y}. A palyak M és N -en balrél jobbra halad-

nak. A yS+x?y—x® =0 gorbe ésazy = Sx egyenesazx = = ésazy = pontokban metszi
egymast. Jelolje P: = (g,%). Legyen S az OP ¢és az x-tengely altal meghatarozott szektor. Itt a pa-
lyak csokkennek €s balra haladnak és az itt halad6 palyak az origoba tartanak. Az origo instabilis,
ugyanis az origd (Kis) kornyezetébdl induld palyak elhagyjak ezt a kornyezetet. Az origd globalisan

attraktiv. m

2.105. Megoldas: (Feladat) 7 =0 és ¢ = x —k = —k + rcos ¢. Tegyiik fel, hogy k # 0. Az egyen-
sulyi helyzetek a (0, 0) és az (k,y) pontok, ahol y tetsz6leges. Az x = k egyenest nem metsz6 palyak
origo koriili korok. Az x = k egyenest érintd kor egy homoklinikus palyabol és az egyenesen 1évd
egyensulyi pontbdl all. Az x = k egyenest metsz6 korok egy heteroklinikus palyabol és két egyen-
sulyi pontbdl allnak. Az x > k félsikban a palyak pozitiv, az x < k félsikban negativ irdnyitastak.
Az orig6 centrum. A (k, y) pontok stabilis, illetve instabilis egyensulyi helyzetek aszerint, hogy y
pozitiv, illetve negativ. Az (k, 0) egyensulyi helyzet instabilis. Az azonosan nulla megoldason kiviil
minden megoldas instabilis. Az origd kornyezetében a palyak orbitalisan stabilisak. k = 0 esetben a
palyak origé koriili korok, heteroklinikus palyak. Ekkor nincs periodikus megoldas. A palyak a ma-
sodik tengelynél véget érnek. m
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X2 422

2.106. Megoldas: (Feladat) 7 = % és @ = —xy = —r?sin @cos ¢. Egyetlen egyensulyi hely-
x2+y

zet az origo instabilis. Az els6 és a harmadik negyedben a palyak negativ, mig a masodik és a ne-

gyedik negyedben pozitiv koriiljarasuak. m

2.107. Megoldas: (Feladat) 7 = r3.r2(t) = #16) . A kezdeti érték feltételek miatt: r(0) = 1, ekkor

r(t) = /ﬁ . Ebbél kovetkezbleg t = . m

2.108. Megoldas: (Feladat) A rendszer Hamilton-tipusu. H(x,y) = (—y? + xy? — x? — §x3)%.

Az egyensulyi helyzetek: Py (0,0), P,(—2,0), P3(1,V3) és P,(1,—V3). AP, centrum, miga P,, P;
¢s P, nyeregpont. m

2.109. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(—1,1) és P;(—1,—1) A palyak az x-
tengelyre szimmetrikusak. Az origd centrum. m

2.110. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet: P, (0,0). A faziskép a fiiggéleges ten-
gelyre szimmetrikus. Az origd centrum. m

2.111. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,1) és P;(—1,—1). P, nyeregpont,
a P, és P;instabilis fokusz. Az x = 0 és az y = 0 tengelyek féltengelye palya. x > 0, y > 0 esetén

V(x,y):=x —Inx + %yz —Iny. A V fiiggvénynek a P,pontban lokalis minimuma van és
(LeV) (x,y) = (y — D?(xy + x) = 0,8z (1,1) pont instabilis. m
Megjegyzés: AV(x,y) =x —Inx +y + % fiiggvény is egy alkalmas Ljapunov-fiiggvény. [-]

2.112.1. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyenstlyi helyzet. A palyagorbék egyenlete
x2+(y - = 2= -z alakl. Az x-tengely invarians. A kdrsorok homoklinikus palyék és az orig6
nem stabilis egyensulyi helyzet. A valds tengely pozitiv részét kivéve barmely pontbdl induldé meg-

oldas az origdba tart (az origd vonzasi halmaza), de az origé instabilis. m

2.112.11. Megoldas: (Feladat) Vezessiik be a z(t) = x(t) + iy(t) komplex valtozos fliggvényt. EK-

kor: z(t) = z%(t). A z(0) = z, kezdeti értéket teljesitd megoldas z(t) = 1_Zz00t . A fiiggoleges ten-

- . . , i tK2 ..
gelyrdl indulé megoldasokra: z(0) = iK, igy C = liK ahol K tetszOleges valos. z(t) = % Mivel

. e s . . _ _tK? K 2
x €Sy a z valos és képzetes része, ezért x(t) = T12x2 S y() = T2RT Ekkoraz x* = (K — y)y

Osszefliggést kapjuk. A fels6 félsikban pozitiv iranyban haladnak a megoldasok, az alsé félsikban
pedig negativ iranyban. m

2.113. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis fo-
kusz. A V(x,y) = x? + y* Ljapunov fiiggvény esetén (L;V) (x,y) = 2y?(x? — 1). gy, ha |x| < 1,
akkor az origo stabilis. Az Ny, = {(x,y) € S.- : V(x,y) = 0} nem tartalmaz a trivialis megoldastol kii-
16nbo6z6 teljes palyat. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis. S «: =
{(x,y) € U: x* + y? < 1} halmaz korlatos és V(x,y) <0, ha (x,y) € S.+. Az Origd egy vonzasi tarto-
manya tartalmazza a S~ halmazt. m

2.114. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. V(x,y) = 2x% + 3y* esetén

(LgV) (x,y) = —16x2(2 + y%). AZ origé stabilis. Ny := {(x,y) € S+ : V(x,y) = 0} halmaz nem tartal-

maz az egyensulyi helyzettél kiilonboz6 teljes palyat. A Barbasin-Kraszovszkij tétel miatt az origd
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aszimptotikusan stabilis. V(x, y) = 2x? + 3y? radialisan nem korlatos, igy az origd globalisan aszimp-
totikusan stabilis. m

2.115. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo elfajult stabilis csomopont. A
V(x,y) = x% + y% esetén (L;V) (x,y) =2(x?(2x — 1)+ y*(x —1+y)). Ha x < %, y <1—x, akkor
(LfV) (x,¥) < 0, az origd aszimptotikusan stabilis. AT = {(x, y): x2 +y? < %} halmaz vonz6 halmaz

¢s az origd vonzasi tartomanya tartalmazza a T halmazt. m

2.116. Megoldas: (Feladat) Az origo stabilis fokuszpont. x(t) = A x(t) + g(x) alaku, ahol

A= (:i _é) és g(x) = (i 2 2) V(x): = xTP x, ahol P olyan pozitiv definit matrix, amelyre 1étezik

olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil az Gn. Ljapunov egyenlet: ATP + PA = —Q. EKKor

1
V(x) = —x"Qx+2x"P g(x). (*) Q= (0 2) valasztassal, P-rea P = g , | matrix adédik. Ez
esetben === lg( )| =x?y? < @ |x| < e o |x| < V2e Igy (*) miatt V(x) < —|x|?(1 - 2¢|P)).
|P| == ezert V(x) <0, hae<— 2|P| =2.T={x€R*V(x) < E} vonzoé halmaz. Az origd egy vonzasi

haImazaT ={(x,y) ER*: x2+y?<2}. =

2.117. Megoldas: (Feladat) Az origé elfajult stabilis csomopont. A rendszer x(t) = A x(t) + g(x)

alaku, ahol 4 = (_2
amelyre letezik olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil az Gn. Ljapunov egyenlet:
ATP + PA = —Q. Vélasszuk meg Q = E-nak és oldjuk meg a Ljapunov-egyenletet. Ekkor

+\/’

) és g(x) = (_%)- Legyen V(x) = x" P x, ahol P olyan pozitiv definit matrix,

(i i) A P matrix sajatértékei: 1,5, = . Minden & > 0 esetén létezik olyan § > 0 szam,
hogy |g(x)| < ¢|x|] minden x € S(0,6) eseten. fgy x €5(0,6) esetén V(x) < —|x|? (Amin(Q) —
2Amax(P)e). Elegendden kicsi e-ra az S(0,8)-n a V(x) = x” P x fiiggvény pozitiv definit és a V(x) itt

. ¥ Amin
negativ definit. V(x) < 0, ha x € S(0, ), ahol ¢ < A—((g)) Mivel Ao P =1+ £ €8 Amin@ = 1. fgy
AminQ

gt = 27 \/_ Valasszuk e-t pl. € = %—nek ¢és legyen & egy olyan pozitiv szam, amelyre x € S(0, §)

esetén |g(x)| <= |x| azaz |(_%,)| < 1|(y)| Az origd egy attraktivitdsi tartomanya: T = {x: Ex +

II"U

xy+;y <r} CS(Q,5). ]

2.118. Megoldas: (Feladat) Az origé stabilis csomopont. A rendszer x(t) = A x(t) + g(x) alaku,

ahol 4 = (_é _;) és gx) = (;’2). V(x): = xTP x, ahol P olyan pozitiv definit matrix, amelyre 1éte-
zik olyan Q pozitiv definit matrix, amelyre teljesiil az un. Ljapunov egyenlet: A"P + PA = —Q.

6 2
2 4
tékeiid;, = . Minden & > 0 esetén Iétezik olyan & > 0 szam, hogy |g(x)| < e|x| minden x €
5(0,6) eseten. Igy x € 5(0,6) esetén V(x) < —|x|*(Amin( @) — 2Amax(P)e). Elegendden kicsi e-ra az
S(0,8)-naV(x) = xTP x pozitiv definit és a V(x) itt negativ definit. V(x) < 0, ha x € (0, 8), ahol

Amin( Q) . _ 5+\/_ Amin@
Piman(2) " VIVEl AP = =157 €8 Anin @ = 2AmaxE  5+V5

legyen & egy olyan pozitiv szam, amelyre x € S(0,6) esetén |g(x)| < %l&l, azaz |(%)| < % |(;)| fgy

Valasszuk meg Q = E-nak ¢s oldjuk meg a Ljapunov-egyenletet. P = i(
5+\/‘

). A P matrix sajatér-

. Valasszuk e-tpl. ¢ = %-nek és

az origo attraktivitasi tartomanya: T = {x: %xz + %xy + %yz <r}cS(0,9).m
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Megjegyzés: Eljarhattunk volna a kovetkezéképpen is: Mivel V(x) = —x"Q x + 2x"P g(x). (*)

|g(£)| x?
W - G <V tyiEe o xl<e
5+/5

12
(**). Ha a P szimmetrikus és pozitiv definit matrix, akkor

fgy (*) miatt V(x) = —|x|?(1 — 2¢|P|). A P vilasztasa miatt |P| =

’ 0 1 6
ezert V(&) <0, ha e < @ e

Amin(£)|£|2 < £T££ = V(&) < Amax(g)lﬁlz- (Amax(g) = |£|)

(A maximalis sajatérték),

. 6 6 \?
() miatt x| < & < 5 = =2 1Y Amax( D)Xl < Amax(B) (5772) -
2
Kovetkezésképpen Apyin (P)[x]% < xTP x = V(x) < Amax(P) (ﬁg) ,azaz a
6

2
5+\/§) }={x ER:V() = %Xz + %xy +§y2 < ﬁ} vonzo halmaz. m

T = {x € R%: V(2) < Amax( P) (
2.119. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet stabilis. V(x, y): = x? + 3y2.
Ha1l-2y?>0,azaz |y| < % akkor V(x) < 0. Legyen U = {(x, y):x? +3y? < g} Nincs az U-ban
olyan teljes, nem trivialis palya, amely mentén a V Ljapunov-fiiggvény allandé. igy az origo
aszimptotikusan stabilis is és az U halmaz az orig6 (egy) vonzasi halmaza. m

2.120. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), P,3(+v3, FV3). Az origd stabilis fo-
kusz. V(x,y): = 2x% + y2. Hay? — 1 < 0, azaz |y| < 1, akkor V(x) < 0. Az orig6 aszimptotikusan sta-
bilis. Legyen U = {(x,y): 2x? + y? < 1}. Az U halmaz az orig6 (egy) vonzasi halmaza. m

2.121. Megoldas: (Feladat) V(x, y): = x2 — y2. Ekkor V(x) = 2(x* — y*).
Legyen U; = {(x,y): |yl < |x|} és U az origo tetszbleges kornyezete. Ekkor
1. (0,0) € aU,
2. V(x,y)>0,ha (x,y) eUNnU,
3. V(x)>0,ha(x,y) EUNU,
4. V(x,y)=0,ha(x,y) e Unau,
A Csetajev-tétel miatt az origo instabilis egyensulyi helyzet. m

2.122. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = xy. EKkor V(x) = y? + x2+x2y2.
Legyen U; = {(x,y): xy > 0} és U az origo tetszdleges kornyezete. Ekkor
1. (0,0) € aU;
2. V(x,y)>0,ha (x,y)eUnU,
3. Vx)>0,ha(x,y) eUNnU,
4. V(x,y)=0,ha(x,y) e Unau,
A Csetajev-tétel miatt az origo instabilis egyensulyi helyzet. m

2.123. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = %xz + i.yz. V(x) = —x?(1 - %y) —y2(1 — x). Lathato, hogy
hax<1ésy< g , akkor V(x) < 0. Az origd aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzet. Az origd

vonzasi halmaza az U = {(x, y):% x% + iyz < i} n

2.124. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), Py3,5(+1,+1). Az origd nyeregpont.
A palydk szimmetrikusak az origora. V(x,y) = %xz —Inx + % y? — Iny. (L£V)(x, y)=0.AV(xy) a
pozitiv siknegyedben konvex, ezért a palyagorbék itt zart gorbék és a palyagorbék megkeriilik a P,
pontot. Az (1,1) pont stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. A P,;,5 pontokban a rendszernek cent-
ruma van. Az x-tengely stabilis, az y-tengely instabilis altér. m
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2.125. Megoldas: (Feladat) Csomopont esetén a palyak az origdban egy adott egyenest érintenek,
ezért tligrn r(t) = 0, illetve tlir_n r(t) =0 és tliin lo(t)| < o, aszerint, hogy az origo stabilis vagy

instabilis. Fokuszpont esetén a palyak az origot végtelen sokszor megkeriilik, igy tligrn r(t) =0 és
tligrn lp(t)| = oo, aszerint, hogy az origd stabilis vagy instabilis. Nyeregpont esetén a stabilis és in-

stabilis alterek lesznek az allitasban szerepl6 palyak. Az ezektdl kiilonbozé tobbi palya pedig ¢ —
+oo0 esetén €s t — —oo esetén elhagyja az origd tetszéleges kornyezetét. Centrum pont esetén 1étezik
periodikus palya. m

2.126. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,1). P, stabilis csomépont, P, nye-
regpont. V(x,y) = x% + y2. AV pozitiv definit és V(x) = —2{x?(1 —y) + y?(1—x)}.Hal—x > 0 és
1—y >0, akkor V(x) < 0. Az origd vonzasi halmaza: U = {(x,y): x? + y? < 1}. A palyéak egyenlete
x —In|x| —y + In]y| = C. A P, nyeregpont lokalis instabilis sokasaga az y = x egyenes és a lokalis
stabilis sokasaga x —In|x| —y +In]y| = 0. Az origd globalis stabilis sokasaga a T = {(x,y): x =
0,y=0,x—In|x| —y+In|ly|] <0} m

2.127. Megoldas: (Feladat) V(x, y, z): = x? + y? + z2. V pozitiv definit és V(x) = —2(x? + y? + z% —
3xyz). Az origd egy vonzasi halmaza az a kornyezete az origonak, amelyre V(x,y,z) < K és
V(x,y, z) negativ definit. Az origd egy vonzasi halmaza az U = {(x,y,2): x> + y? +z2 <3 }. m

2.128. |. Megoldas: (Feladat) Legyen ez V(x,y): = ax; + y?z AV pozitiv definit és V(x) = —By>.
V(x) < 0. Az orig¢ stabilis. Legyen S = {(x,y): V(x) = 0}. A trivialis megoldason kiviil nincs mas
teljes palya az S-ben, igy a Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. V
radialisan nem korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

I1. Megoldas:

Legyen V(x,y): = x* + %xy p @t o atl o4

(a+D) iti itV = — 2 axt — 22
AT AV pozitiv definit. V(x,y) gaxt—gay <0,

ha (x,y) # (0,0). A V radialisan nem korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.129. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(—4,4). A P, nyeregpont. Az invari-
ans palya megkonstrualhato: y(x) = x — 4. Tekintsiik az A(x,y): = (x + y,x — y) lineéaris transzfor-
maciot. Jelolje u = x + y, v = x — y. Ekkor a transzformalt rendszer:u = 4v + % u? +v?) = f(u,v)

v =u(v —4) = g(u,v). Ez utoébbi rendszer palyai szimmetrikusak az id6 megforditasaval a v ten-
gelyre és az origd ez utdbbi rendszernek is egyensulyi helyzete. Az origo az (u, v) sikon centrum.
Az eredeti rendszer esetén is centrum az origd. m
Megjegyzés: Megmutathaté, hogy a V(x, y) = = 20

x—y—4 -

xy+16 _
x_—y_4—41n|x—y—4| = —4In12. []

41n|x — y — 4| arendszer elsé integralja. Igy

a nyeregponton athaladéo homoklinikus palya:

2.130. Megoldas: (Feladat) Legyen példaul x = y, y = —x3. Az origd centrum. Viszont az origdban
linearizalt rendszer instabilis. x =y, y =0 m

2.131. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet. V(x,y): = x? + y2. AV pozitiv
definit és V(x) = —2x%y?(1 + x2) < 0. Az 0rigo stabilis egyensulyi helyzet. S: = {(x,¥): V(x) = 0} A
trivialis megoldason kiviil nincs mas teljes palya az S-ben, igy a Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt
az origd aszimptotikusan stabilis, s6t globalisan aszimptotikusan stabilis is. m

2.132. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet elfajult stabilis csomdopont. A
Kraszovszkij-modszert fogjuk alkalmazni. f'(x, y) =: A(x, y) derivalttenzor matrixara teljesiil, hogy
Alx,y)+ AT(x,y) = (_f _12) negativ definit (x,y) € R? esetén. V(x,y): = iT(x, y) - f(x,y) arend-
szer egy Ljapunov-fiiggvénye lesz. Egy Ljapunov-fiiggvény: V(x,y):=x? + (x — y)*. m
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2.133. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az x = f;(x,y), y = f(x,y) (*) Hamilton-rendszert. Tegyiik
fel, hogy (x,,y,) egyensulyi helyzet. EKkor det] = det H"(x,y). Tekintsiik a (*) rendszer
linearizaltjat: x = ] (xo, yo)x. (**) Tegyiik fel, h0:gy Re A = 0. A karakterisztikus polinom: (9, f; —

A) 0yf, — ) — (a[fz)(azfl) = 0. Ebbél kovetkezden: A2 + det J (xg,¥0) = 0, det H" (xo,y,) > 0. Ha
az origd a (**) centruma, akkor az (x,, y,) a (*) rendszer centruma. m

2.134. 1. Megoldas: (Feladat) Az orig6 az egyetlen egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis. m

2.134. 11. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = x* + x? + y2. V(x) = —4(x® —y)? — 2x* < 0, azaz az
origo stabilis. Legyen S = {(x,y): V(x) = 0} A trivialis megoldason kiviil nincs mas teljes palya az
S-ben, igy a Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. Mivel a V radia-
lisan nem korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis . m

2.135. 1. Megoldas: (Feladat) V(x) = %xz. Az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.135. 11. Megoldas: (Feladat) Az origo egyetlen egyensulyi helyzet. Ha x > 0, akkor x < 0, igy a
megoldasok szigori monoton csokkendek és ha x < 0, akkor x > 0, igy a megoldasok szigori mo-
noton nének.A fentiekbdl kdvetkez6en az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.136. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet elfajult stabilis csomopont. A
Kraszovszkij-modszert fogjuk alkalmazni. Az f'(x,y) =: A(x,y) derivalttenzor matrixara teljesiil,
hogy A(x,y) + AT (x,y) = <_i _y —110y4) negativ definit minden (x,y) € R? esetén. Egy
Ljapunov-fiiggvény: V(x,y) = x2 + (x — y — y®)? . V radialisan nem korlatos, ezért az orig6 globali-
san aszimptotikusan stabilis. m

2.137. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az x = A - x (*) rendszert és tegyiik fel, hogy A + ATnegativ
definit, azaz A + A" < 0. Legyen V(x) = x” - x. Ekkor V(x) = xT - (4 + A7) - x < 0, azaz az origo a
(*) aszimptotikusan stabilis. igy az 4 6sszes sajatértékének a valos része negativ. m

2.138. Megoldas: (Feladat) V(x,y):= x? + %yz. AV pozitiv definit és V(x) = —(2x2 — y*)? < 0,
azaz az origo stabilis. S: = {(x,¥): V(x) = 0} A trivialis megoldason kiviil nincs mas teljes palya az
S-ben. igy a Barbasin-Kraszovszkij-tétel miatt az origd aszimptotikusan stabilis is. V radialisan nem
korlatos, ezért az origd globalisan aszimptotikusan stabilis. m

2.139. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = x? + y2. V pozitiv definit és V(x) = —2x2y?(x? + 2y?)) < 0,
azaz az origd stabilis. A rendszer palyai az origdra szimmetrikusak. A palyak egyenlete: y(x) = Cx2.
TetszOleges € > 0 esetén az (¢, 0) egyensulyi helyzet, igy az origd nem lehet lokélisan vonz6. m

2.140. Megoldas: (Feladat) x = x i’;zyyzz:, y = —y. Az orig6 egyetlen egyensulyi helyzet. V(x,y): =
22 +y2(142x3)(1 +x%y?)) <0,

x? -2 204 _ 22
x2+1 (Z+1)(x%y2+1) (x*(1—x"y
az origd aszimptotikusan stabilis. Az y = % (x > 0) hiperbola a palyakat szétvalasztd szeparatrix.
Barmely kezdeti allapot, amely a hiperbola {616tt kezdddik, nem tud konvergélni az origbhoz. m

+ 2. V pozitiv definit és V(x) =

2.141. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet a P, (0,%). V(x):= %xz. V pozitiv definit
és V(x) = —(y(0)e™2»t + %)xz. Minden y(0) esetén tlim y(0)e~%t = 0, nagy t-re V(x) < —%xz <0,

hax # 0. A P,(0, %) globalisan stabilis egyensulyi helyzet.
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2.142. Megoldas: (Feladat) Az origd az egyetlen egyensulyi helyzet. V(x,y): = %xz + g(y), ahol g

—-X

»alkalmas” differencialhat6 fiiggvény. V(x,y) = xy + g'(y) ryeed Legyen g'(y) = y(1 +y?).g(y) =

%yz + %y“ + i = i(l + y2)2.V els6 integral és az origd stabilis. Az origd centrum. m
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3. Fejezet-Megoldasok

3.1. Megoldas: (Feladat) div f (x, y) = 3x%2 + 1+ 3y? > 1> 0. Nincs periodikus megoldas. m
3.2. Megoldas: (Feladat) div f(x,y) = —1 — x* — x* < =1 < 0. Nincs periodikus megoldis. m

3.3. Megoldas: (Feladat) Nincs egyensulyi helyzet, igy nincs periodikus megoldas sem a 3.12. Allitas
értelmében. m

3.4. Megoldas: (Feladat) div f (x,y) =1+ x% > 1 > 0. Nincs periodikus megoldas. m
3.5. Megoldas: (Feladat) div f (x, y) = —y? — e* < 0. Nincs periodikus megoldas. m

3.6. Megoldas: (Feladat) rot f(x,y) = (1 + 2x)i — (1 + 2x)i = 0, ezért a 3.15. Allitas miatt a rend-
szernek nincs periodikus megoldasa. m

3.7. Megoldas: (Feladat) Nincs egyenstlyi helyzet, igy nem lehet periodikus megoldas sem a 3.12.
Allitas értelmében. m

3.8. Megoldas: (Feladat) div f(x,y) = 2x + 2y, ezért eza D;={(x,y):x+y>0} ¢és aD;=
{(x,y):x + y < 0} tartomanyon alland6 eldjelii. Nincs periodikus megoldés. m

3.9. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x*+y%2. AD = {(x,y):1 < x? + y? < 2} kompakt pozitivan in-
varians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az origd. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-
ben halad6 periodikus palya. m

3.10. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + y%. D = {(x,¥):1 < x? + y? < 2} kompakt pozitivan in-
varians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az origd. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-
ben halad6 periodikus palya. m

3.11. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi ponok: P;(1,1) és P,(1,—1). Az x = 1 egyenes is palyat
alkot. Nincs zart palya, amely megkeriili az egyik vagy mindkett6 egyenstlyi helyzetet. m

3.12. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x*+y*. D = {(x, y):i <x*+y*< 1} kompakt pozitivan inva-
rians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az origd. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-ben
halado periodikus palya. m

3.13. Megoldas: (Feladat) D = {(x,y): x* + y* < 4} (x,y) € D esetén div f (x,y) < 0,igya3.6. Allitas
miatt nincs periodikus megoldasa. m

3.14. Megoldas: (Feladat) div f (x,y) = 2 + 2x* + 2y?. Nincs periodikus megoldds. m
3.15. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x%2 +y2. D = {(x, y):% < x% + y? < 1} kompakt pozitivan inva-

rians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az orig6. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-ben
halad6 periodikus palya. m
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3.16. Megoldas: (Feladat) div f(x,y) =1+ 6x* +2+x* =3 +7x*> > 0. A 3.6. Allitas miatt nincs
periodikus megoldasa. m

3.17. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi pontok: P;(2,4) és P,(2,—4). Az x = 2 egyenes is palyat
alkot. Nincs zart palya, amely megkeriili az egyik vagy mindketté egyenstlyi helyzetet. m

3.18. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x2 + y2. D = {(x,y): % < x% + y? < 1} kompakt pozitivan inva-
rians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az orig6. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-ben
halad6 periodikus palya. m

3.19. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x% +y2. D = {(x, y):% < x? + y? < 1} kompakt pozitivan inva-
rians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az orig6. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-ben
halad6 periodikus palya. m

3.20. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x% 4+ y2. (LyV) (x,y) = x(x* — xy + y*). Az x* — xy + y? kife-

jezés értéke minden (x,y) # (0, 0) esetén pozitiv, a 3.7 Allitds miatt nincs periodikus megoldés. m

3.21. Megoldas:(x, y) € R2-re div f,y) =—a— 3aby? < 0. Nincs periodikus megoldas. m

3.22. Megoldas: (Feladat) Ha az x*(t) Ljapunov-értelemben stabilis, akkor minden & > 0-hoz van
olyan § > 0, hogy [x*(0) — x(0)| < & esetén |x*(t) — x(t)| < e minden t > 0-ra, ahol x(t) egy kor-
nyezetbol indulé megoldas. Tekintsiik az x(0) = a és x*(0) = a*-bol induld a fazistérben 1évo H, il-
letve H” félgorbéket. Ekkor |x*(t) — x(t)| < max d(x,H*) < €. A kovetkez0 rendszer Poincaré-sta-

bilis, de nem Ljapunov-stabilis. x =y, y=0. m

3.23. Megoldas: (Feladat) x(t) =t + x(0), y(t) = y(0). A rendszer minden megoldasa nyilvanva-
l16an Poincaré-stabilis. A megoldasok Ljapunov-stabilisak is. m

3.24. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék y = Cx egyenletil, origdn atmend egyenesek a megfeleld
iranyitassal. Egyetlen megoldas sem lehet Poincaré-stabilis.m

3.25. Megoldas: (Feladat) 7 = rsinr és ¢ = 1. Azr = (2n+ 1) (n € N) korok mindegyike stabi-
lis hatarciklus, igy Poincaré-féle értelemben (orbitalisan) stabilisak. r = 2nm (n € N) korok mind-
egyike instabilis hatarciklus. Ezek a palyak Poincaré-féle értelemben (orbitalisan) instabilisak. m
3.26. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi pontok: P, (0,0) és P,(0,1). A palyak egyenlete:

y(x) = e®*. Ha C < 0, akkor a palyak Poincaré értelemben stabilisak és ha ¢ > 0, akkor a palyak

Poincaré értelemben instabilisak. m

3.27. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi pont az orig6. A 3.9. Definici6 szerint eljarva, te-
kintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,2n] az origdt megkeriil6 gorbét. Ezek szerint fi(y(©)) = sin2t

és fo(y(®) = cos2t. Igyindy = -2 .m

3.28. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi pont az origd nyeregpont. {gy az egyensulyi helyzet
indexe —1. Természetesen ez definicid szerint is kiszamolhato. m

3.29. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd centrum. Az index 1. m

3.30. Megoldas: (Feladat) Nincs egyensulyi helyzet, ezért tetszéleges gorbe indexe 0. m
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3.31. Megoldas: (Feladat) A origd az egyetlen egyenstlyi helyzet. Vegyiink egy tetszdleges zart,
origot megkeriild gorbét. Legyen ez az (ax + by)? + (cx + dy)? = 1 ellipszis. Paraméterezziik az el-
lipszist a kdvetkezOképpen: f;(x,y) = ax + by = cost és fo,(x,y) =cx +dy =sint (0 <t < 2m)
Ekkor x = %, illetve y = %. Az ellipszis iranyitdsa negativ vagy pozitiv iranyi-
tasu, hogy az ad — bc > 0, illetve ad — be < 0. Igy indy = sign(ad — bc). m

3.32. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a y(t) = costi + sintj, t € [0,2r] origot megkeriild gorbét.
Ezek szerint f,(y(t)) = 2cos?t — 1 = cos2t és f,(y(t)) = sin2t. fgy indy =2. =

3.33. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensilyi helyzet az origd. A palyagoérbék y* — x* = C ala-
kuak. V(x, y): = xy. EKKor (L;V) (x,y) = x* + y*. Alkalmazva a 2.15 tételt, az origd nyeregpont. Az

egyensulyi helyzet indexe —1. m

3.34. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szam topoldgiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kdvetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.35. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szam topologiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kdvetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.36. Megoldas: (Feladat) Mivel a koriiljarasi szam topoldgiailag invarians, ezért a megoldas koz-
vetlen kdvetkezménye a 3.31. feladatnak. m

3.37. Megoldas: (Feladat) Van olyan zart gorbe, amelynek a rendszerre tekintett indexe kiilonbozik
a 0-tol. Ekkor a 3.14. Allitas miatt kell lennie egyensulyi pontjnak.

3.38. Megoldas: (Feladat) Egyenes kovetkezménye a 3.12. Allitasnak m

3.39. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = %xz + %yz. L) (6 y) = =y*(x* + 2y = 1)

D = {(x,y): i < x% + y? < 4}. kompakt pozitivan invarians halmaz. Az egyetlen egyensulyi pont az
origd. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt 1étezik D-ben halado periodikus palya. m

3.40. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. V(x,y) = %xz + %yz.

D ={(x,y): % < x% + y? < 2} kompakt pozitivan invarians halmaz. A Poincaré-Bendixson-tétel mi-
att 1étezik D-ben halad6 periodikus palya. A periodikus megoldas az r = 1 kdrvonal, 7 = r(1 —r?)
ésp=1.m

3.41. Megoldas: (Feladat) + = rsin?¢(1 — 3r%cos?¢p — 2r2sin¢) és

p=1- % sin2 ¢(1 — 3r2cos2p — 2rsin’p). T = {(r, ¢): % < r < -=} pozitivan invarians és nem

1
72
tartalmazza a rendszer (egyetlen) egyensulyi helyzetét, az origdt, igy teljesiilnek a Poincareé-
Bendixson-tétel feltételei. Igy 1étezik T-ben halad6 periodikus palya. m

3.42. Megoldas: (Feladat) + = r(1 — r3(cos*¢ + 5sin?g@cos?¢ + 2sin*gp)) és
¢ =—1—2r%cos3psin p. T = {(r, p): % < r < 1} pozitiv invarians és nem tartalmazza a rendszer

egyensulyi helyzetét, az origot, igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. Létezik T-ben
haladé periodikus palya, 3x% +4y? = 1. m
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3.43. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. Ha |x| > % , akkor a palyak
egyenlete: Cx* — y? = 1 (1 + C) hiperbolak, (alkalmas C-re) Ha |x| < iz , akkor a palyak egyenlete:

Cx? +y? = 1(C — 1) origét megkeriil§ ellipszisek. (alkalmas C-re). Igy az |x| < % savban van peri-
odikus megoldas, s6t mindegyik megoldas ilyen. A nyilt és zart palyak szétvalasztdja az x = + %
egyenes. A palyak iranyitasa jol lathat6. m

3.44. Megoldas: (Feladat) A fazistérben a palyak egyenlete: e~ (x2+y2 — 1) = C. Tekintsiik az
alabbi kétvaltozos fliggvényt: V(x,y) = e ™ (x2 + y2 — 1). AV filggvénynek a (0, 0) pontban lokélis

minimuma van és lokalisan konvex, ezért ezen kérnyezetben a palyagorbék zart gorbék és a palya-
gorbék megkeriilik a (0,0) pontot. Az orig6 stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis. m

3.45. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A palyagorbék egyenlete a fazissi-
2 .
kon: Z- +G(x) = €, ahol G(x) = [; g(t)dt. igy két palya létezik:
y(x) = V2 (C - G(x)),ha G(x) <, (i) illetve y(x) = —v2,/(C — G(x)), ha G(x) < C. (ii)

A feltételek miatt a G(x) - o, ha x - +oo. G folytonos és G(0) = 0. Tetszbleges C > 0 esetén ponto-
san két x érték van, amelyre G (x) = C, egy pozitiv és egy negativ. Tekintsiik a (i) megoldasokat.
Ekkor ezen két pontban az y(x) = 0. Ezen két pont k6zott y(x) > 0 és a palya két pont kozotti da-
rabjat az x-tengely merélegesen metszi. Mivel a (ii) az (i)-nek az x-tengelyre valo tiikrozésével ke-
letkezik, ezért, az origd centrum. m

3.46. Megoldas: (Feladat) T = {(r, ¢): % < r < 1} pozitivan invarians és nem tartalmazza a rendszer

egyensilyi helyzetét, az origot, igy teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. igy 1étezik T-
ben halad6 periodikus palya. m

3.47. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), P,(0,—1), P;(0,—1) P,(3/2,0)
P,(—V2,0). Az x = 0 és az y = 0 egyenesek palyak. Ha a rendszernek lenne periodikus megoldasa,
akkor ebben lenne egyenstlyi helyzet, viszont a rendszer 6sszes egyensulyi helyzete a tengelyeken
van ¢s autoném rendszer 1évén a palydk nem metszik egymast.m

3.48. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. + = rcosr? és ¢ = 1.
A rendszer hatarciklusai: r = E + krm k € N. Ha k paros, akkor ez stabilis, ha k paratlan, akkor in-

stabilis hatarciklus. Igy végtelen sok periodikus megoldas van. m

3.49. Megoldas: (Feladat) A Bendixon-kritérium alapjan, ha a + b # 0, akkor nem 1étezhet zart pa-
lya. Vizsgaljuk meg az a + b = 0 esetet. Irjuk fel a linearis rendszer karakterisztikus fiiggvényét:

A2 — (a+ b)A + (ad — bc) = 0. [gy 22 + (ad — bc) = 0. Ha ad — bc < 0, akkor rendszernek nyereg-
pontja van és ha ad — bc > 0, akkor centruma az origdban. Ez utobbi esetben lehetséges zart
trajektoria. Igy 1étezik zart trajektoridja pontosan akkor, ha a + b = 0 és ad — bc > 0.m

3.50. Megoldas: (Feladat) Tegyiik fel, hogy létezik x(t) periodikus megoldasa T > 0 periddussal.
Az egyenletet szorozva x-tal és integralva 0-tdl T-ig:

0 = [T £(®) 2(D)dt + [ (2(®)) de +¢ [ (£(0) " de + f %(0) sinx(e)de. Mivel [ %(0) x(0)de = 0 és
2@ sinx(0)de = 0, ezért 0 = [] ()" (1 +(x(®) )de. gy x(®) =0 »x(©) =C. m
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3.51. Megoldas: (Feladat) + = rsin?¢(9 — r2(1 + sin?¢)). T = {(r, ¢): \/3—5 < r < 3} pozitivan invari-

ans halmaz, teljesiilnek a Poincaré-Bendixson-tétel feltételei. Létezik a rendszernek T-ben halado
periodikus palyaja. Ez stabilis hatarciklus. m

3.52. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik az kdvetkezd rendszert: x = x?, y = y? és y(t) = costi + sintj,
t € [0,2m] az origbt megkeriild gorbe. Ezek szerint f; (y(t)) = cos?t és f,(y(t)) = sin?t. indy = 0.
(Az origo instabilis egyensulyi helyzet.) m

3.53. Megoldis: (Feladat) + = r2sin~ r > 0-raés #(0) = 0, valamint ¢ = 1.+ = 0 & r = —, azaz
azr = i (n € N) korok a rendszer palyai. Ha nw < % < (n+ Dm esetén 7 < 0, ha n paratlan és

7 > 0, ha n paros. A palyak az r = % korsorok és ezen korok kozotti novekedo vagy csokkend spi-

ralis alakzatok. Az origd Gn. centrum-fokusz. (Az origo centrum-fokusz, ha létezik a rendszernek
{T,, : n € N} zart egymasba skatulyazott palyaja, hogy I, » 0, ha n —» oo gy, hogy I, és I, KO-
z0Ott minden trajektoria tart I, vagy I;,;,-hez, hat —» too. m

3.54. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik a rendszer ¢(t) = (r(t), ©(t)) azon megoldasat, amelyre
r(ty) =1, 0(ty) = 04. A kezdeti érték probléma r;egoldésa r(t) =1¢s0(t) =t + 0, — t,.
Vegyiik a rendszer azon @(t) = (#(t), ©(t)) megoldasat, amelyre 7(t,) = 7, 0(ty) = 04 és 74 # 1.
A kezdeti érték probléma megoldasa: 7(t) = (7, — 1)efot + 1 &s B(t) = (Bp—to)etot +t.

Ekkor |¢(t) — ¢(t)| = (1 + ((Fy — Deto~t + 1)2 —2((Fy — De'o~t + 1) cos (G)(t) - @(t)))z,
ami nagy t-re a folytonossag miatt:|(t) — @)~ (4 — 2 cos(0g — to))%. A ¢(t) nem lehet

Ljapunov-stabilis. A ¢(t) Poincaré-stabilis, sét Poincaré-aszimptotikusan is stabilis. m

3.55. Megoldas: (Feladat) A palyak egyenlete: y(x) = 1+sz, C € R. Tekintsiik az y(x) = 0 palyat. Az

y(x) = 0 gorbe Poincaré-stabilis, s6t aszimptotikus Poincaré stabilis is. m

3.56. Megoldas: (Feladat) Minden (x,y) € R?-re div f(x,y) = —3x?. div f(x,y) =0 csak az
{(x,¥):x = 0}-n, azaz az y-tengelyen teljesiil és ez nullmértékii R?-ben. Mivel ezen kiviil negativ,
ezért a 3.6. Allitas miatt nincs periodikus megoldas. m

3.57. Megoldas: (Feladat) r = 2-re # — 6 + cos ¢ < =5 < 0,és7 = 3-fe 7 = 2 +2cos g > >0

Az r = 2 koron a palydk kozelednek, az r = % koron tdvolodnak a rendszer egyensulyi helyzetétdl, az
origotol, igy kell lennie a két kor kozott periodikus palyanak. m

Megjegyzés: A megoldasban adott Bendixson-zsak élesithet6. Mivel cosp = —1, ezért

i >r(1/2 —r2). Igy, ha r < J1/2, akkor 7 > 0. Mivel cosg < 1, ezért ¥ < r(3/2 — r?). fgy, ha
r>/3/2,akkor i < 0.Igy a T: = {r:\/1/2 < r < \/3/2} is egy Bendixson-zsak. []

3.58. Megoldas: (Feladat) + = 2.57 — r3 + 1.57 cos2¢, ¢ = —2r — 37 cos @ sing

Mivel cos2¢ > —1, ezért 7 > r(1 — r?). Kovetkezésképpen, ha r < 1, akkor # > 0.

Mivel cos2¢ < 1, ezért 7 < r(4 — r?). Kovetkezésképpen, ha r > 2, akkor + < 0.

AT:={r:1 <r < 2}olyan Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyensulyi
helyzetét, az origot. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek 1étezik T-ben fekvé periodikus
palyaja. m

3.59. Megoldas: (Feladat) 7 = r — 2r2 + r2cosg és ¢ = 1.
Mivel cos2¢ > —1, ezért 7 > r(1 — 3r). Kovetkezésképpen, ha r < 1/3, akkor 7 > 0.
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Mivel cos2¢ < 1, ezért < r(1 — r). Kovetkezésképpen, ha r > 1, akkor 7 < 0.

AT:={r:1/3 < r < 1} olyan Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyensii-
lyi helyzetét, az origot. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek 1étezik T-ben fekvé periodi-
kus palyéja. m

Megjegyzés: Meg tudjuk oldani az 7 = r + r2(—2 + cos¢), ¢ = 1 rendszert, 1évén ez egy Bernoulli-

tipust differencialegyenlet. Ezt megoldva, kapjuk r(t) = oSt )_an(t T FaCeE () =t + @o.
0 0
2

Nagy t-re r(t)~ T=cos(t 9y —SITF oy’ Ekkor nagy t-re r(t + 2m) = r(t) és kiszamolhato, hogy

2 cos(t+) 2sin(t+¢,)
x(t) 4—cos(t+¢g)—sin(t+¢,) ’ y(® 4—cos(t+@g)—sin(t+¢,)’
2 X

A fenti paraméteres rendszerbdl kikiiszo-

x2+y2

fgy a hatarciklus egyenlete: 15(x% +y2) —2xy —4(x +y) = 4. m

X .

Y
X242 |x24y2

3.60. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. Tekintsiik az alabbi halmazo-
Kat: Re:= {(x,y): f(x,y) = 0, R;:= {(x,¥): f(x,y) > 0,Rg:= {(x,y): f (%, ) < 0}.

7 = —rf(rcos ¢,rsin @) és ¢ = —g(rcos @, rsin ¢). Vildgos, hogy R;-n 1 < 0 és Rg-n7 > 0.
AT:={(x,y):—e < f(x,y) <& &> 0,e < 1} olyan Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rend-
szer egyetlen egyensulyi helyzetét, az origot. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek 1éte-
zik T-ben fekvo periodikus palyaja. m

bolhet6 a t: x = "

3.61. Megoldas: (Feladat) ¥ = r — r3(1 + 0.5sin%¢p — sin*@) és ¢ = 1.

Az f(¢) = 1+ 0.5sin?¢p — sin*¢ m periodikus fliggvény esetén max f (¢) = i—z ¢és min f (@) = é

I'gy% <1+ 0.5sin?¢ — sin*p < % *)

(*) miatt 7 < r(1 —572), igy ha r > VZ, akkor # < 0.
4
Vi7
AT:={r: \/% < r < v/2} olyan Bendixson-zsak, amely nem tartalmazza a rendszer egyetlen egyen-

(*) miatt 7 > r(1—272), gy ha r < ==, akkor 7> 0.

sulyi helyzetét, az origot. A Poincaré-Bendixson-tétel miatt a rendszernek 1étezik T-ben fekvé peri-
odikus palyéja. m
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4. Fejezet-Megoldasok

4.1. Megoldas: (Feladat) Az origd egyetlen egyenstlyi helyzet. A lokalis instabilis sokasag a

; 2
wtoc = {(cy, c1): ¢ = 0}, a lokalis stabilis sokasag a W,°¢ = {(CO, €1):¢q — 2C3° = 0}. ]

4.2. Megoldas: (Feladat) Az origd egyetlen egyenstlyi helyzet. A lokalis instabilis sokasag a

wtoc = {(cy, c1): ¢ = 0}, a lokalis stabilis sokasag a W,'°¢ = {(CO, c1):c + % = O} . m
4.3. Megoldas: (Feladat) Az orig6 egyetlen egyensulyi helyzet. A lokalis instabilis sokasag a

; 4
wtoc = {(cy, c1): ¢ = 0}, a lokalis stabilis sokasag a W, °¢ = {(CO, c)icy + & — % =0 } ]

9

4.4. Megoldas: (Feladat) Az origo az egyetlen egyensulyi helyzet. A lokalis instabilis sokasag a
wtoc = {(cy,c1): ¢ = 0}, a lokalis stabilis sokasag y(x) = — folg(xu)du. y |

4.5. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A lokalis instabilis sokasag a

2
wtoc = {(cy, c1,¢3):co = 0, c; = 0}, a lokalis stabilis sokasag a W°¢ = {(co, c1,¢3): ¢5 + % =0} m

4.6. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A lokalis instabilis sokasag a

2
Wke = {(co, cq,C3): €1 — % = 0}, a lokalis stabilis sokasag a W!°¢ = {(cg,c1,¢5):co =0,c, =0}, m

4.7. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0) és P,(1,0). A differencialegyenlet speci-

3 2 3 2
alis Hamilton-rendszer, ahol U(x) = - —=-. A trajektoridk egyenlete: >y?+ - = C. A

homoklinikus péalya egyenlete: 3y? = 3x? — 2x3 gorbe lesz x > 0 félsikon. m

4.8. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,5(0, i\/—g), Pys(£1,0) és Pe,(£1, +
P; nyeregpont, a P,5,5 centrum, és a Py, nyeregpont. A rendszer Hamilton-rendszer:
H(x,y) = —ix‘* — %xz + %y‘* — %yz. A homoklinikus gorbe —x* + 2x2? + 2y* —2y? =0, a

1
e

heteroklinikus palya —x* + 2x2 + 2y* — 2y? = % alaku. Ez a gorbe egy ellipszis és egy hiperbola
ugyanis —x* + 2x? + 2y* —2y% = % o (x% ++/2y? —%(\/E+2))(x2 —/2y? —%(2 -vV2). m

4.9. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(1,0) és P;(—1,0). P, nyeregpont, a P,

2,433

és P; centrum. y2(x) = Ce®* + W A homoklinikus palya egyenlete:
2, 453

y2(x) = —%ezx + M, hax>0.m

4.10. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P, (‘*_\}a’ 0) és P3(—41ﬁ, 0). P, nyereg-

pont és mivel a rendszer specialis Hamilton-rendszer, a P, és a P; centrum. A trajektoriak egyen-
lete: y2 + 2x% — x? = C. A homoklinikus palya egyenlete: y% + 2x® —x?> = 0. m

4.11. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(+1,+1). A rendszer Hamilton-ti-
pust, H(x,y) = (1 —x?)(1 — y?). P, centrum és a P, nyeregpont. A heteroklinikus palyak: x = +1 és
y =+1egyenesek —1 <x <1 és —1 <y < 1darabjai lesznek. m
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4.12. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P(nr, 0), ahol n egész szam. A P, ((2n + 1)7, 0)
nyeregpont és mivel a rendszer specialis Hamilton- rendszer, ezért a P, (2nm, 0) centrum. A

trajektoriak egyenlete: % y? = cosx + C. A heteroklinikus palya egyenlete
y(x)=+V2V1+cosx,ha@n—-1Dr <x<(2n+1)r. =

4.13. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(1,0), P,(3,0) és P;(—4,0). A rendszer Ha-
milton-tipust, H(x,y) = 2 y? = 2y2x? — 1y* — 12x + —x2 — Zx* A P;és a Py centrum, a P, nyereg-
pont. A rendszer homoklinikus palyaja a 12—3y2 — %yzxz — %y“ —12x + §x2 — %x‘* = % gorbe.m
4.14. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,0) és P;(—1,0). A differencial-
egyenlet-rendszer Hamilton-tipusu. H(x,y) = % yZ+ %xz - %x‘*. A P;-ben centruma, P, és P;-ban nye-
regpontja van a rendszernek. A palyagorbék egyenlete a fazissikon Zy2+-x? - x*=C. A

heteroklinikus palya egyenlete y = + % 1-x%),|x|<1.m

4.15. |. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet: P;(0,0). A rendszer Hamilton-tipusa.
Vx,y) = y? + e 2 —e ¥ Az orig6 egy (kis) kornyezetében a palyagorbék zartak. m

4.16. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet: P; (0, 0).
A 4.9. Allitas alkalmazzuk, legyen f(x,y) = B(x2 —y2 — 1) és g(x) = x°. m

4.17. 1. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyenstlyi helyzet az origd. V(x,y) =y +In|y — 1| — %xz

elsd integral. AV az origd egy kornyezetében lokalisan konkav. Az origd egy kornyezetében a pa-
lyagorbék zartak. m

4.17. IL. Megoldas: (Feladat) A feladat megoldasara alkalmazzuk a 4.10. Allitést.
1. f(x) = —x péaratlan és x > 0-ra negativ
2. g(x) = x pératlan és x > 0-ra pozitiv. m

4.18. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet a P, (nr, 0).
A feladat megoldasara alkalmazzuk a 4.10. Allitast.

1. f(x) = x paratlan és x > 0-ra pozitiv,

2. g(x) =sinx >0,ha0 < x < m, paratlan. m

4.19. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet a P; (0, 0).
A feladat megoldasara alkalmazzuk a 4.10. Allitast.

1. f(x) = x™ paratlan és x > 0-ra pozitiv,

2. g(x) = x paratlan. m

4.20. Megoldas: (Feladat) A feladat megoldasara a 4.11. Allitast fogjuk felhasznalni.
L F(x) = [} f(®)dt = [} f(¢? — 1)dt = B(x* — x) paratlan fiiggvény,
2. g(x) = x3 péaratlan fiiggvény és ha x > 0, akkor g(x) > 0. m

4.21. Megoldas: (Feladat) A feladat megoldasara alkalmazzuk a 4.10. Allitast.
1. f(x) = ksinx pératlan és a 0 < x < m intervallumban alland6 eldjeli (pozitiv),
2. g(x) =sinx >0,ha0 < x < m, paratlan. m

4.22. Megoldas: (Feladat) V(x, y): = x* 4+ y2. (LfV) (x,y) = 2(2x* + y*)(1 — x* — y?).

Ha x? + y2 < 1, akkor a palyak az egységkor belsejébdl kifelé tartanak és ha x2 + y? > 1, akkor a

palyak az egységkor kiilsejébdl kifelé tartanak. A D = {(x, y): x* + y? = 1} stabilis hatarciklus. m
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4.23. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x? + y2. (LV) (x,¥) = 2(x? + 2y — 1)(x* + y?).

Ha x? + 2y? < 1, akkor a palyak az D = {(x,y): x? + 2y? = 1} ellipszis belsejébdl befelé tartanak,
ha x? + 2y? > 1, akkor a palyak az D = {(x,y): x* + 2y? = 1} ellipszis kiilsejébdl kifelé tartanak.
A D = {(x,y): x* + 2y? = 1} ellipszis az instabilis hatarciklus. m

4.24. Megoldas: (Feladat) V(x,y) = x* + 2y%. (L;V) (x,y) = 2(x* 4+ 4y*)(1 — x* — 4y?).

Ha x? + 4y? < 1, akkor a palyak az D = {(x,y): x? + 4y? = 1} ellipszis belsejébdl kifelé tartanak és
ha x? + 4y? > 1, akkor a palyak az D = {(x,y): x* + 4y? = 1} ellipszis kiilsejébdl kifelé tartanak.

A D, = {(x, y): % <x?+2y2<1 } ellipszisgylrii olyan pozitivan invarians kompakt halmaz, amely
tartalmazza a D ellipszist, ezért a D,-ben van a rendszernek periodikus megoldasa. A
D = {(x,y): x? + 4y? = 1} stabilis hatarciklusa a rendszernek. m

4.25. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(0,1), P, (?, — %) és P, (—‘/;, — %).
A differencialegyenlet-rendszer Hamilton-tipusu, H(x,y) = x%y — %y3 + %yz + %xz. P,, P; és P,
nyeregpont, a P; centrum. A palyagorbék egyenlete a fazissikon x2y — §y3 + %yz + %xz =C.

A heteroklinikus péalya egyenlete: x2y — §y3 + %yz + %xz = % . A heteroklinikus palyak egy egyenld

szara haromszog oldalai: y; (x) = —%,yz(x) =1—+/3x¢és y;(x) =1++3x, ha —g <x< ‘/; [

4.26. |. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A rendszer Hamilton-tipusu,
H(x,y) = xy — §x3. Az orig6 nyeregpont. A lokalis stabilis sokasag a W,'°¢ = {(co,c;): ¢y = 0},

2
a lokalis instabilis sokasag a Wl°¢ = {(cq,¢1): ¢, — % =0} m

4.26. 11. Megoldas: (Feladat) Megadjuk azt az instabilis sokasagot. amely az origoban érinti az in-
stabilis alteret, azaz az x-tengelyt. Tegyiik fel, hogy ez y(x) = Yrr, a,x™ alaka.

] 2_ 2_ 2, ...
Ezek szerint Z—y =Xy (@) G0 g4 (1 — ay)x — agx?.... Méstészt
X X X 2 X
d -
d—i} = xxy = ay + 2a,x + 3az;x%+...

1,
ag =a; =0.1—a, = 2a,,8zaz a, =3 éshan>2, akkor na,, = —a,, azaz a,, = 0. Az x-tengelyt

érint6 instabilis sokasagot leird fliggvény: y(x) = §x2. ]

4.27. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P, (nm,0) (n € Z). Ha |k| < 2, k # 0, akkor a gyo-
kok tiszta képzetesek és a valos résziik (— g) negativ. Az origd aszimptotikusan stabilis fokusz.
Ha k > 2, akkor az orig6 aszimptotikusan stabilis csomopont. k = 0 esetén az origd centrum. m

4.28. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(0,1), P,(0,—1). P, és a P, pontban nyeregpont
van. A differencialegyenlet-rendszer Hamilton-tipusa, H(x,y) = xy? — x. A heteroklinikus péalya az
x = 0 gorbe —1 < y < 1 szakasza. m

4.29. Megoldas: (Feladat) 7 = kr —r3 és ¢ = 1. Ha k < 0, akkor stabilis fokuszpontja van a rend-
szernek. Ha k > 0, akkor létezik egy r = vk sugaru kor stabilis hatarciklus. k = 0 esetén tin. Szuper-
kritikus Andronov-Hopf bifurkdcié van az origoban. m

4.30. Megoldas: (Feladat) 7 = kr +r3 és ¢ = 1.

Ha k < 0, akkor origd stabilis fokuszpont és létezik egy r = v/—k sugarti kor instabilis hatarciklus.
Ha k > 0, akkor 7+ > 0 miatt az origo instabilis fokuszpont és nincs hatarciklus.

k = 0 paraméter esetén Gn. szuperkritikus Andronov-Hopf bifurkdcio van az origbban. m
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4.31. Megoldas: (Feladat) Két hatarciklusa létezik, ha0 <k <1. r =1 +Vk . Az r = 1 + Vk ko-
roknél a bels6 instabilis, mig a kiils6 kor stabilis hatarciklus pozitiv iranyitassal. (k = 1 esetén eltii-
nik a kisebbik periodikus palya.) Ez a két hatarciklus k = 0 esetben egyetlen hatarciklusra valt, az
r = 1 korre. k < 0 esetben nincs periodikus palya. Ez esetben az origo stabilis fokuszpont. m

4.32. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: x,, = HTM X < %y
d.oeset: 0 <k < % Az x, instabilis, mig az x, aszimptotikusan stabilis egyensulyi pont.
2.eset. k = %. AZ x = % egyensulyi helyzet instabilis.
3. eset: k > i. Nincs egyenstlyi helyzet. Lathato, hogy ez esetben a megoldasok monoton csok-

kend modon tartanak az azonosan nulla fiiggvényhez. A k = % a rendszer bifurkacios pontja. m

4.33. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék egyenlete: y(x) = C e?lc. A centralis sokasag
1
Wtoc(0,0) = {(x, y):y = [%e"'ia x < % } tetsz6leges C-re. A lokalis stabilis sokasag:
k axz=
W0 (0,0) = {(cy, cz): ¢; = 0}, Gn. globdlis stabilis sokasag W;(0,0) = {(x,y): x < 0} félsik és a
rendszer Gn. globdlis instabilis sokasdga W;,(0,0) = {(x,0): x > 0} félegyenes. m

4.34. Megoldas: (Feladat) Az origd a rendszer kritikus pontja, 1, = 0 és A, = 1 sajatértékkel.
Keressiik a centralis sokasagot meghatarozo fliggvény kozelitését a y(x) = h(x) = azx? + azx3 +
-+ alakban. Az invariancia miatt: y(t) = h(x(t)). Igy y(t) = h'(x(t)) - x(t). A h(x) fiiggvényre
kapjuk: h(x) + x? = h’(x)(x? — h?(x)), azaz a centralis sokasig harmadrend{i approximacdja:

h(x) = —x? — 2x3. Tovabb approximalva: h(x) = —x? — 2x3 — 6x* — 22x° — 96x° + 0(x”). Az in-
variancia miatt: x(t) = g(y(0)). Igy x(t) = g’ (y(®)) - y(¢t). Az instabilis sokasag negyedrendii appro-
ximécidja: x = g(y) = —%yz + iy‘*. Tovabb approximalva: x = g(y) = —%yz + %y“ + %y5 -

1.6 7
%y +0(y )..

4.35. Megoldas: (Feladat) A palyagorbék egyenlete y(x) = Ce =. A centralis sokasag

1
wloc(0,0) = | (x, y): =[Ce‘x,hax>0
" (0.0) { e 0 ,hax<0

szert kiilon-kiilon meg tudjuk oldani, ezért kapjuk x(t) =

} tetsz6leges C-re. Mivel a differencialegyenlet-rend-
|
1—tC1

instabilis sokasaga W;°¢(0,0) = {(cy,c;): ¢; = 0}, A rendszer un. globdlis stabilis sokasdga
W;(0,0) = {(x,0): x < 0}. A rendszer Gn. globdlis instabilis sokasdga W,,(0,0) = {(x,y): x = 0}. m

és y(t) = cpet. A rendszer lokalis

4.36. Megoldas: (Feladat) E18szor megadjuk azt a W4°¢(0,0,0) = {(x, y, h(x,y))} centralis sokasa-
got. Keressiik a h fliggvényt h(x,y) = a,x? + azxy + a,y? + --- + alakban. Az invariancia miatt a
z = h(x,y)-bol kdvetkezden: z(t) = h'(x(£), y(®)) - (x(t),¥(t)). a; = ay = —1 és az = 0. {gy a cent-
ralis kétdimenzios sokasagot leiro fiiggvény masodrendii kozelitése: h(x,y) = —x? — y% + 0(|£|3).
A centralis sokasag dinamikéjat az (origoé kornyezetében) leird differencidlegyenlet:
o a3 a2 S T P S R 4
X=—-y—x>—xy +0(|§| ),y—x yx< —y 0(|£| )
Polarkoordinata- rendszerre valo attéréssel: 7 = —r3 + 0(|r|*). Ez utobbi differencialegyenlet
egyensulyi helyzete, az origo stabilis fokusz, igy centralis sokasag redukcios tétele miatt az eredeti
differencialegyenlet origodja is aszimptotikusan stabilis. A rendszer stabilis sokasaga a z tengely. m

4.37. Megoldas: (Feladat) Keressiik a centralis sokasagot meghatarozé fliggvény kozelitését a
y(x) = h(x) = a,x? + azx3 + --- + alakban. Ekkor az invariancia miatt: y(t) = h(x(t)). Ezen ossze-

fliggést derivalva, y(t) = h'(x(t)) - x(t). Helyettesitsiik be ebbe az egyenletbe az x €s y derivaltjat a
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differencidlegyenletbdl. Az egyiitthatok 0sszehasonlitasabol adoddan: a, = a €s a; = 0. A centralis
sokasag negyedrend(i approximacioja: h(x) = ax? + 0(x*). gy a centralis sokasag dinamikajat az
(orig6 kornyezetében) leird differencidlegyenlet: x = ax® + 0(x%). A centralis sokasag redukcios
tétele miatt az eredeti differencialegyenlet origdja aszimptotikusan stabilis, ha a < 0 és instabilis, ha
a > 0. Megmutathato, hogy a rendszer stabilis sokasaga az y tengely.m

4.38. Megoldas: (Feladat) Keressiik a centralis sokasagot meghatarozo fliggvény kozelitését a
y(x) = h(x) = azx? + azx3 + --- + alakban. Ekkor az invariancia miatt: y(t) = h(x(t)).

Ezen Osszefliggést derivalva, y(t) = h'(x(t)) - x(t) A centralis sokasdg masodrendii approximacidja:
h(x) = x% + 0(x*). igy a centralis sokasag dinamikajat az (origd kornyezetében) leird differencial-
egyenlet: x = x* + 0(x>). Mivel ez utdbbi egyenletnél az x = 0 megoldas instabilis, ezért a centralis
sokasag redukcios tétele miatt az eredeti differencialegyenlet origéja is instabilis.m

4.39. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(0,0) és P,(—1,0). P, nyeregpont, a P, cent-
rum. A rendszer Hamilton-tipust, H (x,y) = 3x° +5x2 —~y2. A homoklinikus palya

§x3 + %xz - % y2 =0, x < 0 esetén. A lokalis stabilis és instabilis sokasag unicitasa miatt az origd
kornyezetében ezen gorbe alkotja a rendszer stabilis, illetve instabilis sokasagat. m

4.40. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(0,0) és P, (%, 0). P, nyeregpont, a P, stabilis
fokusz. Megprobalkozunk a kdvetkezd (perturbalatlan) x = 2y, v = 2x — 3x?2 () Hamilton-rend-
szer Hamilton-fiiggvényének segitségével globalis vizsgalatot folytatni az eredeti rendszeren. A (*)
Hamilton-fiiggvénye H(x,y) = x> —x% + y2. H(x,y) = 2y%(x® — x? + y?). Ax® — x? + y? = 0 gorbe
invarians halmaz és tartalmazza az eredeti rendszer P, (%, 0) stabilis fokuszpontjat. Ez lesz az eredeti
rendszer homoklinikus palyaja is. m

4.41. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(—1,0) és P,(1,0). P, stabilis fokusz, a P, nye-
regpont. Megprobélkozunk a kivetkezé (perturbalatlan) x =y, y = -x2 — > (+) Hamilton-rendszer
Hamilton-fiiggvényének segitségével vizsgalatot folytatni az eredeti rendszeren. A (x) Hamilton-
fiiggvénye: H(x,y) = —x> +2x +y2. Az eredeti rendszeren: A (x,y) = —y2. (x) A

K ={(x,y): — %x3 + %x + % y? < 0} pozitivan invarians. A K tartalmazza az eredeti rendszer 2
egyensulyi helyzetét, ezért alkalmazhat6 az 5.42. Poincaré-Bendixson-tétel. E szerint egy p € K
pont w-hatarhalmaza az alabbi harom tipus valamelyikebe tartozik: 1. w(p) egy egyensulyi pont. 2.
w(p) egy periodikus palya. 3. w(p) néhany egyensulyi pont ( py, -+, pn) €s olyan (homoklinikus ill.
heteroklinikus) y; palydk unioja, melyekre w(y;) = p; és a(y;) = p;. Mivel div f = —1, igy a
Bendixson-kritérium miatt a rendszernek nem lehet K-ban fekvé p_eriodikus pél;/éja. Kovetkezés-
képpen a rendszernek 1étezik heteroklinikus palyaja. m

4.42. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(—1,0), P,(0,0) és P;(1,0). P, és P; stabilis fo-
kusz, a P, nyeregpont. Megprébalkozunk a kovetkezé (perturbalatlan) x = y, y = x — x3 (x) Hamil-
ton-rendszer Hamilton-fiiggvényének segitségével vizsgalatot folytatni az eredeti rendszeren. A (x)
Hamilton-fiiggvénye: H(x,y) = —2x2 + x* + 2y2. Az eredeti rendszeren: H(x,y) = —4x%y?. (xx) A
H(x,y) = —2x% + x* + 2y? figgvénynek a P; és P; pontban szigort lokalis minimumbhelye van, igy
a P; és P; pont egy-egy kornyezetében H(x,y) > H(P,), ha (x,y) # (—1,0), illetve H(x,y) > H(P;),
ha (x,y) # (1,0) és a P, pontban nyeregpont van. Az orig6 stabilis sokasaga az eredeti rendszerben
a h(x) = —x. Az orig6 instabilis sokasaganak egy hetedrendii approximaciodja az eredeti rendszerben
aglx) = —6—14x7 — ix5 — %x3 + x 0(x®) figgvény. A K = {(x,y): —2x% + x* + 2y? < 0} pozitivan
invarians. A K tartalmazza az eredeti rendszer 3 egyensulyi helyzetét, ezért alkalmazhato az 5.42.
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Poincaré-Bendixson-tétel. E szerint egy p € K pont w-hatarhalmaza az alabbi harom tipus valame-
lyikébe tartozik: 1. w(p) egy egyensulyi Eont. 2. w(p) egy periodikus palya. 3. w(p) nehany egyen-
sulyi pont ( pq, -, pn)_éS olyan (homoklinikus ill. heteroklinikus) y; palyak unidja, melyekre

o) =pi és_a(yi) = p;- A rendszernek a stabilis fokuszpontok miatt nem lehet K-ban fekvd perio-

dikus palyaja. Nem lehetséges a homoklinikus palya létezése sem. A rendszernek 1étezik
heteroklinikus palyaja. m

4.43. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzet P,(1,0), P,(1,—1), P5(0,0) és a P,(0,—1)
A rendszer Hamilton-rendszer. A P; és P, stabilis fokusz, a P, és P; nyeregpont. A Hamilton-fiigg-
vény: H(x,y) = §y3 + %yz - %x3 + %xz. A heteroklinikus palya a %y3 + %yz - %x3 + %xz = %gérbe.
A heteroklinikus palyak egy-egy heteroklinikus hurkot alkotnak, ugyanis,

1yt 13,12 1 et o 1,41, 1

3y +2y 3 X +2x 6—(y x+1)(3y +3x +3xy 6x+6y 6),

ami egy egyenes ¢€s egy ellipszist takar. m
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5. Fejezet-Megoldasok

5.1. I. Megoldas: (Feladat) x(t) = xge™t és y(t) = ype *t. A feltétel szerint h(xe™) = h(x)e .

k' hax>=0
Lathato, ha k paros, akkor h(x) = {x ! o
p € —xk¥hax <0

homeomorfizmus a két rendszer palyagorbéi kozott. m

ha k paratlan, akkor h(x) = x* a megfeleld

5.1. Il. Megoldas: (Feladat) Tekintsiik altalaban az adott x(t) = f(x(t)) n-dimenzios rendszert és
tegyiik létezik y(t) = g(x(t)) diffeomorfizmus. Ekkor y = g'(g™*(»)) - f( g™ (¥)). EKkor —ky =
9 (97 ) - (=97 (). A megfeleld diffeomorfizmus a g(x) = x* leképezés lesz. m

5.2. Megoldas: (Feladat) Az 5.13. Allitas értelmében a két rendszer topologikusan ekvivalens. m
5.3. Megoldas: (Feladat) Az 5.13. Allitas értelmében a két rendszer topologikusan ekvivalens. m

5.4. Megoldas: (Feladat) A két rendszer esetén a dim Eg(4) = dim E¢(B) és dim E,(4) = dim E, (B).
fgy az 5.13. Allitas értelmében a két rendszer topologikusan ekvivalens. m

5.5. Megoldas: (Feladat) Az A = (_1 1) ésB = G _D matrixok hasonlok. A rendszerek kozotti

homeomorfizmust, st diffeomorfizmust a y = h(x): = Hx leképezés valositia meg. Kiszamolhato,

(1 0 — (x —
5.6. Megoldas: (Feladat) ¢, (xy,x2):= (e *xy,e7'xp) €s Yy, ¥2):= (€™ (1 + 2tyz), e 'y2). A
rendszerek kozotti homeomorfizmus a h(xg, x;) = (x; — 2x,1nx;,,x,). B

5.7. Megoldas: (Feladat) ¢, (x,x2): = (e 7**x1, e 7 x3) €s P (y1,¥2): = (7 (y1 + ty2), e *Fy).

A rendszerek kozotti homeomorfizmus a h(xq,x;) = (x; — %lenxz, Xp). W

5.8. Megoldas: (Feladat) 7 = r(1 —r) és @ =1. Az r(0) = x egyenletet megoldva r(t) = %
Definialjuk a megfeleld Poincaré-leképezést: P: (0, +o0) — (0, +), a palyagorbét az (1,0) pontban
metsz6 egyenes, a megfeleld transzverzidlis metszet legyen az x-tengely pozitiv félegyenese és
P(x) =r(2n). igy P(x) = xe?”

. . 1-x+xe2™
rendszer stabilis hatarciklusa. m

. A rendszer hatarciklusa az r = 1 gorbe és az r = 1 gorbe a

5.9. I. Megoldas: (Feladat) # = r(u — r2) és @ =1. (*) Az 7(0) = 1o, 0(0) = ¢, kezdeti feltétellel
! 1) e 22 t 4 ). Le-

szamolva, kapjuk a (*) rendszer megoldasara: ¢(ro, ¢o) = ((i + (r—z —
gyen A ={(r,p):r >0, ¢ = @y}. Latszik, hogy a (*) megoldasa t = 2r-re visszatér A-ra. Legyen

P: 9 > U definialva: (ro, 9o) = 2 (7o, 90): = ((% + (roiz - i) e~ 412 21 4 ). AZ
r - (i + (rlz — %) e~4™)~1/2 |eképezés (egyetlen) fixpontja r = [u. Az r = /i periodikus palya. A

leképezés derivaltja a \u helyen e~*"* < 1, igy az 5.24. Allitas miatt az r = /u a rendszer stabilis
hatéarciklusa. m

5.9. I1. Megoldas: (Feladat) A feladatot megoldhatjuk Floguet-elmélet segitségével is.
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Tegytik fel, hogy u = 1. Tekintsiik a y ={(x,y) = (cost,sint):t € R} gorbét. Ekkor a rendszer

2 .
linearizalt matrixa a y gorbén f'(y(t)) = —Zcos”t —1—2sintcost) gis sserencsével”
. . ']/ g . URVAO) (1 —2sintcost —2sin’t ) .
meg tudjuk oldani a linearizalt egyenletet: z(¢) = f'(y(t)) z(t), éspedig ezen rendszer alapmatrixa
-2t G . . —4m
d(t) = (e _ZtC(_)S t Sin t). Ebbdl kovetkezdleg a monodromia matrix & (2w) = (e 0). Az 1
= e “*sint cost = 0 1

mellett a masik sajatértéke, az un. Floquet-multiplikator: e ~*7. Az 5.32. Allitas miatt az r = 1 perio-
dikus palya orbitalisan aszimptotikusan stabilis. m

5.10. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = x? + y%. Az % sugaru korben a palyak tavolodnak az origétol,

a 1 sugart koron kiviil viszont kozelednek hozza. Tekintsiik P: [\/%, 1] - [le, 1] Poincaré-leképezést
1

7 1] esetén legyen P(x) € [\/%, 1] az a pont, ahova az x pont-

bol induld palya eldszor visszaérkezik. A Brouwer-féle fixpont-tétel miatt van a leképezésnek fix-
pontja. Ez a pont periodikus pont. A palyak kiviilrél és beliilr6l racsavarodnak erre, igy a rendszer-
nek ez stabilis hatarciklusa. m

a kovetkezoképpen: Tetszoleges x € |

5.11. Megoldas: (Feladat) 7 = (1 —7r2) és ¢ = —1. (*) A szétvalaszthato differencialegyenletet
megoldva, az r(0) = ry, ¢(0) = ¢, kezdeti feltétellel szamolva, kapjuk a (*) rendszer megoldasara:
(1o, 9o) = ((1 + (ri2 —De )72 —t + ¢y). Legyen A = {(r,9): 7 > 0, ¢ = po}. A (*) megoldasa
- 0
t = 2m-re visszatér A-ra. Legyen P: A —» A a kdvetkezOképpen definialva:

(o, 0) = Pan(to, 90):= (1 + (5 — De™*)™V2,—2m + @), azaz r - (1 + (; — De™*m)71/2

bt ) ’

A fenti leképezés (egyetlen) fixpontja r = 1.Igy az r = 1 periodikus palya. A leképezés derivaltja az
1 helyen e™*" < 1, azaz az 5.24. Allitds miatt az r = 1 stabilis hatarciklus. m

5.12. Megoldas: (Feladat) V(x,y): = x? + y2. Az egységsugaru korben a palyak tavolodnak az ori-
gotol, a V2 sugart koron kiviil viszont kozelednek hozza. (— 3.10. Feladat) fgy a megfeleld kor-
gyliri pozitivan invarians halmaz. Ertelmezziik a P: [1,v2] - [1,v/2] Poincaré-leképezést a kovet-
kez6képpen: Tetszdleges x € [1,/2] esetén legyen P(x) € [1,+/2] az a pont, ahova az x pontbdl in-
duld palya eldszor visszaérkezik. A Brouwer-féle fixpont-tétel miatt van a leképezésnek fixpontja.
Ez a pont periodikus pont. A rendszernek ez stabilis hatarciklusa. m

5.13. Megoldas: (Feladat) Az origé koriili egységsugara korben a palyak tavolodnak az origotol, a
V2 sugart koron kiviil viszont kozelednek hozza.. (— 3.9. Feladat) Igy a megfelelé korgyiirii poziti-
van invarians halmaz. Ertelmezziik a P: [1,v2] = [1,v2] Poincaré-leképezést a kovetkezoképpen:
Tetszbleges x € [1,v2] esetén legyen P(x) € [1, V2] az a pont, ahova az x pontbél indulé pélya elé-
szOr visszaérkezik. A Brouwer-féle fixpont-tétel miatt van a leképezésnek fixpontja. Ez a pont peri-
odikus pont. A rendszernek ez stabilis hatarciklusa. m

5.14. 1. Megoldas: (Feladat): x; (t) = xj9e 7%, x,(t) = x50e" + %xlzo(et —e™2h),

x.e”t

_ , _ (17t yi\ _ — X1
ot x) = (xzetJ%x%(et_e—zt)) e Yty = (yzet))' (yz) = h(x,xz) = (x2+§xf.>' "

5.14. I1. Megoldas: (Feladat) A lokalis instabilis sokasag egyenlete: W,/°¢ = {(c,, ¢;): ¢y = 03,
ugyanakkor a lokalis stabilis sokasaga a W,o¢ = {(co, cl):c + % = O}. Az eredeti instabilis és stabilis
altér y tengely iranya transzformacioval képzddik le a homeomorfizmus altal a megfelel6 instabilis
¢s stabilis sokasagra. h(x,y) = (x,y + §x2). [

5.15. Megoldas: (Feladat) x, (t) = x e, x,(t) = x,e t + %xlz(e” —e™ ).
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xqet

_ , _ J/1et
ptx) = (xze‘t+%x%(ez‘f—e_t)> s Py = (YZe_t))'

(i;) = h(xy, x2) = (X1, xp — §x12) n

5.16. Megoldas: (Feladat) x; (t) = xj0e7¢, x5 (t) = x50et + %xfo (et —e™3Y),

x.e”t

_ , _(yie7"
ot x) = (xzet&xf(et—e‘“)) s PEy = (Yzet))'

1
(72) = her w) = G, 2+ 22 m

5.17. Megoldas: (Feladat) x, (t) = cet, x,(t) = c,et + %cg(e“ —e ) és x3(t) = cpet + cé(e?t —et)
@t x) = (coet, cret +§C§(€2t —e™"), et +cf(e* —eh) és P(t,y) = (doe’, die™", dye")

17 1
A megfeleld homeomorfizmus: h(xy, x5, x3) = (x1,x, — Exlz, x3—x%). 1

5.18. Megoldas: (Feladat) V(x,y,z): = %(x2 +y?% + (z — 0 —1)?). EKkor
(LV) (x,y,2) = —ox? —y? — %b(z —o—-1)+ %b(a + 1)2. Jelolje A = min{o, 1, %b}. Ekkor
(LfV) (x,y,2) < —22V(x,y,2)+ %b(a +1)?
Az egyenlbtlenséget oldalat integralva: V(x,y,z) < V(xo, Vo, Zo)e 2 + 4b_,1 (0 +1)2(1—e 21
igy V(x,y,z) <1+ 4%(0 +7r)2 =R hat>tp, = %anD-re, ahol vV, = max{V(x,y,2): (x,y,z) € D}
IgyaV(x,y,z) t >ty esetén feliilrdl korlatos, a felsé korlatja R*. W
Megjegyzés: Az origd pontosan akkor lesz aszimptotikusan stabilis, har < 1. V(x,y, z): = %(x2 +

a(y? + z?). Ekkor V(0,0,0) =0, V(x,y,2z) = 0 és V(x,y,z) = 0 esetén (x,y,z) = (0,0,0).
(LeV) (x,y,2) = —0(x* = (1 + 1)xy + y*) — obz?. x* — (1 + r)xy + y* > 0 pontosan akkor, ha r < 1.

5.19. Megoldas: (Feladat) Az egyetlen egyensulyi helyzet az origo instabilis fokusz. Az {(x,y) €
R?: |x| < 1, x2 + y? > 0}-bol inditott palyak az x = 1, illetve az x = —1 egyenesekhez tartanak. Igy
az ilyen tartomanybdl inditott (x, y) esetén w(((x,y))) ={(-1,¥): y e R}U{(1,y): y ER}. m

5.20. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzete az (r, ¢) rendszerben:

(r, ) = (a,0),(r,9) = (a,m) és r = 0. Mind a harom egyensulyi helyzet instabilis. Az r = a stabilis
hatarciklus, pozitiv koriiljarasi irannyal. A rendszer w-hatarhalmaza az (a, 0) és a (—a, 0) pontokat
0sszekotd heteroklinikus korpalya. m

5.21. Megoldas: (Feladat) Az y = 0 egyenes egy palya. Ezen palyan x = 1 — x, azaz x < 1 esetén x
monoton nd, azaz jobbra mutat, x > 1 esetén x monoton csokken, azaz balra mutat. Egyébként a
(1,0) egyensulyi helyzet. A kezdeti értékhez tartozd w-hatarhalmaza az (1,0) pont. m

5.22. Megoldas: (Feladat) (r, ¢,) kezdeti értek esetén, ha 0 <1 < 1, vagy r, > 1, akkor az w-ha-

tarhalmaz az r = 1 (stabilis) hatarciklus és 7, = 0 esetén az w-hatarhalmaz természetesen a {0}. m
5.23. Megoldas: (Feladat) Ekkor az origd a rendszer (egyetlen) aszimptotikusan stabilis egyensulyi
helyzete, igy természetesen minden x € R™ esetén w(x) = {0}. m

5.24. Megoldas: (Feladat) A kovetkez6 halmaz elnyel6 halmaz lesz:

Bs = {(x,y):[-1—=6,1+ 6] x[-4,6], § > 0}
Tekintsiik az x(ty) = x, és y(to) = vy, kezdeti feltételt. Ekkor
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xoet

Jx%e2t+x%e2t0_e2t0

xoet

Jx(Z)ezt_x(z)eZto L e2t0

, és y(t) = ypet.

|x] < 1-re x(t) = , x| > 1-re x(t) =

(x(t), y(t)) € Bs elegendben nagy t-re. Az aszimptotikusan stabilis egyensulyi pontok a P;(1,0) és a
P,(—1,0) pontok. m

5.25. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P;(0,0), P,(—1,—1) és P3(1,—1). A megadott
tulajdonsagu 2 esetén P; instabilis fokusza, a P, és a P; nyeregpont. Az y = —1 egyenes palyat alkot.
Az invarians palyak h(x) = —1 és h(x) = 1 — 2x2. Ezen gorbék egyidejiileg a rendszer
heteroklinikus palyai is lesznek, ugyanis a két nyeregpontot kotik 6ssze egymadssal. Mivel az origo-
ban instabilis fokusza van, ezért a fenti két gérbe unidja lesz a rendszer w-hatarhalmaza. m

5.26. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzetek: P;(0,0), P,(v2,v2) és a P;(—V2, —V2).

P, instabilis, a P, és P; stabilis fokusz. Az y = 1 és az y = 1 egyenesek is palyat alkotnak. Az
{(x,y) € R% |y| < 1, x2 + y? > 0} tartomanybol inditott palydk az y = 1, illetve az y = —1 egyene-
sekhez tartanak. Az ilyen tartomanybol inditott (x, y) esetén w((x,y)) = {(x,y):y =1Uy = —1}.

5.27. Megoldas: (Feladat) Egyszeriien belathato a csoporttulajdonsag. Kénnyen megmutathato.
hogy a rendszer jobboldala: f(x,y) = (x,—y + x*).m

5.28. Megoldas: (Feladat) Egyszeriien belathato a csoporttulajdonsag. Kénnyen megmutathato.
hogy a rendszer jobboldala: f(x,y) = (x% —y).m

5.29. Megoldas: (Feladat) Egyszeriien belathato a csoporttulajdonsag. Konnyen megmutathato.
hogy a rendszer jobboldala: f(x,y) = (2x + y3,—y).m

5.30. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(—1,1). A rendszer Hamilton-rend-
szer, P, nyeregpont, a P, centrum. H(x,y) = xy —x* + . A homoklinikus pélya:

H(x,y) = xy — §x3 + § y3 =0, x < 0. Keressiik az instabilis sokasagot meghatarozo fiiggvény ko-
zelitését a y(x) = h(x) = a,x? + azx3 + --- + alakban. A lokalis instabilis sokasag 6todrendii appro-
ximaciodja: h(x) = §x2 — %xS. Keressiik a stabilis sokasagot meghataroz6 fiiggvény kozelitését x =
g() = byy? + byy3 + -+ alakban. A lokalis stabilis sokasag otodrendii approximacidja: x =

§ yi+ gys. ]

5.31. Megoldas: (Feladat) Egyetlen egyensulyi helyzet az origd. A rendszer Hamilton-rendszer.
H(x,y) = xy — %x‘* + %y“. A szeparatrix: H(x,y) = xy — %x“ + %y“ =0.m

5.32. Megoldas: (Feladat) Az egyenstlyi helyzet, a P(0, 0) instabilis. x; (t) = c;e™t.

x,() = et + cFe(e™3t — e2t) = (¢, — ecd)e?t + ece3t. Igy a megoldasokra kapjuk:

-t
ot x) = ((C o

2—ecd)etiecde3t
rendszer lokalis instabilis sokasaga: W,!¢ = {(c;,c3):c; = 0}). m

). A lokalis stabilis sokasaga: Wil°¢ = {(cy,c3):c; —ec;® =0}, a

5.33. Megoldas: (Feladat) Az egyensulyi helyzetek: P, (0,0), P,(1,1). A rendszer Hamilton-rendszer
a P, nyeregpont, a P, centrum. H(x,y) = —xy +3x> +-y% A H fiiggvénynek a P,(1,1)-ban lokalis
minimumhelye van. A homoklinikus palya: H(x,y) = —xy + §x3 + %yz, x > 0. Keressiik a stabilis
sokasagot meghatarozo fiiggvény kozelitését a y(x) = h(x) = a,x? + azx® + --- + alakban.

Ekkor az invariancia miatt: y(t) = h(x(t)). Ezen 6sszefliggést derivalva, y(t) = h'(x(t)) - x(t).
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Helyettesitsiik be ebbe az egyenletbe az x €s y derivaltjat a differencialegyenletb6l. Ekkor a h(x)
fiiggvényre kapjuk: h(x) — x% = h'(x)(h(x) — x), azaz
(a; — Dx? + azx® + ayx*+...= (2ayx + 3a3x% + 4a,x3 .)(—x + ayx? + azx3 + azx* + asx®+...

Az egyiitthatok 6sszehasonlitdsabol adoddan: a, = %, as = 1—18, a, =0,as = 3—10 stb.

Igy a lokalis stabilis sokasag negyedrendii approximacidja: h(x) = éxz + 1—18x3 + 3—10x4. |

5.34. Megoldas: (Feladat) Az 5.56. és 5.57. Megjegyzésben mondottak szerint

P(ny) = x €s Q(x»J/) =Y.

m = 1. A Z = 0 koroén 4 darab egyensulyi pont van: P;(1,0), P,(—1,0), P;(0,1), P,(0,—1).

a) A P;(1,0), P,(~1,0) pontokban ¥ = 0, ezértn = 5 és 7 =1.

n=-2n llletve 7=-1 (*).

Az (*) egyensulyi helyzete a (n,7) = (0, 0). Ez tartozik a P; (1, 0), P,(—1, 0) pontokhoz.
Ezen pontok stabilis csomdpontok.

b) A P;(0,1),P,(0,—1) pontokban ¥ # 0, ezért § =3 és { =7

§=2§ ¢ (=0 (")

Az (**) egyensulyi helyzete a (¢,¢) = (0,0). Ez tartozik a P;(0,1), P,(0,—1) pontokhoz.
Ezen pontok instabilis csomdpontok. A teljes gombfeliileten 6sszesen 6 egyensulyi helyzet van, 4
csomo és 2 nyeregpont. Az egyensulyi pontok indexeinek az 6sszege 41+ 2 - (—1) = 2, ami meg-
egyezik a gdomb Euler-féle karakterisztikajaval. m

5.35. Megoldas: (Feladat) Az 5.56. és 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint ha-
ladva

P(x,y) =x¢es Q(x,y) = 2y.
m = 1. A Z = 0 koron 4 darab egyensulyi pont van: P;(0,1),P,(0,—1),P;(1,0),P,(—1,0).
a) AP;(0,1),P,(0,—1)esetén Y # 0, ezért & = % ¢s (= % :
§=—¢ & ¢=-20 ()
Az (*) egyensulyi helyzete a (¢,¢) = (0, 0).
Ezen pontok stabilis csomépontok. Ez tartozik a P;(0,1), P,(0,—1) pontokhoz.

b) A P5(1,0), P,(—1,0) pontokban ¥ = 0, ezért n = = és =2,

n=mn illetve i=-1 (*)
Az (*) egyensulyi helyzete a (n,7) = (0, 0). Ez tartozik a P, (1,0), P,(—1, 0) pontokhoz. Ezen pontok
nyeregpontok. A teljes gombfeliileten 6sszesen 6 egyensulyi helyzet van, 4 csomdpont és 2 nyereg-
pont. Az egyensulyi pontok indexeinek az dsszege 4 -1 + 2 - (—1) = 2, ami megegyezik a gomb Eu-
ler-féle karakterisztikajaval. m

5.36. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
Xx=P(x,y)=—-4y+2xy—8
y=0Q(xy) =4y*—x%.
A rendszer egyensulyi helyzetei: P, (4,2), P,(—2,— 1). A linearizalt rendszernek a P; pont instabilis
csomopontja, mig a P, pont stabilis fokuszpontja. m = 2. Aa Z = 0 kdron 6 darab egyensulyi pont

e

Mivel Y¢0,ezértf=§ és Z=§.

§=-20—40—-802+¢ & (=-((4-¢3) (%)
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A (*) egyensilyi helyzetei: {(0,0),(v/2,0),(—v2,0)}. A (*) linearizalasaval megmutathato, hogy a
(0,0) stabilis csomopont, mig a (++/2, 0) nyeregpont.
Igy lathato (a gombfeliiletet vetitve a megfeleld sikokra) a végtelenben 1évé megadott 6 egyensulyi

et 5 (. ) (e ) (o ()

ban nyeregpont, a P,(0, 1) és Pg(0, —1) pontokban csomodpont.

Mivel m = 2 paros, igy az atloés pontok iranyitasa ellentétes jellegiieck. A P,(0,1) stabilis, mig a
Pg(0,—1) instabilis csomopont. Szemléltethetd a fazissik vetiilete a gomb egyenlitdi sikjara. A teljes
gombfeliileten 6sszesen 10 egyensulyi helyzet van, 4 csomopont, 4 nyeregpont és 2 fokuszpont. Az
egyensulyi pontok indexeinek az 6sszege 4-1+ 4 - (—1) + 2-1 = 2, ami megegyezik a géomb Euler-
féle karakterisztikajaval. m

5.37. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) =2x+yés Q(x,y) = x + 2y.
m = 1. AZ = 0 koron 4 darab egyensulyi pont van:

P(35) e (G- 5) (5 5) p (-5 F)

2
Mivel Y # 0, ezert€—§ ¢s ( =

"<IN

f=1—52 és {=—C(¢+2) (M
(*) egyensulyi helyzetei: {(1,0),(—1,0),}. A (*) linearizalasaval megmutathatd, hogy a (1, 0) stabilis
csomoépont, mig a (—1,0) nyeregpont. Igy lathato (a gdmbfeliiletet vetitve a megfeleld sikokra) a

végtelenben 1évé megadott 4 egyensulyi helyzet jellege. A rendszernek a P, (\/_ \/_) P, (— £ — £)

2’ 2
pontokban stabilis csomopontja, mig a P, (‘/— W) P ( 2 W) pontokban nyeregpont van. igy
szemléltethetd a fazissik vetiilete a gdmb egyenlitéi sikjara. A teljes gombfeliileten 6sszesen 6
egyensulyi helyzet van, 4 csomo és 2 nyeregpont. Az egyenstlyi pontok indexeinek az dsszege 4 -
1+ 2-(—1) = 2, ami megegyezik a gdomb Euler-féle karakterisztikajaval. m

5.38. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
Px,y)=x—y—y3¢és Q(x,y) =x+y+x5

Lathat6, hogy m = 3. A Z = 0 koron nincs egyensulyi pont. Igy csak végesben van egyensulyi

pont, az origd. ami instabilis fokusz. A teljes gombfeliileten dsszesen igy 2 egyensulyi helyzet van,

2 fokuszpont. Az egyenstlyi pontok indexeinek az dsszege 2 - 1 = 2, ami megegyezik a gomb Eu-

ler-féle karakterisztikajaval. m

5.39. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
Px,y) = —x—y* & Q(x,y) =y +x°.
Lathato, hogy m = 2. A Z = 0 koron 2 darab egyensulyi pont van: P; (

Mivel Y;tO,ezertE—% és {—;.

§=-280-1-¢ & {=-0+) ()
(*) egyetlen egyenstlyi helyzete: (¢, {) = (—1,0). A (*) linearizalasaval megmutathato, hogy a
(—1,0) stabilis csomopont. (Ez tartozik a P, (‘F \F) ponthoz.) Igy lathat (a gombfeliiletet ve-
titve a megfeleld sikokra) a végtelenben 1évé megadott 2 egyenstlyi helyzet jellege. A
P, (‘/— ‘/_) pontban stabilis csomopont, miga P, ( \/2— \/—) pontban instabilis csomépont. igy

szemléltethetd a fazissik vetiilete a gdbmb egyenlitdi sikjara. A rendszer Hamilton tipust, igy egy-
szeriien meggondolhato, hogy a (0, 0) pontban nyereg, mig a (—1,—1) pontban centruma van. A tel-
Jjes gombfeliileten 6sszesen 6 egyensulyi helyzet van, 2 (végtelenbeli) csomo, 2 centrum és 2 nye-
regpont. Az egyensulyi pontok indexeinek az 6sszege 2 a gomb Euler-féle karakterisztikaja miatt. m
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5.40. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) = —2x%2 +y2 és Q(x,y) = —x? + 2y2.

= 2. A Z = 0 koron 2 darab egyensulyi pont van: P; (\/_ \/—) P, (\/_ f )

Mivel Y;to,ezertf—% és {—;.

§=-282+1+83-2¢ & (=0(§*-2) ()
Konnyen megmutathato, hogy (*) egyetlen egyensulyi helyzete: (¢, {) = (—1,0). A (¥)
linearizalasaval megmutathato, hogy a (—1,0) nyeregpont. (Ez tartozik a P, (\/_ \/_) ponthoz.) igy
lathato (a gombfeliiletet vetitve a megfeleld sikokra) a végtelenben 1évé megadott 2 egyensulyi

helyzet jellege. A P, (‘F ‘ZF) aP, ( 2 ‘F) pontban nyeregpont. igy szemléltethet6 a fazissik

vetlilete a gdomb egyenlitoi sikjara. A teljes gombfeluleten Osszesen 4 egyensulyi helyzet van, 2 in-
stabilis (az origonak megfeleld) egyensulyi helyzet és végtelenbeli 2 nyeregpont. Az egyensulyi
pontok indexeinek az Gsszege 2 a gomb Euler-féle karakterisztikaja miatt, ezért ennek az indexe 2

kell, hogy legyen. m

5.41. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) = x2+2xy és Q(x,y) = —x? + xy + y2.

m = 2. AZ = 0 koron 2 darab egyensulyi pont van: P,(0,1),P,(0,—1).

Mivel thO,eZértfzé és (=§. fgyé=¢83+¢&¢é (=¢¢2-0-1) (*

A (*) egyetlen egyensulyi helyzete: (¢, {) = (0,0). A (*) linearizalasaval megmutathat6, hogy a (0, 0)

nyeregpont. (Ez tartozik a P;(0,1) ponthoz.) Igy a rendszernek (a végtelenben 16v8) P;(0,1) és a

P,(0,—1) pontban nyeregpontja van. A teljes gombfeliileten Gsszesen 4 egyensulyi helyzet van, 2

instabilis (az origonak megfeleld) egyensulyi helyzet és végtelenbeli 2 nyeregpont. Az egyensulyi

pontok indexeinek az Gsszege 2 a gdmb Euler-féle karakterisztikaja miatt, ezért ennek az indexe 2

kell, hogy legyen.m

5.42. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) = x* +y? és Q(x,y) = 2xy.
m = 2. AZ = 0 koron 6 darab egyensulyi pont van:

PL(1,0),P,(=1,0), Py (2,2, p, (2, - 2), ps (-2, 2) b (-2,-2),
a) P,(1,0),P,(—1,0) esetén Y = 0, ezért legyen n —§ és T= 5
n=-n3+n llletve 7= —T—Tn *)
Az (*) egyensulyi helyzete a (n,7) = {(0,0), (1,0), (—=1,0)}. A (*) linearizalasaval megmutathato,
hogy a (0, 0) nyeregpont, mig a (1,0), (—1,0) pont stabilis csomopont.

b)P3(‘/— ‘/2—) P4(‘/— ‘/—) P5( ‘/—,%—),Pg,( \/2— ‘/_)esetenY;tO ezertf—% €s C——

§=1-¢%¢s {=-20¢ (*)
A (**) egyensulyi helyzetei: (¢, ) = {(1,0), (—1,0)}. A (**) linearizalasaval megmutathato, hogy a
(1,0) stabilis csomopont, mig a (—1,0) instabilis csomépont. fgy a P, (0,1) a P,(0,—1) pontokban

(\F \F) P4(\F \F) Ps( \F\F) Pe( vz \F)pontokbancsomopont

van. A teljes gombfeliileten 6sszesen 8 egyensulyi helyzet van, 2 1nstab11|s (az origbnak megfeleld)
egyensulyi helyzet és 6 végtelenbeli egyenstlyi helyzet. m

nyeregpont, mig a P;

5.43. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) =x+x3ésQ(x,y) =y +y3

m = 3. A Z = 0 kordn 8 darab egyensulyi pont van:
PL(1,0),P5(=1,0), P3(0,1), Py(0,~1), Ps (2,2 ), p (2, 2 p, (- 2,2 p (- 2,-2),

27’2
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a) P,(1,0),P,(~1,0) esetén ¥ = 0, ezértn =~ és 7==
n=n3—-n lletve t=-1-13 (¥
A (*) egyensulyi helyzete a (n, ) = {(0,0),(1,0),(—1,0)}. A (0,0) ponthoz tartozik a
P;(1,0), P,(—1,0) végtelenben vett egyensulyi helyzet. A (*) linearizalasaval megmutathato, hogy a
(0,0) stabilis csomépont, azaz a P, (1,0), P,(—1,0) stabilis csomopont.

B) P2 (0, 1), Py 0. 0P (2 2),p6 (2, 2),p, (-2, 2) 5y (- 2, -2 esetén v % 0,
ezért legyen ¢ _7 és (_é

§=8—¢ & (=-0(¢*+1) **)
(**) egyensulyi helyzetei: (¢, {) = {(0,0),(1,0),(—1,0)}. A (**) rendszer linearizalasaval megmutat-
hato, hogy a (0,0) stabilis csomopont (ehhez tartozik a végtelenbeli P;(0,1),P,(0,—1) egyensulyi

helyzet), az (1,0) nyeregpont (chhez tartozik a végtelenbeli Pg (‘/— \/_) Py (—£ - \/_) egyensulyi
helyzet), mig a (—1, 0) szintén nyeregpont (ehhez tartozik a végtelenbeli Pg (\/— ‘/—) P, ( ‘/2— ‘/2—)

egyensulyi helyzet). A rendszernek a végtelenben a P;(1,0),P,(—1,0),P5(0, 1), P,(0,—1) pontokban

stabilis csomdpontja, mig nyeregpontja Ps (‘/— \/2_) P (\/— \/_) P7( V;,g),P8 (—g—g) a
pontokban van. A teljes gombfeliileten 10 egyensulyi helyzet van, 4 stabilis csomopont, 2 instabilis
csomopont (az origdnak megfeleld) egyenstlyi helyzet €s 4 nyeregpont. Az egyensulyi pontok inde-

xeinek az osszege 6 -1 + 4 - (—1) = 2, ami megegyezik a gomb Euler-féle karakterisztikajaval. m

5.44. Megoldas: (Feladat) Az 5.57. Megjegyzés és az 5.34. Feladat megoldasa szerint haladva
P(x,y) =y ¢s Q(x,y) = —4x — 5y.
m=1. A Z = 0 korén 4 darab egyenstlyi pont van:

P(-25) (53w w) A )

P, (—7272) P, (‘/2E g),& (—\/%\/%) P, (\/1_ \/_) esetén Y # 0, ezért & —é €s (==
§=4824+58+1 és {=((4&+5) (**)

(**) egyensulyi helyzetei: (¢, ¢) = {(—1,0), (—1, O)}. A (**) rendszer linearizalasdval megmutathato,

(%)

hogy a (—1,0) nyeregpont (ehhez tartozik a végtelenbeli P, egyensulyi helyzet), az

(— 20 instabilis csomopont (ehhez tartozik a végtelenbeli P, (
\/_ V2 V2 2
2 ) s Py (2
Py (— ﬁﬁ) P, ( \/1_ \/_) instabilis csomopontja van. A teljes gombfeliileten Gsszesen 6 egyen-
sulyi helyzet van, 2 instabilis csomopont, 2 nyeregpont és 2 stabilis csomdpont (az origonak megfe-
lel6). Az egyensulyi pontok indexeinek az 0sszege 4 -1+ 2 - (—1) = 2, ami megegyezik a gdmb Eu-
ler-féle karakterisztikajaval. m

vk r) egyensilyi helyzet). gy

a rendszernek a végtelenben a P; ( ) pontokban nyeregpontja, mig a

5.45. Megoldas: (Feladat) A rendszernek az egyensulyi helyzetei az {x: 0 < x < 1} szakaszon. Az
elsd integral y(x) = %lnx —x+C. m

5.46. Megoldas: (Feladat) A fels6 félsikban (y > 0)

x=Yy

y=-=2x—y+2, (D)
also félsikban (y < 0)

x=Yy

y=-2x—-y-2 )
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rendszert jelenti. Tekintsiik az (1), illetve a (2) rendszer kiterjesztését a teljes sikra. A kiterjesztett
rendszerek egyensulyi helyzete az (1, 0), illetve a (—1, 0) pont. Ezen pontok az (1), illetve a (2) tel-
jes sikra kiterjesztett rendszer stabilis fokuszpontjai. Az eredeti rendszerben a fels6 és az also6
félsikon a megfeleld (1) és (2) rendszer spiralis trajektorianak félfordulatai vannak, és azy =0
egyenesen valo atmenetnél a trajektoridk folytonosan atmennek egyikbdl a masikba. Vizsgaljuk
dik. Az als6 félsikon ismét eléri az x-tengelyta —(1 + A(1 + ¢)) koordinataju pontban. A fazispont
ezek utan a fels6 félsikon fog mozogni és egy félfordulat utan az x-tengelyt a

1+ 22+2(1 + &) ™
koordinataji pontban fogja metszeni. Az x-tengely ¢ > 0 koordinataju pontjaban kezd6doé palya egy
teljes fordulat megtétele utan a (*) koordinataju pontba keriil. gy kapjuk a rendszer Poincaré-fiigg-
vényét: P(&) =1+ A2+ A(1 + &)). A P(&) = & egyenletnek egyetlen megoldasa van, ez a & érték

megfelel a rendszer hatarciklusanak. Ez a hatarciklus stabilis, ugyanis P'(§) = 1> < 1, igy az 5.24.
(1+2)2

Allitds miatt a rendszernek a & = 0

értékhez tartozo trajektoridja a rendszer egyetlen stabilis ha-
tarciklusa. m

5.47. Megoldas: (Feladat) A a fels6 félsikban (y > 0)

x=Yy

y=—-2x—-2y+2, 1)
also félsikban (y < 0)

xX=y

y=-2x—2y—2 2

rendszert jelenti. Tekintsiik az (1), illetve a (2) rendszer kiterjesztését a teljes sikra. A Kiterjesztett
rendszerek egyensulyi helyzete az (1, 0), illetve a (—1,0) pont. Ezen pontok az (1), illetve a (2) tel-
jes sikra kiterjesztett rendszer stabilis fokuszpontjai. A homogén rendszer altalanos megoldasa:

x(t) = e t(cicost —cysint) és y(t) = e t((c, — ¢q)sint — (¢; + ¢3) cos t).
Igy példaul az (1,0) ponton 4thaladé megoldas:

x(t) = e t(cost +sint) és y(t) = —2etsint.

A spirdlis alakzatok negativ koriiljarasuak, igy t = —m-re x(—m) = —e "~ — 0,04321.
& > 0 koordinataji pontjaban kezdédik. a kezddpontbdl az also félsikba megy at. A rendszer Poin-
caré -fliggvénye: P(§) =1+ A2+ A(1 + &)). A P(§) = & egyenletnek egyetlen megoldasa van, ez a

& érték megfelel a rendszer hatarciklusanak. Ez a stabilis, ugyanis P'(§) = 4% < 0,04321% < 1, igy

4 . 2 7 r r . r .« g
az 5.24. Allitas miatt a rendszernek a & = () 1,09 értékhez tartozo trajektoriaja a rendszer

1-22
egyetlen stabilis hatarciklusa. m

1
Cz) ~ E(eSt + et 25t — ot (Cz>

5.48. Megoldis: (Feladat) x(t) = ¢;et~, (¥ (t)) =t

z(t) C3 %(eSt —eb) %(eSt + et |\C3
t—cost
3 4\ x(£) ) 1 5? t 5t0 t Cy
ahol B = (1 3). Igy | y(®) | = 0 Ze te e —e C, |. A rendszer alapmatrixa
Z(t) 0 i(eSt_et) %(eSt_l_et Cs
et—cost 0 0
(t) = 0 %(e5t+et e5t — et
0 %(eSt_et) %(eSt_l_et
A Floquet-tétel szerint az alapmatrix el6allithato @(t) = Q(¢) - e & alakban. A fenti esetben

e= st 0 0 ¢ 1 5? t 5t0 t
9(t)=< 0 1 0) 27 periodikus matrix és e B = 0 (e +e e —e

0 0 1 0 %(eSt_et) %(eSt_l_et
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1 0 O

fgy R = <0 3 4). Az R matrix sajatértékei 1, 1, 5. A karakterisztikus multiplikatorok az e?™&
0 1 3

matrix sajatértékei, azaz e?™,e?™ és e, A rendszer instabilis. m

5.49. Megoldas: (Feladat)

I. Tegyiik fel, hogy x T-szerint periodikus pont. Ekkor y(x) = ¢({x} x [0,T]). Mivel kompakt hal-
maz folytonos képe kompakt, ezért a y(x) palya kompakt.

Il. Megmutatjuk, hogy ha a y(x) palya kompakt, akkor az x periodikus pont.

Ezt az allitast lemmakra bontjuk.

1. Lemma: Tegyiik fel, hogy x nem periodikus pont és y(x) palya kompakt. Ekkor minden

x" € y(x) esetén létezik (t,) c R, t,, - o sorozat, hogy ¢(t,,x) - x'.

1. Lemma bizonyitdsa: Tekintsiik a {¢(n, x)} (n € N) korlatos sorozatot. Létezik

{o(n, 0} < {p(n, x)} konvergens részsorozat, amelyre (ny, x) - x”, ha k — o0. A kompaktsag
miatt x'" € y(g_). Létezik t € R, hogy x’ = @(t,x"). tx: =t + ny. @(t, x) > x',hak - oo.

2. Lemma: Tegyiik fel, hogy x nem period_ikus pont és y(x) pél?a kompakt. Ekkor minden n € N-re
a@([n,n+1],x) = {¢(m,x): m € [n,n + 1]} halmaz zart halmaz és a belseje iires y (x)-ben.

2. Lemma bizonyitisa: Az 1. Lemma miatt.

Ratériink a II. bizonyitasara. Vilagos, hogy y(x) = Upez ¢([n,n + 1], ). y(x) a feltétel szerint kom-

pakt, igy mint metrikus tér altere teljes. A fenti egyenlOség, valamint a Lemmak miatt a y(x) eldéall
megszamlalhato sok sehol sem siiri halmaz uniojaként. Ez a Baire-kategoria-tétel szerint lehetetlen.
Az ellentmondas bizonyitja a feladat allitasat. m

5.50*. Megoldas: (Feladat) Egyszeriibb lesz vizsgalni a
x=y-F(x) *)
y=-x
rendszert, ahol F(x) = fGx* — x).
Ekkor ¥ = —x — B(x? — 1)x. A fenti rendszer esetében a nullklindk az y = F(x) és x = 0 egyenletek.
Ezen gorbéken ¢és az altaluk hatarolt sikrészeken meghatarozhato a vektormezé iranya. Jeldlje
at:={(x,y):x =0,y > 0}
a:={(,y)x=0,y <0}
b*:={(x,y):x >0,y = ﬁ(§x3 —x)}

b= {(0y):x <0,y = fGx* — 1)}

5.50a. Abra
Az fenti abranak megfelelden, a palyak negativ koriiljarasi irannyal koroznek az egyetlen egyensi-
lyi helyzet, az origé koril. Vilagos, hogy az a*-rol induld minden trajektoria belép az A tarto-
manyba, és az A tartomanybeli trajektoriak bele iitkoznek a b* gérbébe még azelott, hogy barmelyik
masik gorbét metszenék. A trajektoriak ebben a sorrendben metszik az a™, b*, a™ és a b~ gorbéket,
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¢és kdzben bejarjak az 4, B, C és D tartomanyokat. Az a* félegyenes transzverzalis, S6t meréleges a
rendszer altal meghatarozott vektormezore. Tekinthetd igy az azon értelmezett P Poincaré-leképe-
z€s. A P az egész a™-on értelmezve van, és invertalhatd is. A P leképezés monoton, igy a P iteracio-
javal kapott pontok y koordinatai monoton névekvé vagy csokkend sorozatot alkotnak.

Tekintsiik azt az a: a™ - a~ leképezést, amely szerint minden (0, y) a*-beli elemhez azt az a~-beli
clemet rendeljiik, amelyik el6szor fordul el6 a (0, y)-bol induld palyan. Ez is folytonos és invertal-
hato leképezés lesz. Az (v/3,0) pontot tartalmazo palya (v/3,0) eldtti elsé metszéspontja legyen p.
(Isd. az 5.50b. abrat)

a+ b+
Po
P .\\
N3 N3
a(p)
b _
a
5.50b. Abra

Legyen W (x,y): = %(x2 + y?). Ekkor a W-nek a (*) rendszer szerinti derivaltja W (x,y) = —xF(x).
Jelolje 8(p): = %(az(p)z — p2), ahol a 2-es index a pont masodik koordinatajat jeloli.

Vilagos, hogy ekkor §(p) = W (a(p)) — W(p).

Lemma:

1. Ha 0 < p < py, akkor 6(p) > 0.
2. Hap > p,, akkor lim §(p) = —oo monoton csdkkend modon.
p—>oo

Lemma bizonyitasa: 1. — Legyen y(t) = (x(t), y(t)) az a leképezésnél hasznalt trajektoria, amely
egy p € a*-beli pontot 6sszekdt egy a~-beli ponttal, tehat (x(0),y(0)) = p, (x(t1),y(t1)) € a~ és
x(t) > 0.t € (0,t,). Ekkor §(p) = fotl%W(x(t),y(t))dt = [ x2(O(BA —3x%(D) dt.

Mivel 0 < p < p, esetén a palyak iranyitasa miatt (Isd. 5.50a. Abra) x(t) € (0,3). t € (0,t,), ezért
az integrandusz pozitiv, igy 6 (p) > 0.

2. - Az x = /3 egyenessel 0sszuk harom részre a p és a(p) kozti palyat. (5.50c. dbra)

Yo

Y.

a(p) 1

5.50c. Abra.
A §(p)-t a harom részgorbe mentén kiilon-kiilon integralva megkaphatjuk. Legyenek
ezek az integralok rendre &, (p), 6,(p) és 5(p).
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A 6, (p)-en x(t) szigoruan ndvo vagy csokkend fliggvény, igy a y; gorbe fiiggvény. Helyettesitéssel
. 1 _ ax : _thd B x(BGX3-x)
val6 integralassal (dt = —y_ﬂ(§x3_x)) kapjuk, hogy 6,(p) = ;" - W (x(t), y(8))dt = J T e dx
A p pontot felfelé mozgatva az y tengelyen, az y — ﬁ(§x3 — x) novekszik y;-en, tehat a &, (p) csok-

ken. Teljesen hasonldan belathat6 ez a §5(p)-re is. Mivel y — ﬁ(§x3 —x) < 0 ay;-on, ezért

BGE-
6300 = [ W e,y ©)ae = 7
3

A p pontot felfelé mozgatva az y tengelyen, az | Vp — ﬁ(§x3 - x)| novekszik y;-en, igy a §;(p) csok-
ken. A 8, (p)-en az x(t) irhato fel, mint az y(t) fiiggvénye, (x = x,(y)), igy helyettesitéssel valo in-

tegrélassal (dt = —=) kapjuk, hogy &,(p) = [* S W (x(6), y(©))dt = — [* BGx3 () — x, () dy.

A p novekedésével az [y, y,] intervallum is névekszik, F(x) = B Gx?’ — x), x > /3 esetén monoton

nd, az integral értéke igy negativ, és egyre negativabba valik, ahogy a p novekszik. A b* gorbe
minden pontjan is at kell menjen trajektoria, igy lim §(p) = —oo monoton csékkend modon.
p—co

fgy a Lemma bizonyitasat befejeztiik.

Folytatva a feladat megoldasat, vegyiik észre, hogy a Van der Pol-egyenlet altal megadott vektor-
mez6 az origd koriili 180°-0s elforgatasra invarians, azaz ha (x(t), y(t)) megoldas, akkor a

(—x(t), —y(t)) is megoldas. A Lemma miatt létezik pontosan egy g, € a*pont, amelyre 6(q,) = 0.
Erre a pontra teljesiil, hogy lla(qo)ll = llqoll, azaz a(qo) = —qo = (x(t1,q0), ¥ (t1, q0))-

A szimmetria miatt a(—qq) = (x(t1, —q0), Y(t1, —q0) = qo- 12y 90 = (x(2t4, q0), ¥(2t1,q,)) a rendszer
egyetlen periodikus palyajanak egy pontja. A P Poincaré-leképezés az a*-t az a*-ra képezi. A a*-
ban van egy természetes rendezés az y koordinata szerint. Ekkor, ha p € a* és p > q,, akkor

a(p) < —qo, igy P(p) > qo. Masrészt tudjuk, hogy 6(p) < 0, tehat a(p) > —p és igy P(p) < p lesz.
A monotonitas miatt a fentiek miatt P"(p) monoton csékkend lesz. Ennek hatarértéke a P egy fix-
pontja, amibdl csak egy van, a q,, azaz p > q, esetén a p-b6l induld palya spiralisan racsavarodik a
qo periodikus pont palyajara. Hasonloképpen igazolhatd, hogy 0 < p < q, esetén is teljesiil ez. m

5.50. Megjegyzés: Egy Kicsit mas megvilagitasba helyezi a fenti problémat a kovetkezo eljaras. (1)
Tekintsiik az

X=y+efi(x,y) (*)
y=-—x+ef,(x,y)
rendszert. Ha f,(x,y) = 0 és f,(x,y) = y(1 — x?), akkor ez a rendszer éppen a Van der Pol-rendszer.

¢ = 0 esetén a rendszer palyagorbéi az x? + y? = C alak gorbék. A paraméter szerinti differencial-
hatosagrol szo616 tétel miatt kis € > 0 esetén véges intervallumon a (*) rendszer palydja € nagysag-
rendben tér el az x(t) = Rcos t, y(t) = —Rsin t harmonikus rezgémozgas S palyajatol. Igy kis ¢ > 0
esetén a (*) rendszer palyaja az R sugart kor kdzelében marad. Legyen V(x,y) = %xz + % y2.

Ekkor V(x,y) = e(xfi(x,y) + vf>(x,¥)). A (*) rendszernek egy fordulatra jutd energia valtozasanak
kiszamitasahoz integralni kellene a fenti fliggvényt a palyagorbe egy fordulata mentén. Ezt persze
nem ismerjiik, de ez a palya a fentiek miatt kozel van az R sugart korhoz. Igy 0(e2) pontossaggal

ez AV(x,y) = ¢ foznV(Rcos t,—Rsint) dt + 0(e?). Jeldlje F(A) = §. f(x,¥)i — fi(x, Y)j-
Kovetkezésképpen, F(R) = fOZE(—R(sin t)fo(Rcos t,—Rsint) + R(cost)f;(Rcost,—Rsint)) dt.
Vilagos, hogy F(R) = foznV(Rcos t,—Rsin t) dt.

Ha az F fiiggvény pozitiv, akkor a AV(x, y) energiavaltozas Kis € > 0 esetén szintén pozitiv. EKkor a
(*) palyai tagulo spiralis alakzatot irnak le. Ekkor a rezgések er6sdodnek.

Ha az F fiiggvény negativ, akkor a AV(x, y) energiavaltozas Kis € > 0 esetén szintén negativ. Ekkor
a (*) palyai 6sszehuzodo spiralis alakzatot irnak le. Ekkor a rezgések csillapodnak.

Ha az F fliggvény eldjelet valt, akkor van zérushelye, legyen ez R,,. EKkor F(R,) = 0. Ekkor a
AV(x,y) = 0 Kis e > 0 esetén. A AV(x,y) = 0 zart, R, sugaru korhoz kozeli gorbe a fazissikban. Le-
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gyen ez I. Vilagos, hogy ' a (*) rendszer hatarciklusa. Megvizsgalhatjuk az F'(R,) = Z—Z Rer deri-

valt eléjelét azt vizsgalva, hogy a I kozeli palydk miként viselkednek. A fentiek alapjan, ha
F'(Ry) > 0, akkor a T hatarciklus instabilis, ha F'(R,) < 0, akkor a T hatarciklus stabilis.
A konkrét rendszerre, a Van der Pol-egyenletre ratérve, kiszamithato, hogy

F(R) =mR*(1— RTZ). Vilagos, hogy R = 2, F'(R) = m(2R — R?), és F'(2) < 0.
fgy a (*) rendszernek stabilis hatarciklusa van az x2 + y2 = 4 kor kozelében. []
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