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1. Elso fejezet

1.1. Vektormezo

E lecke befejezése utan a hallgato:
e megismerkedik a vektormezo6 fogalméaval,

e ismeri és érti a vektormezd hatarértékének és a folytonossaganak
fogalmat.

) Vektormez6

Definicio: Vektormezo; vektor-vektor fiiggvény
A v(r) hozzarendelést vektormezdnek vagy vektor-vektor fiiggvénynek (r4e:vektormezo}

nevezzik, ha
v:HCR®— R? (1)

Megjegyzés:

Vektormezo6 példaul az erétér, a sebességmezd, az elektromos térerdsség,
hiszen ezek a tér egyes pontjaihoz egy vektort rendelnek, vagyis egy olyan
mennyiséget, aminek nem csak nagysaga, hanem iranya is van.

[J Vektormez® pontbeli hatarértéke

Megjegyzés:

Tekintsiink egy v : H — R3 vektormezét, ahol a H C R? halmaz tetszé-
leges. Jeloljik a v(x) vektor koordinatéit vy (x), ve(z), v3(x)-szel minden
r € H-ra. Ezzel definidltuk a v : H — R3 vektormez6 koordindta-
fiiggvényeit. A v koordinatafliggvényei a H halmazon értelmezett valds
értéki fiiggvények. A fliggvény hatarértékét, folytonossagat és differenci-
alhatésagat definidlhatnank a koordinatafiiggvényeinek megfelel6 tulaj-
donsagain keresztiill. A lényeget viszont jobban megragadja, ha a fenti
fogalmakat kozvetleniil v-re definidljuk. Ez hasonléan torténik, mint azt
a valos értékl fiiggvények esetében mar megtettiik.

Definicié: Vektormezo pontbeli hatarértéke

Legyen H C E C R? és legyen a a H halmaz torléddsi pontja. Azt {Fde:vektormezo.pontbeli.hat
mondjuk, hogy a v : E — R3 vektor-vektor fiiggvény hatarértéke a-

ban a H halmazra szoritkozva a b € R?® pont, ha minden ¢ > 0-hoz van

olyan 0 > 0, hogy minden x € H, 0 < |z — a|] < J esetén |v(z) — b < e.

Ezt 1imgggg jeloli. Ha a v fiiggvény értelmezési tartoméanya H-val egyenlo,

akkor a fenti definiciéban a ,halmazra szoritkozva” kitételt elhagyhatjuk.

Ezt a szokasos mddon jeloljik, azaz lim, ,, v(x) = b.

E Sziikséges és elégséges feltétel a hatarérték létezésére.

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel a hatarérték létezésére.
Legyen H C E C R3, legyen a a H halmaz torlédasi pontja, és legyen {Fte:vektormezo.pontbeli.hat
b = (by,by,b3) € R3. Awv: H — R3 fiiggvényre akkor és csak akkor



teljesiil, hogy hm:cgm v(z) = b, ha a v figgvény mindegyik v; (i = 1,2,3)
koordinatafiiggvényére teljesiil, hogy

lim v;(x) = b; t=1,2,3 esetén. (2)
T—a
xeH

Bizonyitas:

Az allités a definicié egyszerti kévetkezménye. Minden y = (y1,y2,ys3) €
R? pontra |y — b < [y1 — bi| + [yo — ba| + |yz — bs| &5 [ys — bs| < [y — b
minden ¢ = 1,2, 3-ra.

[} Vektor-vektor fiiggvény folytonossaga

Definicié: Vektor-vektor fiiggvény pontbeli folytonossaga

Legyen H C E C R® és a € H. Azt mondjuk, hogy a v : E — R? {Fde:vektormezo.pontbeli.fol
fiiggvény folytonos az a pontban a H halmazra szoritkozva, ha minden

¢ > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy minden x € H, |z — a| < 0 esetén

lv(z) —v(a)| < e

Megjegyzés:
Ha a v fiiggvény értelmezési tartomanya H-val egyenld, akkor a fenti
definicioban a ,halmazra szoritkozva” kitételt elhagyhatjuk.

Definicié: Vektor-vektor fiiggvény folytonossaga
Azt mondjuk, hogy a v folytonos a H halmazon, ha a v(r) vektormezs {Fde :vektormezo.folyt}
minden a € H pontban folytonos.

B Sziikséges és elégséges feltétel pontbeli folytonossagra

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel pontbeli folytonossagra
A v vektormezd akkor és csak akkor folytonos az a pontban a H halmazra  {Fte:vektormezo.folyt}
szoritkozva, ha ez a v minden koordinatafiiggvényére igaz.

Bizonyitas:
Egyszertien kovetkezik a hatarérték létezésérol szolo sziikséges és elégsé-
ges feltételbdl.

& Specialis vektormezok {Fmi:spec.vektormezok}

Mintafeladat: Specialis vektormezok

1. Trjuk fel az origén 4tmené e (egységvektor) iranyvektort térbeli
egyenesre vald vetitést!

2. Irjuk fel az origén atmend e (egységvektor) irdnyvektord térbeli
egyenesre vald titkrozést!

3. Irjuk fel az origén atmend e (egységvektor) normalvektori sikra
vald tiikrozést!



Megoldas:

1.

[rjuk fel egy tetszéleges r vektornak az e vektorra valé vetiileti
vektorat!

A skalaris szorzat kiszamitasi képlete miatt az r vektornak az e
vektorra valo vetiileti vektora

(er)e. (3)

Igy a keresett vektormezé

v(r) = (er)e. (4)

[rjuk fel egy tetszbleges r vektornak az e vektorra valé vetiileti
vektorat!

A skaléris szorzat kiszamitasi képlete miatt az r vektornak az e
vektorra valé vetiileti vektora

(er)e. (5)

Allitsuk el8 az r vektort a vetiileti vektor és a ra meréleges vektor
Osszegeként!

Ekkor
r=(er)e+ (r — (er)e). (6)

Allitsuk el8 az r vektor tiikkorképét a vetiileti vektor és a rd merd-
leges vektor linearis kombinaci6jaként!

Ekkor az origén atmené e (egységvektor) irdnyvektort egyenesre
valé tikrozés:

v(r) =2(er)e —r. (7)

Irjuk fel egy tetsz6leges vektornak az e (normal)vektorra valé ve-
tiileti vektorat!

A skalaris szorzat kiszamitasi képlete miatt az r vektornak az e
vektorra vald vetiileti vektora

(er)e. (8)



Allitsuk el8 az r vektort a vetiileti vektor és a ra meréleges vektor
Osszegeként!

Ekkor
r=(er)e+ (r — (er)e). 9)

Allitsuk el8 az r vektor tiikorképét a vetiileti vektor és a rd merd-
leges vektor linearis kombindcidjaként!

Ekkor az origdn atmené e (egységvektor) normalvektoru sikra valo
tlikrozés:
v(r) = —2(er)e + . (10)

[& A Vektormezd lecke elméleti tesztfeladatai

Tesztkérdés:
Az alabbi allitasok kozil melyek az igaz allitasok?
o Ha egy vektormezonek egy pontban létezik hatarértéke, akkor itt
sziikségszertien folytonos is.

e Ha egy vektormezo az értelmezési tartomany belsé pontjaban foly-
tonos, akkor itt létezik hatarértéke is.

e Ha egy vektormezo6 egy pontban folytonos, akkor a vektormezé min-
den koordinatafiiggvénye is folytonos itt.

e Ha egy vektormez6 minden koordinatafiiggvénye is folytonos egy
pontban, akkor a vektormez6 itt folytonos.

Megoldas:
Az elsé kérdés kivételével az Osszes allitas igaz. Az elso kérdés még egy
valtozéban sem teljesiil, mig a tobbi ismert allitasok kovetkezménye.

Tesztkérdés:
Mennyi az alabbi vektormezo hatarértéke az origbban megadott pontban?

l’3 - y3

= 7
x2+y2 +$2+y

v(r) 2; (11)

Valasz: 0.

Megoldas:
Képezziik a vektormezo koordinatafiiggvényeinek origoban vett hatarér-
tékét:

23 Y

(z,y)—(0,0) 2 + y2 (z,9)—(0,0) T2 + y2 ( )
fgy
limov(r) = 0. (13)

r—0



1.2. Vektormezo derivaltja

E lecke befejezése utan a hallgato:
e ismeri a linearis leképezés fogalmat és a linearis leképezés matrixat,
e megismerkedik a vektormezo6 differencidlhatésiagaval,

e érti és ki tudja szdmitani egy differencialhaté vektor-vektor fiigg-
vény derivaltfiiggvényét.

Megjegyzés:

Vektorértéki fiiggvények differencialhatéosdganak értelmezése esetén ha-
sonléan jarunk el, mint azt a skaldrmezo derivaltjanak értelmezésénél
tettiik. Ilyen leképezések esetén a pontbeli derivalt létezése 1ényegében
azt jelenti, hogy a ebben a pontban a fiiggvény megvaltozasa linedris
alakzattal ,,jol” kozelithetd.

[J Linearis leképezés

Definicio: Linearis leképezés; linearis transzformacio; tenzor

Az A:R® — R® fiiggvényt linearis leképezésnek vagy linearis transz- {Fde:1lin.lekepezes}
formacionak vagy tenzornak nevezzik, ha A(z + y) = A(zx) + A(y) és

A(A\x) = AA(z) teljesiil minden x,y € R? és A € R esetén.

Megjegyzés:
A leképezés pontosan akkor linearis, ha minden koordinatafiiggvénye li-
nearis.

B Sziikséges feltétel vektormezd linearitasara

Tétel: Sziikséges feltétel vektormezo linearitasara
Ha a v : R?* — R3 vektormez6 linedris leképezés, akkor v(0) = 0. {Fte:szuks.felt.vektormezo. ]

Bizonyitas:
Koénnyen lathatd, ugyanis a linearitds miatt

v(0) =v(0+0) =v(0) + v(0) = 2v(0), (14)

azaz

v(0) = 0. (15)

[J Linearis leképezés matrixa

Definicid: Linearis leképezés matrixa
Legyen az A : R?* — R3 adott leképezés és ey, eq, €3 tetszbleges R3-beli {Fde:1lin.lekepezes.matrixa}
bazis. Jelolje

ar = Alex) k =1,2,3 esetén. (16)

Bontsuk fel az a;, vektorokat az e, bazisban:
3
ay = Zaikei. (17)
i=1

8



Az igy kapott
ai; Qr2 a3
A= (ap)=|an axn ax (18)
sy as2 ass
matrixot nevezzilkk az A linearis leképezés adott bazisra vonatkozé
matrixanak.

Megjegyzés:

A vektorokat azonositani tudjuk az oszlopmatrixokkal. Ismeretes, hogy
rogzitett bazisban A -z = A(x) minden x € R? vektor esetén. (Itt a bal-
oldalon métrix, a jobboldalon linearis leképezés, illetve vektor szerepel.)

[} Vektormez6 derivaltja, derivalttenzora

Definicio: Vektormezo derivaltja, derivalttenzora

Legyen H C R3 és a a H belsd pontja. Azt mondjuk, hogy a v : H — R?
vektomez6 differencialhaté az a pontban, ha van olyan A : R3 — R3
linearis leképezés és € : H — R3 vektor-vektor fiiggvény, hogy az adott a
pont egy kornyezetében teljesiil

v(z) —v(a) = A(z — a) + e(z)|z — al, ahol lim e(z) = 0. (19)

Differencidlhat6 v : H — R3 vektormez6 esetén az {gy (egyértelmiien) 1é-
tezd A : R3 — R3 linedris leképezést a v(r) leképezés derivalttenzoranak
nevezzilk az a pontban.

E| Sziikséges és elégséges feltétel vektormezo differencidlhatésagara

{Fde:vektormezo.derivaltja}

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel vektormezo differencialhatésagara

Legyen H C R? és a a H bels6 pontja. A v: H — R3 vektormezd pon-
tosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha mindegyik v; (i = 1,2, 3)
koordinatafiiggvéye differencidlhato a-ban. Ekkor a v derivalttenzor mat-
rixanak az i-edik sor j-edik eleme egyenl6 a v vektormezo v; koordiné-
tafiiggvényének j-edik valtozdja szerinti parcidlis derivaltjaval minden
1=1,2,3raés j =1,2,3ra, azaz

Ovy  Ovi vy
ox oy 0z

_ | Qv Ouy Ovy
A= Oz Jy oz | - (20)
Ovg  Ouvz  Ouz
ox dy 0z

Bizonyitas:

1. Tegyiik fel, hogy a v : H — R? vektormezd differencialhaté az a
pontban. Ekkor létezik olyan A : R3 — R? lineéris leképezés és € :
H — R3 vektor-vektor fiiggvény, hogy az a pont egy kérnyezetében

teljesiil
v(z) —v(a) = A(z — a) + e(x)|z — al, (%)
ahol
lim e(z) = 0. (21)

Egyszertien megmutathaté (x) két oldalan 1évé vektorok koordina-
tainak egyezdségének kovetkezményeként.

{Fte:vektormezo.derivaltja}

{eq:derivalt}



2. Tegyiik fel, hogy a v : H — R3 vektormez6 mindegyik v; koordina-
tafiiggvénye differencidlhatd a-ban. A skaldrmezok differencialasa

alapjan
vi(x) —vi(a) = Ai(x — a) + g(z)|x — al, (22)
ahol 9 5 5
v; v; v;
A;i(x ! —(a)x “(a): 2
(@) = S+ @+ P (2
és
lim e(z) = 0. (24)
Legyen
Az) = (Ai(x), Ag(z), As(x)) r € Ri-re, (25)
és
e(z) = (e1(x),e2(x), e3(7)) r € H. (26)
Mivel az A : R® — R3 linedris leképezés, lim, ,,e(x) = 0 és
v(z) —v(a) = A(z — a) + e(x)|z — af r € H-ra, (27)

ezért a v vektormezo differencialhatd az a pontban.

[) Vektormezd Jacobi-matrixa

Definici6: Vektormezo Jacobi-matrixa

Legyen H C R? és a a H belsd pontja. Tegyiik fel, hogy a v : H — R3
vektormezé differencialhatéd az a pontban. A differencidlhatosag miatt
létezd A : R® — R? lineéris leképezést a v vektor-vektor fiiggvény
derivaltjanak nevezziik az a pontban és 2%(a)-val jeléljiik. Az $%(a)
linearis leképezés matrixat, azaz a

Ov;  dui v

&k

_ | Qua  Ova Qv
A= oz dy 0z (28)

vz Ovz  Oug

ox oy 0z

matrixot a v vektormezé a pontbeli Jacobi-matrixanak nevezziik.

Linearis leképezés derivaltja

Tétel: Linearis leképezés derivaltja
Tetszbleges A : R3 — R3? linedris leképezés differencidlhaté minden pont-
ban és a derivaltja énmaga.

Bizonyitas:

« s e

10

{Fde:vektomezo.Jacobi.matris

{Fte:1lin.lek.derivalt}



[& Jacobi-matrix

Mintafeladat: Jacobi-matrix 1

Hatérozzuk meg az aldbbi vektormez6 Jacobi-matrixat az (1,1, 1) pont-

{Fmi:Jacobi.matrix1}
ban.

v(z,y, 2) = 2*y%2i + In(zy)] + 22°k. (29)

Megoldas:
Szamitsuk ki a Jacobi-matrix képletében szerepl6 parcialis derivaltakat.

Az {(z,y, z) : xy > 0} halmazon a v vektormezé differencialhaté és

81}1 2 92 87)1 3 81}1 3 9

Z 3 —1 _ 9 et S

o xYy z dy Yz - =Y

8’02 1 81}2 1 31}2

— = — — = — — =0 30
ox xyy dy :L’yx 0z (30)
— = — =0 —= = 2zxz.

or - dy 0z e

Helyettesitsiik be a Jacobi-méatrixba a kiszamitott parcidlis derivaltakat.

Az {(z,y, z) : xy > 0} halmazon a derivalttenzor matrixa

3x2y?z 223yz 23y?
: 0 |, (31)
2xz

o |-

52
igy az adott pontbeli Jacobi-matrix
3 21
1 1 01. (32)
1 0 2

Mintafeladat: Jacobi-matrix 2

Irjuk fel az origén dtmené e (egységvektor) iranyvektoru egyenesre vald

{Fni:Jacobi-matrix2}
tikrozés Jacobi-matrixat!

Megoldas:

Irjuk fel azt a vektormezét, amely a tér tetsz6leges vektorat titkrozi az
origbn atmend e (egységvektor) iranyvektorti egyenesre!

Mintafeladat: Specialis vektormezok-ben lattuk, hogy az origon atmend
e (egységvektor) irdnyvektori egyenesre vald titkrozés:

v(r) =2(er)e —r. (33)

A linearitas miatt a vektormezo derivaltja 6énmaga, igy elegendo felirni a
linearis leképezés matrixat!
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v(r) = 2(er)e —r = 2e(er) —r = 2ee’r —r = (2ee’ — E)r. (34)
Kovetkezésképpen a v vektormez6é matrixa és a Jacobi-matrixa:

A =2’ —E. (35)

[& A Derivalas vektormezdben lecke elméleti tesztfeladatai

Tesztkérdés:
Valasszuk ki az alabbi vektormezok koziil azokat, amelyek linedrisak.
e Sikban origd kortli pozitiv irdnyu elforgatas.

o Egy adott egyenesre vald vetités a sikban.
e Adott vektor iranyaban torténd nyujtas a sikba.

Adott vektorral torténd eltolas.

o

Origén athalado sikra valé vetités (térben).

Adott sikra valé titkrozés (térben).

(0]

Origén athaladé egyenesre torténd tiikrozés sikban vagy térben.

Megoldas:

Az 1., 3., 5. és a 7. vektormezd linearis, a tobbi nem. A 2., 4. és a
6. nem lehet linedris, ugyanis ezen vektormezdk esetén a nullvektor képe
nem nullvektor. A tébbi vektormezo linearitasa egyszertien kovetkezik a
geometriai tulajdonsagaibdl.

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!
e Vektormez6 differencidlhatosagabol kovetkezik a folytonossaga is.

o Vektormezo folytonossagabol mindig kovetkezik a differencialhato-
saga.

Megoldas:
Az els6 igaz, a masodik hamis allitas.
1. Legyen H C R? és a a H belsé pontja és tegyiik fel, hogy a v :
H — R3 vektormezd differencidlhaté az a pontban. Ekkor van

olyan A : R?® — R3 linedris leképezés és ¢ : H — R3 vektor-vektor
fiiggvény, hogy az a pont egy kornyezetében teljesiil

v(x) —v(a) = A(z — a) + e(z)|x — al, (36)
ahol lim,_,, e(x) = 0. Ebbél kévetkezdleg
lim (v(z) —v(a)) = lim (A(z — a) + e(z)|z — a]) = 0, (37)

r—a

lim o(z) = o(a), (39)

azaz v az a pontban folytonos.

2. Az allitas egyvaltozos fuggvények korében sem teljestil.
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1.3. Skalarinvariansok, vektorinvarians, divergencia, ro-
tacio
[J Linearis leképezés elsd, masodik és harmadik skalarinvariansa

Megjegyzés:

Az alkalmazasokban igen fontos szerep jut linearis leképezés alabbiakban
definidlandé skalarinvariansainak, illetve a vektorinvariansanak. Mivel a
linearis leképezés sajatértékeit bazistol fiiggetleniil értelmeztiik, ezért a
sajatértékek a bazistél fiiggetlen ,invaridnsok” . Igy a linedris leképe-
zést kiillonbozd bazisokban reprezentdlé matrixok sajatértékeinek halma-
za (multiplicitdsokkal egyiitt) ugyanaz.

Definicié: Linearis leképezés skalarinvariansai
Legyenek az A : R? — R? lineéris leképezés sajatértékei \j, Ao, A3 sz4mok. {Fde:1in.lek.skalarinvarians
Ekkor az

1.
i1 =M+ A+ A3 (39)
szamot az A linearis leképezés elsd skalarinvariansanak, az
2.
ig = )\1)\2 + /\1/\3 + )\2)\3 (40)
szamot az A linearis leképezés masodik skalarinvariansanak, az
3.
i3 = A1 A2A3 (41)
szamot az A linearis leképezés harmadik skalarinvariansanak ne-

vezzik.

El Linearis leképezés skalarinvariansai

Tétel: Linearis leképezés skalarinvariansai

Jelolje A : R? — R? lineéris leképezésnek rogzitett ortonormalt bdzisban {Fte:1in.lek.skalarinvarians
a matrixat A, valamint jelolje az A matrix (a;) eleméhez tartozo eldjeles

aldeterminansokat D;;,. Ekkor a fenti jelolésekkel:

=M+ X+A=TrA =ay +ax+ass (42)
is = MAg + M Az + AAs = Dyy + Doy + Dy (43)
ig = )\1)\2)\3 = det A. (44)

Bizonyitas:

A karakterisztikus egyenlet részletes felirdsa, a determinéns (els6 sor sze-
rinti) kifejtése, annak A hatvanyai szerint valé rendezése utan, a Viete-
formulak alkalmazasaval az allitas adddik. Ezek alapjan az A matrix
karakterisztikus polinomja —A3 4+ i;\? — io\ + i3 = 0.

Megjegyzés:

Linearis leképezés skalarinvaridnsai bazistranszformaciéra nézve invari-
ansok és skaldrmennyiségek fliggetleniil attol, hogy a sajatérték valds
vagy komplex szam.
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[} Szimmetrikus és antiszimmetrikus linearis leképezés

Definicié: Szimmetrikus és antiszimmetrikus linearis leképezés

Azt mondjuk, hogy egy A : R® — R? linedris leképezés szimmetrikus, {Fde:szim.antiszim.lek}
illetve antiszimmetrikus, ha egy ortonormalt bazisban a leképezés mat-

rixa szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus.

Megjegyzések:

e Egy linedris leképezés elso skalarinvaridnsa megegyezik a szimmet-
rikus részének els6 skalarinvaridnsaval.

e Antiszimmetrikus linearis leképezés elsé, ill. harmadik skaldrinva-
riansa nulla.
[ o kereszt tenzor

Definicié: a kereszt tenzor

Legyen a adott vektor. Azt a linedris leképezést, mely minden r vektor- {Fde:kereszttenzor}
hoz az a x r vektort rendeli, a kereszt tenzornak nevezziik és ax-tel

jeloljiik.

Megjegyzések:

o A vektoridlis szorzat disztributivitasabdl kovetkezden az ax valo-
ban linearis leképezés.

e Az ax minden r vektort a-ra merdleges vektorba visz at. Az a-ra
meroleges vektorok invarians alteret képeznek, de ebben egyetlen
sajatvektor sincs. Az a vektor sajatvektor A = 0 sajatértékkel. Ha
a nullvektor, akkor minden vektor sajatvektor 0 sajatértékkel.

[El Minden antiszimmetrikus leképezés kereszttenzor

Tétel: Minden antiszimmetrikus leképezés kereszttenzor
Egy Z : R®* — R? linedris leképezés pontosan akkor antiszimmetrikus, ha {Fte:antiszim.lek.keresztter
létezik egyetlen olyan a vektor, hogy minden r € R3-ra

Z(r)y=axr, (45)

azZazZ
7 =ax. (46)

Bizonyitas:

1. Megmutatjuk, hogy az ax tenzor antiszimmetrikus. Legyen ey, es, e3
adott ortonormalt jobbrendszert alkoté béazis. Ekkor egyértelmiien
léteznek aq, aq, az skalarok, hogy

3
a=>Y ae;. (47)
i=1
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Mivel
3

a X e, = Zai(ei X eg), (48)

i=1
ezért az ey, eg, e3 ortonormaltsaga miatt

0
a X e1 = —a96e3 + a3y = as (49)
aXe =ae;—aze; = | 0 (50)
(451
a2
a X e3 = —aiey+ase; = | —aq | . (51)
0
Ezek alapjan az ax tenzor matrixa
0 —Aas (05}
as 0 —ay |, (52)
—Qa2 aq 0

ami lathatolag antiszimmetrikus.

. Tegyiik fel, hogy Z : R® — R3? antiszimmetrikus linearis leképe-
zés és legyen eq, €9, e3 jobbrendszert alkoté ortonormalt bazisban a
Z = (zir) (i,k = 1,2,3) antiszimmetrikus matrix. Mivel Z anti-
szimmetrikus, ezért

2ii =068 25, = —zp;, ha i,k =1,2,3. (53)
A fenti jelolésekkel legyen
a1 = 232 g = 213 a3z = Z21. (54)

Ekkor minden 7 vektor esetén (vektorokat oszlopmétrixokkal azo-
nositva)

Ziry=Z-r=axr, (55)

ahol
a = aije] + agey + ases. (56)

gy belattuk, hogy a tetszblegesen rogzitett ey, es, e5 béazisban ta-
lalhatd Z-hez a kivant tulajdonsagu a vektor.

Megmutatjuk, hogy az a valasztasa nem fligg a bazistél. Legyen
€1, €9, €3 egy tetszoleges masik jobbrendszert alkoto ortonormalt ba-
zis és legyen M az el6z0, illetve az utébbi bazis kozotti iranyitastartod
transzformacioé ortogonalis matrixa. Ekkor ismeretes, hogy

a=M"a és Z=M'ZM. (57)
Ebbol kovetkezoleg
Zr = (MTZM)(MTr) = MTZMM T
= M*(Zr) az M ortogonalitdsa miatt (58)

=M (axr)=axr,
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ahol
a X r=a X r azuj bazisban. (59)

Kovetkezésképpen: .
Ir =a X T. (60)

Az egyértelmiiség belatasdhoz tegyiik fel, hogy Z-hez két a; és as
vektor tartozik tgy, hogy fennéll a

Z(r) =ay X1 és Z(r) = as X r azonossag. (61)
Kivonassal és rendezéssel azt kapjuk, hogy minden r vektorra
(a1 —ag) xr=0. (62)

Ebbdl kovetkezden a; = as.

[J Antiszimmetrikus tenzor vektorinvariansa

Definici6é: Antiszimmetrikus tenzor vektorinvariansa

Legyen Z antiszimmetrikus tenzor és legyen a az az egyértelmlien meg- {Fde:antiszim.lek.vektorinv)
hatarozott vektor, melyre Z = ax. Az a vektor kétszeresét a Z anti-

szimmetrikus tenzor vektorinvariansanak nevezziik.

Megjegyzés:
A Z antiszimmetrikus tenzor vektorinvariansa az a w = 2a vektor, melyre
1
Z(r) = QU X T, (63)

[J Tenzor vektorinvariansa

Definicié: Tenzor vektorinvariansa
Egy tetszbleges tenzor vektorinvariansanak a tenzor antiszimmetrikus {Fde:1in.lek.vektorinv}
részének vektorinvariansat nevezzuk.

Megjegyzések:

e Ismeretes, hogy minden tenzor egyértelmiien felbonthato egy szim-
metrikus és egy antiszimmetrikus tenzor 0sszegére.

e A konstrukciobol lathaté, hogy a vektorinvaridns ortonormalt ira-
nyitott bazistranszformaciéra nézve invarians.

[} Vektor-vektor fiiggvény divergenciaja

Definicié: Vektor-vektor fiiggvény divergenciaja

Egy v : R® — R? differencidlhat6 vektor-vektor fiiggvény r pontbeli de-  {Fde:vektormezo.div}
rivalttenzordnak elsé skaldrinvariansat v(r) r-beli divergenciajanak ne-

vezziik és div v(r)-rel jeloljiik.
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El Vektor-vektor fiiggvény divergenciajanak kiszamitasa

Tétel: Vektor-vektor fiiggvény divergenciaja
Legyen v : R* — R3 differencialhato vektor-vektor fiiggvény adott orton-  {Fie:vektormezo.div}
ormalt bazisban

v(r) = vi(r)er + va(r)es + v3(r)es. (64)
Ekkor

0 0 0
divo(r) = Qgir) + v;ér) + v(;,ir)'

(65)

Bizonyitas:
A differencialhaté vektor-vektor fliggvény divergencidja a derivalttenzor
matrixanak a nyoma, azaz a f6atlé elemeinek az 6sszege.

[} Vektor-vektor fliggvény rotacidja

Definicié: Definicié: Vektor-vektor fiiggvény rotacidja
Egy v : R* — R3 differencidlhaté vektor-vektor fiiggvény r € R? pontbeli  {Fde:vektormezo.rot}

és rot v(r)-rel jeloljik.

Megjegyzés:
Megmutathaté, hogy az w szogsebességgel forgd merev test sebességme-
zje
v(r) =w xr. (66)

Mivel ezen vektor-vektor fiiggvény nyilvanvaléan antiszimmetrikus, azért
a vektor-vektor fiiggvény derivalttenzora az wx tenzor, igy ennek a vek-
torinvaridansa 2w.

Kovetkezésképpen a rotacié a forgasra jellemzé szogsebesség vektor
kétszerese.

[J Forras- illetve orvénymentes vektormezo

Definicid: Forras- illetve 6rvénymentes vektormezo

Legyen v : R® — R? egy differencidlhaté vektor-vektor fiiggvény. Azt {Fde:forment.orvment.vektro:
mondjuk, hogy a v vektormez6 forrasmentes (divergenciamentes), il-

letve 6rvénymentes (rotaciomentes) vektormez6 egy D C R? nyilt hal-

mazon, ha divu(r) = 0, illetve rot v(r) = 0, ha r € D.

. se s

Tétel: Vektormezo rotacidjanak kiszamitasa
Legyen v : R®* — R? differencialhaté vektor-vektor fiiggvény adott jobb-  {Fte:vektormezo.rotacio.kis:
rendszert alkotd ortonormalt bazisban

(r) = v (r)e; + va(r)es + vs(r)es. (67)
Ekkor
robo(r) = <8U5357’) - mg)) 61+<av(;ir) - ag@) 62+<a1§3(f) - azgl(/r)> .

(68)
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Bizonyitas:
A differencialhato vektor-vektor fiiggvény rotacidja a derivalttenzor an-
tiszimmetrikus részének vektorinvariansa.

[} Nabla operator

Definicié: Nabla operator
Legyen ey, es, €3 és adott jobbrendszert alkot6 ortonormdlt bdzis. Jelolje {Fde:nabla.operator}
V a kovetkez6 differencidloperator értéki vektort:

0 0
Vi=—e +—e+

Ezt a vektor értéki differencidloperatort nevezziik nabla operatornak.

Megjegyzések:

e A nabla operatorra teljestilnek a kovetkezd azonossagok:

u : R3 — R differencidlhaté skalar-vektor fiiggvényre:

Vu =gradu = @61 + @62 + Ou

Ox dy 92 (70)

v : R?® — R? differencidlhaté vektor-vektor fiiggvényre:

. 81)1 61}2 81}3
Veov=dive = —= 4 =2 4 =2 1
v=dive Jr Oy 0z’ (71)

v : R?® — R? differencidlhaté vektor-vektor fiiggvényre:

€1 €2 €3

_ _ o0 9 9
Vxv=rotv=det |z 7 7 (72)

U1 V2 Us

uy, up : R — R differencidlhat6 skaldr-vektor fiiggvény esetén:

V(ujug) = u;Vuy + usVuy (Leibniz-szabély). (73)

e A nabla operatorral valé formélis muveleteket nem fogadunk el,
ugyanis van, amikor ez hibas azonossagokra vezet. Ilyen példaul
u: R?® — R differencidlhaté skaldr-vektor és v : R? — R3 differen-
cialhaté vektor-vektor fiiggvényre az aldbbi rossz azonossag:

V(uw) = uVu (74)

A nabla szimbolika formalis alkalmazasdval valéban ezt kapnank,
de ez nyilvanvaléan nem igaz, ugyanis megmutathatd, hogy

V(w) = div(uww) = v - V(u) + uV(v) (75)
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J Laplace-operator

Definicié: Laplace-operator
A V operétor ,négyzete”, azaz onmagaval valé skalaris szorzata a Laplace- {pge- Laplace.operator}
operator:

0? 0? 0?
A=Vi= 4+ —— . 76
0x? * 0y? * 0722 (76)
& Divergencia, rotacioé kiszamitasa {Fmi:div.rot}
Mintafeladat: Divergencia, rotacié kiszamitasa
Hatarozza meg a v vektormezé divergencidjat és rotacidjat, ahol
%+ Y
v(z,y,2) = | € +2 (77)
xz
2.
rzlnx
v(zy,2) = | Y7 (78)
ez
Megoldas:
1.
Helyettesitsiink be a divergencia képletébe.
divy = 20 | Ov2 | Ovs
or Ody 0z (79)
=2+ 04+ 2= 3.
Most pedig helyettesitsiink be a rotacié képletébe.
€1 €9 €3
rot v(r) = det a% 8% %
V1 Uy Vs
_ Ovs(T) B Ova (1) . vy (r) B Ovs(r) i s (1) B vy (r) o
dy 0z 0z ox ox dy
d(zz) 0(e* +2) Ax*+y) O(z=2) de*+2)  I(x*+vy)
= — €1 —+ — €9 + — €3
dy 0z 0z x ox oy
eZ
=—1z
1
(80)

19



2.
Helyettesitsiink be a divergencia képletébe.

B 81}1 4 8’02 8113

o= "oy T o
~ O(zzlnx) N a(y?) N 9 (622) (81)
N ox dy 0z

= 2In(z) + 2+ 2y " + 2267

Helyettesitsiink be a rotacié képletébe.

€1 €2 €3
rotv(r) = det | 2 a% 2
V1 VU2 U3
_ duz(r)  Oua(r) - dui(r)  Ous(r) ot dua(r)  Oui(r) o
dy 0z 0z ox ox dy
B (e A(y?) d(zzlnz) () d(y*) O(xzlnx)
N ( Jy 9. ) + 0z or ) + ox y s
—y*lny
=| xzlnx
0
(82)
[& Forras- ill. orvénymentesség ellendrzése {Fmi: forras.ill.orvenyment
Mintafeladat: Forras- ill. 6rvénymentesség ellendrzése

Allapitsa meg, hogy a kovetkezd vektormezd forras- illetve 6rvénymentes-
e’

o(r) = ‘:—| r % 0. (83)
Megoldas:

[rjuk fel a vektormez6t Descartes koordindtarendszerben.

xT

- 1
T (z2+y2+22)2
1
o(r) = i = vl = ot (84)
@)z ) |
(a2+y2+22)2

A forrasmentesség megallapitasahoz szamitsuk ki a divergenciat.
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) (85)

di 61}1 81)2 (%3
ivo= — + —
or 9y = 0z
_ \@ween?) | T\t )\ @ree)?
ox oy 0z

Szamoljuk ki az Osszeg els6 tagjat (a tortet bévitve egyszeriisitsiik a

kifejezést).

e

R
$2+y2+22)7

xT

ri(2? +

+22) 22

ox

(2% + 92 + 2%)

) B (x2+y2+22)%—

£L‘2+y2+22
2

(86)

2+22

(2% +y> + 22)%

(22 4+ y? + 22)%'

Figyelembe véve a feladat szimmetridjat konnyen meghatarozhatjuk a
masik két tagot, igy felirhatjuk a divergenciat.

. y? 4 22 x? + 22 2+ y?
dive = 3 T + 3
(@ Fy? 22 @y 2 @)
2x + 2y? + 222
(@42t
Kovetkezésképpen a vektormezo nem forrasmentes.
Az 6rvénymentesség megallapitasahoz szamitsuk ki a rotaciot.
€1 €9 €3
rot v(r) = det | = 8% 2
U1 U2 Us
€1 €9 €3
0 9 9
= det Ox oy 0z
x Yy z
(@242 422)7 (@2 4y2422) 7 (22 hyPte?)2
i) ()
(12+y2+z (z2+y2+z2)2
(88)

(<z2+y2+z2>2

(<z2+y2+z2>2>

1)
)
1)

((z2+y2+z

(<z2+y2+z2>2 )

—4 3 =Y 3
(z2+y?+22)2 (I2+y2+22)7
—xz o —xz
o 3 3 -
(@ 4y2+22)2  (a%+y?+22)2
—yz _ —yz
3
@H242)T (@)

0
0
0

Mivel a vektormez6 rotacidéja nullvektor, az 6rvénymentes.
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[& Gradiens divergenciajanak meghatarozasa {Fmi:grad.div}

Mintafeladat: Gradiens divergenciajanak meghatarozasa
Hatérozzuk meg egy u € C? u : R? — R skaldrmezd gradiensének diver-
genciajat!

Megoldas:

Helyettesitsiink be rendre a gradiens, majd a divergencia képletébe.

divgradu(z,y, z) = V- Vu(z,y,2) = V - gradu(z, y, 2)
v (f?u(ﬂc,y,z)P1 | Qulyz) Oy, 2)63>

or oy 0z
Pu(r,y,2)  u(r,y,2)  Pu(z,y,2)
= 52 + 2 + 522 = Au(z,y, 2),
(89)
ahol A a Laplace-operator.
[& Gradiens rotacidjanak a kiszamitasa {Fmi:grad.rot}

. rer

« sz

Megoldas:

Helyettesitsiink be a gradiens és a rotacié képletébe.

€1 €9 €3
0 0 o)
rot grad u(z,y, z) = V x Vu(z,y, z) = det 9z 9y 92
ou(z,y,z) Ou(z,y,z) Ou(zy,2)
oz y 0z
Pu(z,y,z) _ 0u(w,y,2)
dydz  0z0y 0
_ | %u(zy,2)  u(zy.z) | 0
_0z0x 0x0dz
Ou(z,y,z)  9%u(z,y,2) 0
0xdy dydz
(90)

Megjegyzés:
Az utolso 1épésben a Young-tételt hasznaltuk fel, miszerint a feladatban
feltett tulajdonsag esetén a vegyes parcialis derivaltak felcserélhetok.

Mintafeladat: Rotacié divergenciajanak kiszamitasa
Bizonyitsa be, hogy egy kétszer differencialhaté v : R® — R3 vektor-
vektor fiiggvény rotacigjanak divergenciaja nulla!
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Megoldas:

Irjuk fel elszor a rotécié képletét, majd azt helyettesitsiik be a diver-
gencia képletébe.

Legyenek a v koordinatafiiggvényei vy, v9 és vs, azaz

v(r) = vi(r)i + va(r)j + vs(r)k. (91)
Ekkor
. L duz(r)  Oua(r) dui(r)  Ovs(r) dua(r)  Oui(r)
divrot v(r) = div (( Dy 5, | + o 5 | €2 + e o es
_ 0 (Ous(r)  Oua(r) N 0 (Oui(r)  9us(r) N 0 (Oua(r)  Oui(r)
- Ox oy 0z oy 0z ox 0z ox oy
~ 0Pvs(r) B vy (1) N 0?vy () B 0?v3(r) N vy (1) B QPui(r) 0
© 0z0y 0x0z Oy0z Oyox 020x 0z0y
(92)
Megjegyzés:

Az utolsé 1épésben felhasznaltuk a Young-tételt.

Megjegyzés:
Legyen u, Uy, Uy és vy, v, v C?-beli adott skaldr- illetve vektormezd. Ek-
kor teljesiilnek az alabbi azonossagok:

1. grad(u; - up) = up grad(u;) + wy grad(uy)

2. div(u-v) = vT grad(u) + udiv(v)

3. rot(uv) = urot(v) + grad(u) x v

4. div(vy X v9) = —vT rot(vy) — v3 rot(vy)

5. divgrad(u; - up) = ugAu; + 2 grad(u;)? grad(ug) + ui Aus.

[§ A Skalarinvariansok, vektorinvarians, divergencia, rotacio lecke el-
méleti tesztfeladatai

Tesztkérdés:
Vaélasszuk ki az igaz allitasokat!
e A kereszt tenzor divergenciaja 0.

e Ha egy differencalhato vektormezd Jacobi-méatrixa szimmetrikus,
akkor a rotaciéja 0.

e Tetszoleges antiszimmetrikus linearis vektormezo elso és harmadik
skalarinvariansa 0.

e Az origora vald tiikrozés rotacidja 0.

Megoldas:
Mind a négy allitas igaz.
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1. A kereszt tenzor antiszimmetrikus volta miatt a matrixanak a {6-
atlojaban csupa 0 szam szerepel, igy a nyoma 0.

2. Egy szimmetrikus matrixnak az antiszimmetrikus része nullmatrix,
igy a vektormezo rotaciéja is 0.

3. Egy antiszimmetrikus linearis vektormez6 métrixanak a féatloja-
ban csupa 0 szam szerepel, igy a nyoma 0. Ha A antiszimmetrikus
matrix, akkor

A=-AT (93)
azaz
det A = —det AT = —det A. (94)
Igy
det A = 0. (95)

4. Az origora tiikkrozés szimmetrikus leképezés, ezért a rotacidja 0.

1.4. Térgorbék, gorbe ivhossza

E lecke befejezése utan a hallgato:

c sz

az ivhossz kiszamitasaval.

[) Gorbe

Megjegyzés:

Eloszor a gorbe fogalmat kell tisztaznunk. Gorbére gondolhatunk ugy,
mint egy mozgd pont palydjara. Egy mozgd pontot viszont példaul ugy
is megadhatunk, hogy minden idopillanatban megadjuk a pont helyét
jelz6 vektort. A pont mozgasat igy egy olyan fiiggvény irja le, amely
az I nyilt vagy zart idéintervallum minden pontjdhoz hozzarendel egy
vektort abban a térben, amelyben a pont mozog. Amennyiben a pont az
n dimenziés euklideszi térben mozog, akkor ez azt jelenti, hogy minden
t-hez hozzarendeliink egy n dimenziés vektort. A tovabbiakban fogadjuk
el ezt a gorbe értelmezéseként.

Definicié: Gorbe
Gorbének nevezziik az r : I C R — R” leképezéseket. {Fde:gorbe}

Megjegyzések:

e Ha n = 2, akkor sikgorbérdl, ha pedig n = 3, akkor térgdérbérol
beszéliink.

o A fenti értelmezés igen altalanos értelmezése a gorbének. Ismeretes,
hogy 1étezik olyan folytonos sikgorbe, amely egy egész négyzetet
kitolt, azaz létezik a szakasznak folytonos leképezése a négyzetre.
Ekkor a négyzetben végtelen sok olyan pont van, amelyen a gor-
be tobbszor is athalad. Az ilyen gorbék létezése azt jelenti, hogy
még folytonos gorbék is viselkedhetnek mésféleképpen, mint azt a
szemléletiink elvarna.
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e A topologidban vonalnak szoktdk nevezni azon ponthalmazokat,
amelyek zartak, osszefiiggoek, korlatosak és egydimenzidsak. Ez
all legkozelebb a gorbérdl alkotott szemléletiinkhoz.

e Gorbén magat a leképezést értjiik, nem pedig a leképezés képhal-
mazat, azaz nem a gorbét definidl leképezés értékkészletét. Igy a
gorbe leképezés, nem pedig R"”-beli halmaz. Ha a H halmaz meg-
egyezik a gorbe képhalmazaval, azaz H = r([), akkor azt mondjuk,
hogy r a H halmaz (egy) paraméterezése. Egy halmaznak szamos
paraméterezése lehet!

[&# Csavarvonal {Fmi:csavarvonal}

Mintafeladat: Csavarvonal
Irjon fel egy R sugaru, origd kozéppontu korlemez folé emelt egyenes
hengerfeliileten haladé csavarvonalat.

Megoldas:

Irjuk fel elészor, hogy hogyan kell a kort paraméterezni 2 dimenziéban.

Rcos(t)i + Rsin(t)] (96)

Most vegyiik észre, hogy megfelel6 médon hozzavéve a harmadik koordi-
natat a z tengely mentén elnytjthatjuk a korvonalat.

r(t) = Rcos(t)i + Rsin(t)] + btk, (97)
ahol t € [a, f] és b € R.

[& Nevezetes gorbék {Fmi:nevezetes.gorbek}

Mintafeladat: Nevezetes gorbék
Adjuk meg egy paraméterezését a kovetkezo gorbéknek:

{it:egyenes.param}
1. ro ponton atmenod, v irdnyvektoru egyenes,
2. differencialhaté r(t) gorbét t = tp-ban érintd egyenes,

3. origd kozéppontt ellipszis, melynek fétengelyei az = és y tengelyek-
kel parhuzamosak, és a féltengelyek hossza rendre adott a és b,

4. tetszoleges f : [a,b] — R fiiggvény grafikonja.

Megoldas:
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Lényegében azokat az r(t) pontokat kell felirni, amelyekre az r(t) —
ro vektor a v vektornak skalarszorosa.

r(t) —ro=tv t € (—00,00), (98)
ahonnan
r(t) =ro + tv t € (—o00,00) (99)

kovetkezik.

Hasznaljuk fel az eloz6 részfeladatot, vagyis hatarozzuk meg az
egyenes iranyvektorat és egy pontjat.
Az r(t) gorbét a t = tp-ban érinté egyenes irdnyvektora

7 (o), (100)
az érint6 egyenes egy pontja pedig:

r(to)- (101)

Ezt a két dolgot és az 1. mintafeladatot felhasznalva kapjuk, hogy
az érint6 egyenes egy paraméterezése

w(t) = r(to) + tr(to) t € (—00,00). (102)

El6szor irjuk fel az ellipszis egyenletét.

Az ellipszis egyenlete:
T A (103)

Most hatarozzunk meg egy olyan

ri(t)
r(t) = 104
0=("0) (104
paraméterezést, vagyis az r1(t) és ro(t) fiiggvényeket, melyre x he-
lyére 71 (t)-t, y helyére ry(t)-t helyettesitve azonossagot kapunk.

Felhasznalva az ismert

sin?(t) + cos®(t) = 1 (105)

trigonometrikus azonossagot lathatjuk, hogy az
r1(t) = acos(t) (106)
ro(t) = bsin(t) (107)

fiiggvények megfeleléek lesznek. A t paraméter pedig a [0, 27) in-
tervallumnak lesz eleme, mert a feladat szerint egy teljes ellipszist
kell paraméterezni.
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4.
Irjuk fel a fiiggvénygrafikon természetes paraméterezését.

Felirjuk azt a hozzarendelést, amely a t € [a, b]-hez a (¢, f(t)) vek-
tort rendeli:
r(t) =ti+ f(t)j, ahol t € [a,b]. (108)

Megjegyzések:

o A gorbéket sokféleképpen lehet paraméterezni. Példaul az ry pon-
ton atmend, v iranyvektoru egyenes megfelelé paraméterezései len-
nének a kovetkezok is:

r(t) = ro + tv, (109)
r(t) = ro + 2tv, (110)
r(t) = 1o + t3v, ahol t € (—o0, 00). (111)

Ezek mind ugyanazt a goérbét irjak le, csak a bejaras sebessége
kiilonbozik az egyes esetekben.

e Tekintsiik azt az ry : [0,27) — R? leképezést, amelyre
r1(t) = (cos(t), sin(t)) t €[0,2m). (112)

A fenti sikgérbe egy olyan pont palyajat irja le, amely pozitiv ko-
riiljarasi irdnyban befutja az origd kozéppontu egységsugarta korvo-
nalat, azaz az r; a kérvonal egy paraméterezése.

Megadhatjuk egyszertien egy masik paraméterezését a fenti alakzat-
nak. Tekintsitk most azt az ry : [0, 27) — R? leképezést, amelyre

ro(t) = (cos(3t),sin(3t)) ¢ € [0,27). (113)

Az ry gorbe képhalmaza ugyancsak a fenti korvonal, de ,haromszor
befutva”. Vildgos, hogy az ri(t) # ro(t). Lathatd, hogy az rq(t)
hossza 27, mig az r5(t) hossza 67. Ez a példa azt is mutatja, hogy
az {vhosszt a gorbéhez (vagyis a fliggvényhez) kell hozzarendelniink,
nem pedig a fiiggvény képhalmazahoz.

[J Beirt poligon

Definicié: Torottvonal; poligon

Taorottvonalnak (vagy poligonnak) nevezziik azon halmazokat, amelyek (rge:poligon}
csatlakozd szakaszok unioi. Ha az aq,as,...,ay az R™ tér tetszoleges

pontjai, akkor az a; pontokat (ebben a sorrendben) 6sszekoté poligon

az [ay, as), [as, as], ..., [an—1,an] R"-beli szakaszokbdl all. A téréttvonal

hossza ezen szakaszok hosszanak Osszege.

Definicié: Beirt poligon

Legyen a =ty <ty <--- <ty = az [a, ] intervallum egy tetszOleges (rde:beirt.poligon}
felosztésa. Az r : [, 5] — R™ gorbe ezen felosztéshoz tartozé beirt poli-

gonjanak nevezziik az r(to), r(t1), . . ., 7(tn) pontokat 6sszekotd poligont.

Abra:Gérbe beirt poligonja
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[J Gorbe ivhossza

Definici6: Gorbe ivhossza

A gorbe ivhossza a beirt poligonok hosszaibél all6 halmaz fels6 hatara.
Azt mondjuk, hogy a gorbe rektifikalhaté (kiegyenesithetd), ha a beirt
poligonok hosszaibdl allé6 halmaz felsé hatara véges.

Megjegyzések:

e Altaldban még a folytonossig sem elegendd egy gorbe rektifikdlha-
tosdgahoz. Létezik példa korlatos zart intervallumon értelmezett
egyvaltozos folytonos fiiggvényre is, amelynek a fiiggvénygrafikon-
ja nem rektifikalhato.

e Az r : o, 5] — R™ gorbe ivhossza az r leképezéstdl fiigg, hiszen
mar a beirt poligonokat is az r segitségével definidltuk. Ezek alap-
jan altalaban nem beszélhetiink egy H halmaz ivhosszarol, még
akkor sem, ha H egy gorbe képhalmaza, més széval, akkor sem, ha
paraméterezhetd. Ugyanis H-nak tobb paraméterezése is lehet, és
eléfordulhat, hogy a kiillonb6z6 paraméterezések ivhosszai kilonbo-
z6ek.

Tekintsiik példaul az alabbi gérbéket:

ri(t) = (t3,0)  te[0,1] (114)

és

ro(t) = (t2,0)  te[-1,1]. (115)
Lathato, hogy az ry és ry gorbék ugyanazt a halmazt paramétere-
zik (nevezetesen az z-tengely [0, 1] intervallumat), de az ivhosszuk
nyilvanvaléan kiilonb6zo.

e Bizonyos fontos esetekben a halmazhoz mégis hozzarendelhetiink
egy egyértelmii ivhosszat.

[ Egyszerii gorbe

Definicio: Egyszeri iv; egyszerii gorbe
Egyszerii ivnek vagy gorbének nevezziik azokat a halmazokat, amelyek-
nek létezik bijektiv és folytonos paraméterezése.

Definicié: Egyszerii zart gorbe

Egyszerii zart gorbének nevezziik azokat a halmazokat, amelynek 1é-
tezik olyan r : [a, 5] — R™ folytonos paraméterezése, amire minden
a<t<u<feseténr(t) =r(u) < t=aésu=_p.

E Egyszerii gorbe ivhossza

Tétel: Egyszerii gorbe ivhossza
Ha H C R" egyszerii iv, akkor H-nak barmely bijektiv és folytonos
paraméterezése ugyanazt az ivhosszt definialja.
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Bizonyitas:

Legyenek r : [a, 5] — H és ry @ [y,0] — H bijektiv és folytonos pa-
raméterezései a H halmaznak. Ekkor a p = r5' o7y fiiggvény az [« ]
intervallumot bijektiv médon a [y, §] intervallumra képezi, és meg lehet
mutatni, hogy folytonos is. Ebbdl kovetkezik, hogy ekkor sziikségkép-
pen szigorian monoton. Igy r; = ry o p. Mivel a p fiiggvény az [, B]
intervallumot bijektiv és szigori monoton médon az [7,d] intervallumra
képezi, ebbol kovetkezoen az ry és ry gorbéknek ugyanazok a beirt poli-
gonjai. Valbban, legyen az [«, f] intervallum egy & felosztésa o = tg <
t1--- <ty = . Ekkor vagy v = p(a) < p(t1) < --- < p(tn) = & vagy
v =p(ty) < - < p(ta) < p(t1) = d attdl fuggden, hogy a p névé vagy
csokkend. A két felosztas egyike szitkségképpen a [, ] intervallum egy
felosztasa lesz, amelyhez a fentiek alapjan ugyanaz a beirt poligon tar-
tozik, mint a ® felosztashoz. Kovetkezésképpen, az ry gorbe tetszoleges
beirt poligonja egyszersmind az ro gérbének is beirt poligonja lesz. Az
ro gorbék ivhossza ugyanannak a szamhalmaznak a szuprémuma, tehat
a két ivhossz megegyezik.

Megjegyzés:

A fentiek szerint beszélhetiink az egyszerii ivek ivhosszardl: ezen bar-
melyik olyan paraméterezésnek az ivhosszat értjiik, amely bijektiv és
folytonos.

B Folytonos, differencialhaté, folytonosan differencialhaté, Lipschitz
tulajdonsagu gorbe
Definicio: Folytonos, differencialhaté, folytonosan differencialhato, Lipschitz tulajdonsagu gorbe
Tekintsiink egy r : [o, 8] — R" gorbét és jeloljiik az r(¢) n dimenzids {Fge:folyt.diffhato.folytdis
vektor koordindtdit r1(t),72(t),...,7,(t)-vel minden ¢ € [a, f]-ra. Igy
minden i = 1,2,...,n-re definidltunk egy r; : [a, 5] — R egyvaltozos
figgvényt. Ezen fiiggvényeket nevezziik az r gorbe i-edik koordinata-
figgvényének. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy az r gorbe folytonos,
differencialhato, folytonosan differencialhatd, Lipschitz tulajdonsagu,

ha az r mindegyik koordinatafiiggvénye rendelkezik a megfelel6 tulajdon-
saggal.

E Elégséges feltételek gorbe rektifikalhatésagahoz

Tétel: Elégséges feltételek gorbe rektifikalhatésagahoz 1
Legyen adott egy r : [o, ] — R" gorbe. {Fte:elegs.felt.rektl}

1. Ha r Lipschitz tulajdonsagu, akkor r rektifikalhato.

2. Ha az r gorbe differencialhaté és az r koordinatafiiggvényeinek de-
rivaltjai korlatosak az [a, B]-n, akkor az r rektifikdlhato.

3. Ha az r folytonosan differencidlhato, akkor r rektifikalhaté.

Bizonyitas:
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1. Legyen az r : [a, f] — R™ gorbe Lipschitz tulajdonsagu. Igy min-
den i = 1,2,...,n-re és minden z,y € |o, Bl-ra |r;(x) — ri(y)| <
K|z —y|. Ekkor minden z,y € |«, f]-ra |r(z) — r(y)| < Kn|n —yl.
Ebbol azonnal koévetkezik, hogy r barmely beirt poligonjanak a
hossza legfeljebb Kn(f — «), tehat r rektifikdlhato.

2. A Lagrange-kozépértéktételbdl kovetkezik, hogy ha egy fiiggvény
differencidlhat6 az [, 8] intervallumon és a derivéltja korlatos, ak-
kor Lipschitz tulajdonsagu. Igy rektifikdlhatosaga 1.-bol adédik.

3. A 3. allitas nyilvanvalé 2.-bol, hiszen korlatos, zart intervallumon
folytonos fliggvények korlatosak.

Tétel: Elégséges feltételek gorbe rektifikalhatésagahoz 2

Tegyiik fel, hogy az r : [a, f] — R™ gorbe differencidlhaté, és az r koor-
dindtafiggvényeinek derivaltjai Riemann-integralhatéak [« 5]-n. Ekkor
r rektifikalhato.

Bizonyitas:
Mivel minden Riemann-integralhaté figgvény korlatos, igy az r rektifi-
kalhato.

Ilvhossz kiszamitasa

Tétel: ivhossz kiszamitasa
Tekintsiik a kovetkezo

r(t) = z(t)i +y(t)j + 2()k ¢ € [a, ] (116)
gorbét. Tegyiik fel, hogy 7(t) # 0 ha t € [, 8], r € C'|«, B]. Ekkor az r
gorbe ivhosszat az alabbi képlettel lehet kiszamolni:
B B
|l = [\@@2 + P+ Gora. )
Megjegyzések:

o A feltételek esetén a térgorbe ivhossza a paraméterezésre nézve
invarians, az a gorbe egy masik paraméterezése esetén nem valtozik.

e A pont elmozduldsa a ty és t id6pontok kozott r(t) — r(ty). Az
% vektor a mozgd pont idéegység alatti atlagos elmozdulé-
sat mutatja a [to,t] idGintervallumban. Ha t — t,, akkor ez az
4tlag a pont sebességvektorahoz tart. Igy az () (fizikai) jelentése
az r gorbe mentén mozgd pont sebességvektora a t idépillanatban.

Masrészt az %;(to) érték a mozgd pont idoegység alatti atla-
gos elmozduldsdnak nagysdgat mutatja a [ty,t] idéintervallumban.
Ennek a hatarértéke ¢ — ¢y esetén a mozgd pont pillanatnyi sebes-
sége. A pillanatnyi sebesség tehat az 7 (o) sebességvektor abszoltt
értéke, azaz |r(ty)|. Igy a gorbe ivhossz képlet fizikai jelentése az,
hogy egy (gorbevonalil) mozgas sordn a mozgd pont altal megtett
ut a pillanatnyi sebesség integralja, ezért az ivhossz képletet is ér-
telmezhetjiik, mint a Newton—Leibniz-formula gérbékre vonatkozd
analogjat.

e Természetesen a fenti gorbe olyan egyszerii iv, amelynek paramé-
terezése bijektiv és folytonos.

30

{Fte:elegs.felt.rekt2}

{Fte:ivhossz.kiszamitasa}



[& Kor keriilete {Fmi:kor.kerulete}

Mintafeladat: Kor keriilete
Szamitsa ki egy R sugaru kor kertiletét!

Megoldas:
Eloszor paraméterezziink egy origd koriili R sugaru korvonalat.

Az origd kozéppontt R sugari kor egy paraméterezése:
r(t) = Rcos(t)i + Rsin(t)7, (118)

ahol ¢ € [0, 27).

Hatarozzuk meg az ivhossz képletben szerepl6 7(t)-t.

i(t) = —Rsin(t)i + R cos(t)]. (119)

Most pedig helyettesitsiink be az ivhossz képletébe.

27T 27
/ 17+(t)] dt = / VR sin?(t) + R? cos?(t) dt = 2R, (120)
JO JO

ami az ismert képlet.

[& ivhossz kiszamitasa {Fmi:ivhossz.kiszam}

Mintafeladat: Ivhossz kiszamitasa
Szamitsa ki a kovetkez6 gorbék ivhosszat:

1. Az B
r(t) = 3ti+ 3t%j + 2t°k (121)
gorbének az x = 3 és az x = 6 egyenletil stkok k6zé es6 részének az
ivhossza.
2. Az

r(t) = cos®(t)i + sin®(t)] + cos(2t)E (122)

gorbének az ivhossza a [0, 27) intervallumon.

Megoldas:
Hatarozzuk meg, hogy a t paraméter mely értékei adjak meg a
gorbe azon pontjait, melyeket a sikok kimetszenek.

Az
r=3 (123)



egyenletii sik a tér azon pontjait tartalmazza, melyek x koordina-
taja 3. Vagyis a t paraméter keresett értékét a

3t=3 (124)
Osszefiiggés adja meg, ahonnan:

t=1. (125)
Ugyanigy jarunk el a masik sik esetében:

3t =0, (126)

ahonnan
t = 2. (127)

Vagyis az ivhossz szamitasanal a
tel,2] (128)

intervallumot kell figyelembe venni.

Adott a gorbe, és a tartomany, ahol a paraméter fut. Most hata-
rozzuk meg a gorbe derivaltjat.

i (t) = 37 4 617 + 62k, (129)

Rendelkezéstinkre all minden az ivhossz kiszamitasahoz, helyette-
sitsiink be a képletébe.

2 2
/ (1) dt = / V32 + (61)2 + (662)2 dt
1 1
2
- 3/ VI+ 42 + 4t dt
1

:3/12\/(1+2t)2dt

2 t32
:3/ (1+2t2)dt:4lt+2] —17.
1 31,

(130)

2.
Meghatarozzuk a gorbe derivaltjat.

7(t) = —3 cos?(t) sin(t)i 4 3sin?(t) cos(t)j — 2sin(2t)k.  (131)

A paraméter altal befutott intervallum adott, helyettesitsiink be a
képletbe.
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(9 cos?(t) sin®(t)) + 4sin?(2t) dt

—sin?(2t) + 4 sin?(2t) dt

(132)

1.5. Feliiletek, feliilet felszine
E lecke befejezése utan a hallgato:

e megismerkedik a feliilet definicidjaval,
e ismeri néhany nevezetes feliilet paraméterezését,

e ki tudja szamitani feltiletek felszinét.

Paraméterezett felulet

(—3cos?(t) sin(t))? + (3sin?(t) cos(t))? + (—2sin(2t)) dt
(9 cost(t) sin?(t)) + 9sin?(t) cos?(t) + 4 sin?(2t) dt

\/
v
V(9 cos?(t) sin?(t)) (sin(t) + cos?(t)) + 4sin(2t) dt
v
/

Definicié: Kétparaméteres vektor-skalar fiiggvény; paraméterezett feliilet

Egy r : R?2 — R3 fiiggvényt kétparaméteres vektor-skalar fiiggvény-
nek vagy paraméterezett feliiletnek nevezziik, ha D C R? értelmezési
tartomanya a valos szamok halmaza onmagaval vett direkt szorzatanak
részhalmaza, és a fiiggvény minden (u,v) € D-hez egy R3-beli vektort
rendel fiiggvényértékként. A D halmazt paramétertartomanynak nevez-
zuk.

Megjegyzések:

o A feliiletek leirasara, szemléltetésére altalaban kétparaméteres vektor-

skalar fuggvenyeket szoktunk haszndlni. Ha a térben rogzitettiik
egy i, j, k bazist, akkor az r(u v) fuggveny értéke minden (u,v) € D
esetén az r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k alakban adhaté
meg. Az igy kapott x(u,v),y(u,v), z(u, v) kétvaltozos skalar fiigg-
vények az r(u,v) fliggvény koordinatafiiggvényei. A kétparaméte-
res vektor-skalar fliiggvény megadasa ekvivalens harom kétvaltozos
skalar fliggvény megadasaval rogzitett bazisban.
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Abra: Paraméterezett feliilet

e Azt mondjuk, hogy a paraméterezett feliilet folytonos, vagy dif-
ferencialhaté, vagy folytonosan differencialhaté, ha a megfelel6
leképezés rendelkezik a megfelel6 tulajdonsaggal.

[ Nevezetes feliiletek {Fni:nevezetes.feluletek}

Mintafeladat: Nevezetes feliiletek
Magyarazza el, hogy néznek ki a kovetkezo feliiletek:

1.
r(u,v) = Rucosvi + Rusinvj + uk, (133)
ahol
u € [0,up],v € [0,27], R, uy > 0. (134)
2. .
r(u,v) =ui+v)+ (1 —u—o)k, (135)
ahol
u € [0,1],v € [0,1—ul. (136)
Megoldas:

1. A feliilet egy kupfeliilet, egy ,fagyitolcsér”, melynek csiicsa az ori-
goban van, szimmetriatengelye a z tengely, felfelé nyilik, uy magas
és ug magassagban a kor atmérdje Rug.

2. A felillet egy szabdalyos haromszog, melynek harom csicsdba az
1, 7, k vektorok mutatnak.

[J Feliilet felszine

Megjegyzés:

Egy feliilet felszinének meghatarozasa joval nehezebb feladat, mint a sik-
beli halmazok tertiletének vagy a testek térfogatanak kiszamitdsa. A
zott beliilrdl és kiviilrol vald kozelités modszere. Ha az ivhossz mintaja-
ra probalkoznank a beirt poliéderek felszinének szuprémumaéaval, mar a
legegyszeriibb (forgas) feliiletek esetében sem jutnank eredményre. Geé-
cze Zoard (1873-1916) mutatott példat arra, hogy egy teljesen egyszerii
egyenes korhengerbe is beirhatunk akarmilyen nagy felszint poliédereket.
A felszin preciz fogalmanak kialakitdsahoz a differencidlgeometria mély
eszkozeire van sziikség,

Definicio: Feliilet felszine

Legyen D C R? Jordan-mérhet mérhetd sikbeli részhalmaz, és legyen {Fde:felulet.felszine}
r: D — R3 egy folytonosan differencidlhaté fiiggvénnyel megadott para-

méterezett F' felilet. Tegyiik fel, hogy az |1, x r!| figgvény integralhato

D-n. Ez esetben azt mondjuk, hogy F felszine létezik, és értéke

A(F) ://D I x ' |dD. (137)
3
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Megjegyzések:

e Mivel a feltétel szerint az (u,v) — |r] X r]| folytonos D-n, ezért
a tételben szerepl integral pontosan akkor létezik, ha az (u,v) —
|r! x r!| korlatos a D halmazon. Ez példdul teljesiil, ha D zért
halmaz. Mivel D korlatos a feltétel miatt, ez esetben F-nek létezik
felszine.

e Ha f : [a,b] — R folytonosan differencialhaté fiiggvény, akkor a
fliggvény [a, b]-hez tartozd része grafikonjanak az x-tengely koriili
megforgatasaval kapott F' forgasfeliilet paraméterezése

r(u,v) = ui 4 f(u) cosvj + f(u)sin vk, (138)

ahol
u € [a,b],v € [0,27) (139)

leképezés. Ekkor az igy paraméterezett feliiletnek a felszine meg-
egyezik az ismert felszinformuléval, azaz

b

AF) = 27 / F@)W/1+ f(2)2 da. (140)

a

e Azinverzfiiggvény-tétel és az integral transzformalasi formulai alap-
jan meg lehet mutatni, hogy ha egy F C R? korlatos zart hal-
maz paraméterezése injektiv és folytonosan differencialhaté leképe-
zés, akkor a felszin értéke fliggetlen a paraméterezéstol. Azaz ha
A C R?, B C R? Jordan-mérheté halmazok és r; : A — R3, ry :
B — R3 egy-egy injektiv folytonosan differencidlhaté fiiggvények-
kel megadott paraméterezése az felilletnek, amelyre r1(A) = ro(B),
akkor

JJjx oida= [[ 1), x ()i dB. (141)

E Skalar-vektor fiiggvény feliiletének felszine

Tétel: Skalar-vektor fiiggvény feliiletének felszine
Legyen A C R? Jordan-mérhetd zart halmaz. Tegyiik fel, hogy f: A - R {Fte: skalar.vekt.fuggy.felul
folytonosan differencialhato. Ekkor f grafikonjanak felszine

/R AERTAR Y (142)

Bizonyitas:

r(@y) = 57+ 47 + £, )k, (143)
ahol
(2,9) € A (144)
az f : A — R figgvény grafikonjanak egy folytonosan differencialhaté
paraméterezése.
Mivel

r(z,y) = 10+ 07 + fL(z,y)k (145)
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és
ry(x,y) = 00+ 15+ f, (2, y)k, (146)

ezért

v x| =L+ (f)2 + (f)2 (147)

[& Gémb felszine {Fmi:gomb.felszine}

Mintafeladat: Gomb felszine
Szamitsa ki egy R sugart gémb felszinét!

Megoldas:

[rjuk fel az origd korilli R sugari gombfeliilet egy paraméterezését.

r(u,v) = Rsin(u) cos(v)i + Rsin(u) sin(u)j + R cos(u)k, (148)
ahol
u € [0,7] és v € [0, 27]. (149)

Szamoljuk ki az egyes parcidlis derivaltakat.

R cos(u) cos(v) —Rsin(u) sin(v)
7l (u,v) = | Rcos(u)sin(v) | és 7! (u,v) = | Rsin(u)cos(v) |. (150)
—Rsin(u) 0

Most pedig a keresztszorzatot.

—

i 7 k
r (u,v) X 7 (u,v) = det ( Rcos(u) cos(v) Rcos(u)sin(v) —R sin(u))
—Rsin(u)sin(v) Rsin(u) cos(v) 0

= R? (Sin2(u) cos(v)i + sin®(u) sin(v)7 + (sin(u) cos(u) cos®(v) + sin(u) cos(wu) sing(v))k’>

=R’ (Sin2(u) cos(v)i 4 sin?(u) sin(v)] + sin(u) cos(u)E) :
(151)

Most szamitsuk ki ennek a vektornak a hosszat.
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7! (u,v) X 7l (u,v)] = \/R4(sin2(u) sin(v))? 4+ R*(sin?(u) cos(v))? + R*(sin(u) cos(u))?
=R? \/sin4(u) 12(v) + sin®(u) cos?(v) + sin?(u) cos?(u)
=R \/31114(u) + sin?(u) cos?(u)
= R? \/sin2(u)(sm (u) + cos?(u))
= R*\/sin?(u)
— R?|sinu)
= R?sin(u)

(152)

Most mar ki tudjuk szamolni az integralt.

27
/ / R? sin(u) dv du = Rz/ / sin(u) dv du
—R2/ sin(u )du/ 1dv (153)
0 0
=R?.2.21 = 4R%r.

2. Masodik fejezet

2.1. Vonalintegral

E lecke befejezése utan a hallgato:
e megismerkedik a vonalintegral fogalmaval, tulajdonsagaival,

e ki tudja szamitani adott vektormezonek egy paraméteres gérbén
vett vonalintegraljat.

[ Vonalintegral

Megjegyzés:

Tekintsiink egy erétér ellenében mozgast végzo pontot. Tegyiik fel, hogy
egy pont mozgdsit egy 7 : [, 5] — R? irdnyitott gorbe irja le, és a pont-
ra az r(t) helyen v(r(t)) nagysagi és irdnyu er6 hat. Tekintsik az [« ]
intervallumnak egy a =ty < t; < --- < t, = [ felosztasat, és tegyiik
fel, hogy az r gorbének a felosztés [t;_1,t;| intervallumahoz tartozé r; ive
»jol” kozelithetd az [r(t;),r(t;—1)] szakasszal. Tegyiik fel tovabba, hogy
az r; iven az er6 kozelitleg allandé. (Ha a gorbe folytonosan differenci-
alhato és a fiiggvény folytonos, akkor ezek a feltételek minden elég finom
felosztasra teljesiilnek.) Ekkor a fizika tanitdsa szerint az erd altal az r;
iven végzett munka jol kozelitheté a v(r(¢;)) - (r(t;) —r(t;—1)) skalarszor-
zattal, ahol ¢; € [t;_1,t;] (i = 1,2,...,n) tetszéleges pont. Mivel az er6
altal végzett munka az adott gorbén egyenl6 az r; iveken végzett munkak
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Osszegével, ezért a munkat jol kozeliti a D1 v(r(c)) - (r(t;) — r(ti—1))
Osszeg. Ha létezik olyan I szam, hogy ezek az Osszegek tetszéleges pon-
tossaggal megkozelitik I-t elegendGen finom felosztasra, akkor nyilvan [
lesz a keresett munkavégzés mértékszama. A fenti gondolat motivalja a

« sz

Abra: A vonalintegral értelmezése

Definicié: Vonalintegral

Legyen adott a + gorbének az r : [a, f] — R? egy paraméterezése és (Fde:vonalint}
v : r([a, B]) — R?® adott vektor-vektor fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

a v vektormezonek a gorbén létezik a vonalintegralja és értéke az

I szdm, ha minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0 szdm, hogy ha az

a=ty<t; <---<t,=paza, ] intervallum d-nal finomabb felosztasa

és ¢; € [ti1,t;] (i =1,2,...,n) tetszéleges pontok, akkor

I — ZU(T(Cz‘)) (r(ti) —r(tiz1))

i=1

<e. (154)

| n

Ebben az esetben a v vektormezének a v goérbén a vonalintegraljat a
kovetkezoképpen jeloljiik:

L o(r) dr. (155)

Ha a ~ gorbe zart, akkor a fenti vonalintegrélra a
?{ v(r)dr (156)
gl
jelolést is hasznaljuk.

E Vonalintegral kiszamitasa

Tétel: Eros alak

Legyen adott a y gorbének az r : [a, ] — R? egy differencidlhaté para- ({Fte:vonalint.kiszam.eros}
méterezése és tegyiik fel, hogy az 7(t) koordindtafiiggvényei integralhaték

[, B]-n. Tegyiik fel, hogy a v : 7([a, B]) — R3 vektor-vektor fiiggvény

az 7(|a, 8])-n folytonos. Ekkor az [ v(r)dr vonalintegrdl létezik és az

értéke

/ "o (D) - 71 dt. (157)

07

Bizonyitas:
A bizonyitas meghaladja ezen tananyag kereteit. Feltételezné a vonalin-
tegral és az un. Stieltjes-integralok kozotti kapesolat ismeretét.

Tétel: Gyenge alak

Legyen adott a v gorbének az r : [a, 3] — R3 egy kétszer folytonosan {Fte:vonalint.kiszan.gyenge)
differencidlhat6 paraméterezése, amelyre 7(t) # 0, ha t € [«, 5]. Tegyiik

fel, hogy a v : D C R3 — R? folytonos vektormezd a y-n. Ekkor az

J, v(r) dr vonalintegral 1étezik és az értéke

L o(r)dr = / " e (t)) - 7 () dt. (158)

«
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Bizonyitas:
A feltételek miatt az allitas jobb oldalan all6 integrandus folytonos, igy
a hatarozott integral létezik.

Megmutatjuk, hogy a + gorbe barmely minden hataron tul finomodo
{®,} felosztassorozatéra a v megfeleld integralkozelité Osszeg sorozata az
allitas jobb oldaldhoz tart.

Legyen ® a v gorbe a =ty < t; < --- < t,, = 3 osztépontokkal adott
felosztasa. Tekintsiik a felosztashoz tartozo integralkozelito osszeget:

o = 3 ofr(e)) - (r(t0) = rltir), (159)

ahol ¢; € [t;_1,t;]. Legyen € > 0 tetszéleges. A tovdbbiakban meg-
mutatjuk, hogy I3 eltérése az allitdas jobboldalanak megfelel6 Riemann-
integralkozelité Osszegtol e-nal kisebb lesz, ha a & felosztas finomsaga
elegendden kicsi. A Riemann-integral kozelitéséhez valasszuk ugyanezen

to,t1,...,tN osztopontokat és ¢; pontokat.
Ie — iv(r(q)) (i)t —tia)| = iv(r(ci)) (r(ts) —r(tic1)) — iU(T(Ci)) (b)) (6 — ti1)

IN

.
Il
—

[o(r(c))| - |rti) — r(ticn) — 7(tio1) (t — tica)]-
(160)
Az Osszeg becsléséhez felhasznéljuk a Taylor-formulat:

r(ti) = r(tim1) = F(tim1) (i — tia)| < nax #(8)](t: — tioa)® (161)

(Mivel az r(t) [a, f]-n kétszer folytonosan differencidlhaté, ezért a maxi-
mum létezik és véges.) A feltevés szerint a v folytonos a v gorbén, ezért

létezik a
M := max |v(r(t))]. 162
e [o(r() (162)
fgy
D lor(e)] - |r(ts) — rticy) — #(tima) (t — tima)] < M - nax |7 ()| (t; — ti1)?
=1 a,
< M - max |[F(t)| - |8 — almax|t; —t;_1| <€,
< M- pa [7(0)] 16 — al max |t —

(163)

ha a v felosztasa finom felosztéas.
Igy tetszoleges € pozitiv szamhoz létezik § > 0, hogy a v gbrbének
tetszoleges olyan ® felosztasara, amelyre max; [t; — t;_1| <

n

Iy — ZU(T(C,‘)) . T(t1_1>(t1 — ti—l) < €. (164)

i=1

Megjegyzés:

Nincs értelme gorbe képhalmazan vett integralrél beszélni. Sajnos el6for-
dulhat, hogy a gorbének két kiilonboz6 paraméterezése esetén a vonalin-
tegral kilonbozs. Igy a J, v(r) dr jelolés altaldban csak akkor korrekt, ha
a feladatbol egyértelmiien kideriil, hogy a gorbe mely paraméterezésérol
van szo.
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EN. vonalintegral tulajdonsagai

Tétel: A vonalintegral tulajdonsagai
{Fte:vonalint.tulaj}

L. A v [ o(r)dr leképezés linedris, azaz

L(vl(r) + vo(r)) dr = /

Y

i (r) dr + / w(r)dr  (165)

Y

LCUI(T) dr = CLUI(T) dr. (166)

2. Ay [Lu(r)dr végesen additiv leképezés, azaz ha v, és v, olyan
gorbék, hogy a v, végpontja megegyezik a v, kezdopontjaval, akkor

/%UWU(T) dr :/ v(r)dr+ [ v(r)dr. (167)

71 72

/_vv(r) dr = —/U(r) dr, (168)

v
ahol —~v jelenti a v gorbedarab ellentétes iranyitasaval keletkezo
gorbedarabot.

[& Vonalintegral {Fmi:vonalintegral}

Mintafeladat: Vonalintegral
Hatarozzuk meg az u skalarmez6 gradiensének a v gorbe menti vonalin-
tegraljat, ahol

u(r) =r? (169)

és a vy paraméterezése
r(t) = acos(t)i + asin(t)] + btk, (170)
ahol t € [0,27], a és b adott pozitiv szamok.

Megoldas:
Hatarozzuk meg a skaldrmez6 gradiensét.
v(r) = gradu(r) = 2r. (171)

Lokalizaljuk a kapott vektormezdt az adott gorbe mentén.

o(r(t)) = 2acos(t)i + 2asin(t)] + 2btk. (172)

Most hatarozzuk meg a gorbe paraméterezésének az id6 szerinti derivalt-
jat.
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i(t) = —asin(t)i + acos(t)] + bk. (173)

Szamoljuk ki a skalaris szorzatot, amit késébb integralni kell.

A skalaris szorzat:

ga cos(t) —asin(t)
v(r(t))-r(t) = | 2asin(t) | - | acos(t
(r(t)) - 7(t) 2bt( ) b( ) (174)

= —2a” cos(t) sin(t) + 2a” sin(t) cos(t) + 2b°t = 2b°t.

Szamitsuk ki az integralt.

t2 27
20%t dt = [21722] = 472,

(175)

2

Lv(r) dr = /O%v(r(t)) CR(t) dt =

0

[& Gravitacié

Mintafeladat:
Gravitacié Hatarozzuk meg az u skalarmezo gradiensének a v gérbe menti

integraljat, ahol
1
u(r) = — (176)
|

és a v gorbe legyen két adott A és B térbeli pontokat 6sszekoéto szakasz,
amely A-bdl B-be van iranyitva, és nem halad at az origon.

Megoldas:
Paraméterezzuk a térbeli szakaszt.

Legyen a illetve b az A-ba és B-be mutat6 vektor. Ekkor
r(t) =a+ (b—a)t, (177)
ahol t € [0, 1].

[rjuk fel az u skaldrmez6 gradiensét.

1 1 :
v(r) = gradu(r) = grad <(r2)’5) = —5(7’2)’% 21 = —‘:‘3. (178)
Lokalizaljuk a kapott vektormezot az adott gorbe mentén.
a+ (b—a)t
o(r(t) = —— 0= (179)

((a+(b—a)t)?):
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Most hatarozzuk meg a gorbe paraméterezésének az id6 szerinti derivalt-
jat.

Ht)=b—a (180)

Szamoljuk ki a skalaris szorzatot, amit késébb integralni kell.

v(r(t))r(t) = — at(b-a)t b—a
() H() = T ) =

a(b—a)+ (b—a)t

(a2 +2a(b — a)t + (b— a)2)2
(181)

[N

Szamitsuk ki az integralt.

Av(r) dr = /lv(r(t)) C(t) di

_/ a(b—a) + (b—a)*t
a? 4 2a(b — a)t + (b — a)t?)>

(Elsé pillantasra egy kicsit problémasnak tiinik, de ha alaposabban meg-
nézzik, akkor lathatjuk, hogy ez f—; tipust alapintegral.)
2

2,%_@27§:i_i— ja
— (%) (a2) o Tl (0) — u(a)

(182)

2.2. Feliileti integral
E lecke befejezése utan a hallgato:
e ¢rti a feliileti integral fogalmét és ismeri a tulajdonsigait,
e ki tudja szamitani egy vektor-vektor fiiggvénynek adott feliiletre
vonatkozo feliileti integraljat.
Egyszerii feliilet

Megjegyzés:
A tovabbiakban feliilet alatt mindig valamely kétparaméteres vektor-
skalar fiiggvénnyel paraméterezett feliiletet értiink.

Definici6: Egyszerii feliilet
Azt mondjuk, hogy az r : T C R* — R? fiiggvénnyel paraméterezett F' {Fde:egyszeru.felulet}
felillet egyszeri feliiletdarab, ha

42



1. T C R? nyilt és 6sszefiiggd,

2. r homeomorfizmus, azaz r : T C R? — R3 olyan folytonos bijekcié
T és r(T) kozott, amelynek az inverze is folytonos.

[ Regularis feliilet

Definicié: Regularis feliilet
Azt mondjuk, hogy az r : T C R? — R? fiiggvénnyel paraméterezett
egyszeri F feliilet iranyitott, regularis feliiletdarab, ha

1. r kétszer folytonosan differencialhato
2. 7, xrl #£0aT C R%en,

3. a felillet minden pontjahoz egyértelmiien hozzarendelheté a nor-
malis egységvektora, a két lehetséges iranya koziil ki van jelolve az
egyik minden pontban tgy, hogy a normal egységvektor — mint a
hely fiiggvénye — az egész feliileten folytonos.

Megjegyzések:

e Meggondolhato, hogy regularis feliilet egy pontjan athalado 6sszes
feliileti gorbe e pontbeli érintéje egy kozos sikban, az adott ponton
athalado 7, x r! normalvektord sikban van, ami a feltétel szerint
nem nullvektor. Ez az adott pontban vett feliileti normalvektor.

e Létezik nem iranyithato feliilet, erre nevezetes példa in. Mobius-
szalag. E feliilet egy tetszoleges P pontjaban tetszolegesen kijelolve
a normal egységvektor iranyat, feliilleten korbehaladva, a P pont-
ba visszaérve az eredetivel ellenkezo iranyt normal egységvektort
kapunk.

e Megmutathatd, hogy a gdmbfeliilet nem egyszerti felilletdarab. Ilyen
és hasonlo zart feliileteket nem szeretnénk kirekeszteni a targyalds-
bél, igy kiterjesztjik a feliilet fogalmat.

Definicio:
Az F C R3 részhalmaz regularis feliilet, ha léteznek Fy, ..., F), reguldris
felilletdarabok tgy, hogy

1' F = U?:l E?
2. Nyer Fi regularis feliletdarab minden I C {1,2,...,n} esetén,
3. F osszefiiggo,

4. ha F' adott pontja tobb F; felilletdarabnak is pontja, akkor ezen
pontok kozott létezek in. megengedett paramétertranszformaciok,
azaz ha

F; {Ti(ui,vi) L (u' ') € Ti} (183)
Fj:{rj(uj,vj) s (u?,07) GT]} (184)
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a paraméterezések és r'(ay, as) = r7(by, by), ((a1,as) € T;, (by,by) €
Ty), akkor a (by, by)-nek létezik olyan kornyezete, amelyben az (u?, v7)-
6l az (u’,v')-re valo paramétezerzésre dttérés esetén a leképezés
bijektiv, kétszer folytonosan differencialhato és a fliggvényrendszer
Jacobi-determinansa nem 0,

5. az F feliilet iranyithaté, azaz minden pontjdhoz hozzarendelhet6 a
normal egységvektora tgy, hogy a normal egységvektor mint a hely
fiiggvénye az egész feliileten folytonos legyen.

Definicié:
Egy reguldris F felillet zart, ha F' az R? teret V; és Vj térrészre bontja {Fde:zart.felulet}
gy, hogy

1. VUFUV, =R?
2. VinNF=V,NF=VinV,=10
3. V1 UV, nem 0sszefliggo

4. Vi és V5 Osszefliggd, és pontosan az egyik korlatos.

Megjegyzés:
A gombfeliilet egyszeri zart feliilet.

[} Vektormezd feliileti integralja
Megjegyzések:

e Tekintsiik az alabbi fizikai modellt: Jeldlje v(r) egy aramlé folya-
dék sebességmez0jét, azaz a tér r helyvektordahoz hozzarendeljiik
a megfelel6 folyadékrészecske v(r) sebességvektorat. Helyezziink
a folyadék tutjaba egy F' feltiletdarabot és vizsgaljuk, hogy azon
egységnyi id6 alatt mennyi folyadékmennyiség 1ép at. Osszuk fel
a feliletdarabot ,kelléen finom” F; (i = 1,2,...,n) kicsiny feli-
letdarabokra. Eletszerii feltenni, hogy a sebességmezd folytonos.
Rendeljiik hozza az F; felilletelem minden pontjahoz a feliiletelem
adott r; pontjahoz tartozo6 v(r;) sebességvektorat. A v(r) folytonos-
sdga miatt a feliiletelem tobbi pontjahoz tartozo sebességvektorok
ettol csak kicsit fognak eltérni. A feliiletelemen dt id6 alatt athala-
do folyadékrészecskék egy ferde hasabnak tekintheto testet fognak
kitolteni. Lathaté, hogy ennek a ferde hasdbnak a térfogata az
alabbi skalarszorzat:

(v(r;) - my) dt, (185)

ahol m; az r;-hez tartozé normalvektor. Ezen mennyiség elGjele
aszerint valtozik, hogy a folyadék a normélis iranyaban, vagy a
normalissal ellentétes irdnyban 1épi-e at az F; feliletet. Igy egész F
felilleten dt id6 alatt ataramlott folyadékmennyiség el6jeles Gsszege
kozelitoleg:

n

> (u(r) - my) dt, (186)

=1
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azaz egységnyi id6 alatt az egész F' feliileten ataramlott folyadék-
mennyiség el6jeles Osszege kozelitoleg

> o(rg) - my. (187)
i=1
A fenti mennyiség azt adja meg, hogy az feliilleten idéegység alatt
mennyivel tobb folyadék halad at a normalis irdnyaban, mint az
ellenkezo6 iranyban.

e Tekintsiik az aldbbi matematikai modellt: Legyen adott F' egy
r = r(u,v), (u,v) € T C R? paraméterezéssel irdnyitott reguld-
ris feliiletdarab, és az ezen értelmezett v(r) folytonos vektormezd.
Vegytik az F feliilet egy ,kelléen finom” {F;} Jordan-mérhet6 felii-
letekre valé felosztasat, azaz legyen

F=JF. (188)

Minden egyes feliiletdarab belsejében jeloljink ki egy r; € F; pon-
tot. Jelolje mi; ezen feliilet 7;-beli normaélis egységvektorat és jeldlje
F, = A(F;)-m; az Fi-hez tartozé un. felszinvektort. A felszinvektor
hossza tehat az F; feliiletdarab felszine, iranya merdleges az F; fe-
liletdarabra, igy allasa jellemzo a feltiletdarab allasara. Tekintsiik
az

o(ry) - E; (189)

skaldris szorzatot. Ezt minden feliilletelemen végrehajtva kapjuk az
F feliilet adott felosztasdhoz tartozd Osszeget:

> o(ry) - E,. (190)

n
=1

Ha a felosztast minden hataron tul finomitjuk, akkor

JLHC}OZ:ZIU(TI) - F; (191)

hatarérték létezik és véges.

Definicié: Vektormezo feliileti integralja
Legyen T' C R? Jordan-mérhetd tartomény,

F ={r(u,v): (u,v) € T} (192)

iranyitott, regularis felilletdarab, és v(r) ezen értelmezett folytonos vek-
tormezd. A v(r) vektormez6 F' felilleten vett feliileti integraljat a ko-
vetkezOoképpen definialjuk:

J[oydr = [[ ot a1

Ezt az értéket a v(r) vektormez6 F-re vonatkozé fluxusanak is nevezziik.
Ha F' zart regularis feliilet, akkor az F-re vonatkozoé feliileti integralt a

kovetkezoképpen jeloljiik:
# o(r) dF. (194)
F
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Megjegyzések:
e A feliilet minden esetben a normélvektor allasaval iranyitott feltilet.

o A feliileti integralt a felillet paraméterezésével definidltuk, ezért
latszolag fiigg a felillet paraméterezésétol. Megmutathato, hogy
a definiciénak megfelel6 paraméterezésre nézve a feliileti integral
invarians.

B Invarianciatétel

Tétel: Invarianciatétel
Az F irdnyitott reguléris feliiletdarabon értelmezett v(r) folytonos vek-
tormezo feliileti integraljanak értéke fiiggetlen a paraméterezéstol, ez az

{Fte:invariancia.tetel}

érték a feliilleti normalvektor irdnyitasat megorz6 paraméter-transzformacioval

szemben invarians.

Bizonyitas:
Tekintsiik az F feliiletnek két kiilonb6z6 paraméterezését:

F ={p(u,v) : (u,v) € T1} = {q(r,s) : (r,s) € Tr}. (195)

Tegyiik fel, hogy ezen és paraméterezések regularis feliiletet allitanak elo.
Tekintstink egy paraméter-transzformaciot, azaz az (u, v) paraméterezés-
rél a masik, (r, s) paraméterezésre vald attérést, ahol a Ty bijektiv moédon
raképezheto a T)-re, a leképezést megvalositod

u(r, s),v(r, s) (196)

fiiggvények haromszor folytonosan differencialhatok és e fiiggvényrend-
szer derivalttenzoranak a determinansa, a Jacobi-determinans nem zérus
a Ty-n. Legyen a fenti jelolésekkel

q= Q(Tv S) :p(u(T‘, S),U(T, S)) (197)

A tobbes integral transzformacios képlete alapjan:

//TZ P X ) drds = / /TQ - (Pl % pv)g(g: Z)) dr ds

—i//T ) - (P % py,) dudv,
1 (198)

aszerint, hogy a paraméter transzformaciot megvaldsitd leképezés Jaco-
bi determindnsa pozitiv vagy negativ. Itt felhasznaltuk, hogy (a fenti
jelolésekkel)

ou ov
= = g 199
ou ov
=y == pp— 200
A R (200)
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Igy kapjuk, hogy

' o = ,/.%4_,/.@ % /’.@_'_/’.@
qr qgsi u 8T pv 8T u a pv 5’5

, ;L 0udv , Ou Ov
= (0 X Py) 5o + 0, X 1) -
r 0s

P s Or
gy (2100 Oun o
Pu P\ 5,895~ Bs or

El Feliileti integral tulajdonsagai

Tétel: Feliileti integral tulajdonsagai
Vektormez6 feliileti integralja rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

1. Avw [[pou(r)dF leképezés linearis, azaz

//F(m(r)+vz(7“))dF://Fvl(r)Jr//FvQ(r) dF (202)
//F cv(r) dF = C//Fv(r) dF. (203)

2. Az F — [[pv(r)dF leképezés végesen additiv, azaz ha az F' irdnyi-
tott feliiletet két részre, Fy és Fy-re bontjuk, akkor F' és F) illetve
F és F; egyez0 irdanyitasa esetén

//FIUFQ r)dF = //F dF+//FQ (204)

3. Jelolje —F az F feliileti normalvektor iranyitasanak ellenkezdre val-
toztatasaval keletkez6 iranyitott feliiletet. Ekkor

/ / r)dF = / / (205)

[& Feliileti integral

Mintafeladat: Feliileti integral
Szamitsuk ki a kovetkezé v(r) vektormezbk adott F feliileten vett integ-
raljat!
1. Vektormezo:
v(r)=r (206)
Feltilet:
F={(z,y,2): 2>+ +2*=1,2 >0} (207)

A normadlvektor lefelé mutasson.

2. Vektormezo:
v(r) =2r (208)
Felilet:

{Fte:feluleti.int.tul}

{Fmi:feluleti.integral}

F:{(x,y,z) iyt =1,-1<2< 1}U{(:U,y,z)::v2+y2 <1,z :1}

(209)
kifelé mutaté normalvektor irdanyitassal.
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Megoldas:

Irjuk fel a vektormezét Descartes koordinata-rendszerben.

o(r) = zi 4 yj + zk. (210)

Paraméterezziik a felilletet (1 sugaru felsé félgdmb, amelynek az
alapkére a z = 0 sikon van).

r(u, v) = sin(u) cos(v)i 4 sin(u) sin(v)] + cos(u)k, (211)
ahol

(u,v) € [O,g % [0, 27] (212)

Kiszamitjuk a feliilet paraméterezését leird vektor-skalar fliggvény
parcialis derivaltjainak keresztszorzatat.

7! (u,v) = cos(u) cos(v)i + cos(u) sin(v)] — sin(u
7 (u,v) = — sin(u) sin(v)i + sin(u) cos(v)j + OE (214)

-

j
o (u,v) X 1 (u,v) = det | cos(u )co (v)  cos(u)sin(v) —sin(u)
—sin(u) sin(v) sin(u) cos(v) 0

= sin?(u) cos(v)i + sin?(u) sin(v)] + sin(u) cos(u)k.
(215)

Vizsgaljuk meg a feliileti normalvektor iranyitasat!

Mivel az u € [0, 7], ezért a feliileti normalvektor felfelé mutat. A

,JjO7 lefelé mutatd normélvektor

n=—r (u,v)xr (u,v) = —sin?(u) cos(v)i—sin®(u) sin(v)j—sin(u) cos(u)k-
(216)

Lokalizaljuk a vektormezot a feliileten.
v(r(u,v)) = sin(u) cos(v)i + sin(u) sin(v)] + cos(u)k. (217)

Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.
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o(r(u,v)) - (r (u,v) x 7 (u,v)) = (sin(u) cos(v)i + sin(u) sin(v)] + cos(u)k) - (— sin?(u) cos(v)i — sin’

u) cos®(v) — sin®(u) sin?(v) — sin(u) cos®(u)

)
= —sin®(
%

)
= —sin®(u) — sin(u) cos*(u)

= —sin(u).
(218)

Szamitsuk ki az integralt.

//Fv(r) dF = /027r /og —sin(u) dudv = —/027rlcl1)/()72r sin(u) du = —2m.
(219)

Szamoljuk ki a hengert alkoto feliileteken vett feliileti integralokat
és adjuk ket Ossze.

Adjuk meg a hengert alkot¢ feliiletek paraméterezéseit.

Ffed(')’lap:

r(u,v) = ucos(v)i+usin(v)j+ 1k (u,v) € [0,1] x[0,27] (220)

Falaplap .

—

r(u,v) = ucos(v)i+usin(v)j—1k (u,v) € [0,1] x[0,27] (221)

Fpalést:
r(u,v) = cos(u)i+sin(u)j + vk (u,v) € 10,27 x [—1,1]. (222)
Szamitsuk ki a hengert alkoto megfelel? felilletdarabok paramétere-

zésében szereplé kétparaméteres vektor-skalar fiiggvény megfelelo
parcialis derivaltjait, majd ezek vektorialis szorzatait.

Feddlap ogatén:

7! (u,v) = cos(v)i 4 sin(v)j + 0k (223)
7 (u,v) = —usin(v)i + ucos(v)j + Ok, (224)
gy
7 ik L
o (u,v) X 7 (u,v) =det | cos(v) sin(v) 0| =0i+ 05+ uk
—usin(v) wcos(v) 0

A fedélap normalvektor irdnyitasa megfelels, ugyanis u € [0, 1].
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[alaplap agatén:

v’ (u,v) = cos(v)i 4 sin(v)j + 0k (226)
7 (u,v) = —usin(v)i + ucos(v)j + Ok, (227)

gy
i ik )
r(u,v) X 7 (u,v) =det | cos(v) sin(v) 0] = 0i + 07 + uk.
—usin(v) wcos(v) 0
(228)
Az alaplap normalvektor irdanyitasa nem megfeleld, ugyanis u €
[0, 1] miatt ez felfelé mutat. A |j6” normalvektor

n=0i+0j —uk. (229)
FPalist agetén:
7 (u,v) = —sin(v)i + cos(u)j + 0k (230)
v (u,v) = 0i + 0j + 1k, (231)
igy
7 ik ) o
o (u, v) X7, (u,v) = det | —sin(u) cos(u) 0 | = cos(u)i+sin(u);j+0k.
0 0 1
(232)
A palast normélvektor irdnyitasa megfelelo.
Lokalizaljuk a vektormezot a megfelel6 feliiletdarabokra.
Freddlav ., (4 1)) = 2u cos(v)i 4 2usin(v)] + 2k (233)
FAaPIa2 (1 (4, 1)) = 2ucos(v)i + 2usin(v)] — 2k (234)
FPSt oy (, v)) = 2cos(u) 4 2sin(u)] + 20k. (235)

Hatarozzuk meg az integralandé skaldris szorzatotokat.

Fledélap egetén:
v(r(u, v)-(r (u, v) X7 (u,v)) = (2u cos(v)i+2usin(v) j+2k) (07405 +uk) = 2u.
(236)

Falaplap ogatén:

o(r(u, v)-(r (u, v) X7 (u,0)) = (2u cos(v)i+2usin(v)j—2k) (0i+0j —uk) = 2u.
(237)
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Fpaldst agatén:

o(r(u, v))- (! (u, v) X7 (1, v)) = (2cos(w) +2sin(u)j+20k) (cos(r) +sin(u)j
(238)

Végezziik el az integralasokat.

A hengerfeliileten vett feliileti integral a feliiletet alkot6 részfeliile-
teken vett feliileti integralok osszege.

#’U(r)dF—// dF+// dF+// o(r)
F . },‘fed(f)]dp F alap]ap [Fpaldst
2w 2w 2w
= / / 2u du dv + / / 2u du dv + / / 2 du dv
0 0 0 0 —-1J0

=2r- 1427142 47 =12m.
(239)

[J Felszin szerinti integral

Megjegyzés:

A v(r) vektormez6 felilleti integraljahoz hasonléan értelmezni lehet az
u(r) skalar-vektor fiiggvény felilletre vonatkozd felszin szerinti” vagy
felszini integraljat. Ehhez az integralfogalomhoz a kovetkezd modon jut-
hatunk el:

Definicié: Felszin szerinti integral

Legyen T' C R* adott Jordan-mérhetd tartomény, F = {r(p,q) : (p,q) € T} {Fde:felszin.szerinti.int}
reguldris felilletdarab és u = u(r) ezen értelmezett folytonos skalar-vektor

fliggvény. Tekintsiik az F felilet egy F; (i = 1,2,...,n) felosztasat, je-

16ljiink ki minden F; feliilletdarabon egy r; pontot. Ha az F' felosztasa

minden hataron tal finomodd, akkor

ium)A(Fi) (240)

Osszeg hatarértékét nevezzik az u(r) skalar-vektor fiiggvény F-re vonat-
koz6 felszin szerinti integraljanak. A felszin szerinti integrél jelolése

/ / u(r) dF. (241)
F
Megjegyzés:

Legyen T' C R? adott Jordan-mérhetd tartomany, F' = {r(p,q) : (p,q) € T}
regularis felilletdarab és u(r) ezen értelmezett folytonos skaldr-vektor
fiiggvény. Ekkor

// r)dF = // )« |r!) x 7| dT. (242)
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2.3. Potencialelmélet

E lecke befejezése utan a hallgato:
e megismerkedik a potenciadlfiiggvény fogalméaval, tulajdonsagaival,

e ki tudja szamitani adott vektormezének egy (1étezd) potencialfiigg-
vényét,

e ismer szilikséges és elégséges feltételt potencidlfiiggvény létezésére,

e ismeri a vonalintegrél és a potencialfiiggvény kapcsolatat.

B Potencialfiiggvény

Definicié: Potencialfiiggvény

Azt mondjuk, hogy a v(r) folytonos vektor-vektor fiiggvény a tér D C R*®  (g4q :potencialfuggv}
nyilt 6sszefiiggé halmazan potencialos, ha van olyan u(r) folytonosan

derivalhato skalar-vektor fiiggvény, melyre

v(r) = grad u(r) (re D). (243)

Ezt az u(r) skalar-vektor fiiggvényt a v(r) vektor-vektor fiiggvény po-
tencialfiiggvényének nevezziik.

Megjegyzések:

e Mivel a konstans fliggvény gradiense (derivaltja) zérus, ezért ha
u(r) potencidlfiggvénye a v(r)-nek, akkor tetszéleges ¢ dllandéra
u(r)4c is potencialfiiggvény. Igy, ha létezik egy vektor-vektor fiigg-
vénynek potencialfiiggvénye, akkor végtelen sok is létezik. Barmely
ketto kiilonbsége konstans.

e A potencialfiiggvény fenti definicidja tulajdonképpen az egyvalto-
z6s primitiv fiiggvény altalanositasa tobb dimenzidra, ugyanis egy
skalar-vektor fiiggvény gradiense ezen fiiggvény derivaltja.

Definicié: Konzervativ vektormez6

Azt mondjuk, hogy a v(r) (r € D C R?) folytonos vektor-vektor fiigg- {Fde:konzerv.vektormezo}
vény konzervativ egy nyilt V' C D tartomanyban, ha barmely v C V

(irAnyitott) zart gorbén vett vonalintegrélja a v(r)-nek zérus.

B Sziikséges és elégséges feltétel konzervativ vektormezore

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel konzervativ vektormezore

A v(r) (r € D C R?) folytonos vektor-vektor fiiggvény konzervativ egy {Fte:szuks.elegs.konzerv.vel
nyilt, osszefiiggd V C D C R? tartomanyban pontosan akkor, ha V-ben

a vonalintegral az ttvonaltol fiiggetlen, ennek az értéke csak a kezdd és

végponttdl fiigg.
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Bizonyitas:
L. Tegyiik fel, hogy a v(r) (r € D C R3) folytonos vektor-vektor fiiggvény
konzervativ egy nyilt, osszefiiggé V' C D C R3 tartomanyban. Legyen
a,b € V tetszoleges adott pont és jeloljon 71, v, C V tetszoleges két olyan
irdnyitott gorbét, melyeknek kezdopontja a és a végpontja b. Ekkor a
7 U (—72) €V zart gorbe.

A v(r) konzervativ tulajdonsaga és a vonalintegral tulajdonsigai mi-

att:
0= j{ v(r)dr
Y1U(—2)
= [ o(r) dr+/ v(r)dr (244)
71 -2
:/ v(r) dr—/ v(r)dr,
m 2
azaz

/71 v(r)dr = / v(r)dr. (245)

2

1. Tegyiik fel, hogy a v(r) (r € D C R3) folytonos vektor-vektor
fiiggvény esetén egy nyilt, dsszefiiged V' C D C R3 tartomanyban a
vonalintegral az utvonaltol fliggetlen, az értéke csak a kezdd és végponttol
fiigg.

Legyen v C V tetszoleges iranyitott, zart gorbe és legyen a,b €
tetszoleges adott pont. Jelolje v; C V azt az irdnyitott gorbét, melyeknek
kezdépontja a és a végpontja b és a v, azt az iranyitott gorbét, melyeknek
kezd6pontja b és a végpontja a. Ekkor v = ~;Uv,. Ekkor a feltétel szerint:

/71 v(r)dr = /_72 v(r)dr. (246)

gy

/
:L v(r)dr+ | wo(r)dr (247)
f

[E Newton-Leibniz-formula

Tétel: Newton—Leibniz-formula 1

A v(r) (r € D C R?) folytonos vektor-vektor fiiggvény konzervativ egy {Fte:Newton.Leibniz.form.1}
nyilt, osszefiiggd V' C D C R? tartomanyban pontosan akkor, ha v(r)

potencialos.

Bizonyitas:
I. Tegyiik fel, hogy v(r) potencidlos V-ben. Ekkor létezik olyan u = u(r)
skalarmezd6, hogy

v(r) = grad u(r). (248)
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Tekintsiink egy tetszoleges v = {r(t) : t € [a, B} irdnyitott, kétszer foly-
tonosan differencidlhat6 térgorbét, amelynek a kezdépontja a = r(a) és
a végpontja b = r(J3). Ekkor

LU(T) dr = /j gradu(r(t)) - r(t) dt

kompozici6 fiiggvény derivalasi szabalya miatt

_ /j Cm(;ft)) dt = [u(r(t)] = u(r(B)) — u(r(a)) = u(b) — u(a).
(249)

fgy a v(r) konzervativ vektor-vektor fiiggvény, ugyanis a vonalintegral az
utvonaltdl fiiggetlen, ennek az értéke csak a kezdd és végponttol fiigg.

I1. Tegyiik fel, hogy a v(r) (r € D C R3) folytonos vektor-vektor
fiiggvény konzervativ egy nyilt, dsszefiiggé V' C R3 tartomdnyban. Le-
gyen v C D tetsz6leges a € V kezdépontta r € V' végponti r(t) kétszer
folytonosan differencialhat6 gorbe. Ekkor az

u(r) = A o(r) dr (250)

vonalintegral a v(r) konzervativ tulajdonsdga miatt figgetlen a -, gor-
bétdl, csak r-tol fiigg, igy egy skalar-vektor fiiggvényt definial.

Megmutatjuk, hogy az u(r) a v(r) egy potencidlfiiggvénye. Legyen
ro € V és jelolje K,, C V az ry gombi kornyezetét, valamint legyen h
olyan pont, amelyre ro + h € K,,. Ekkor

"y = [Ty = [ oy i @51)

0

u(ro +h) —u(rg) = /

a

A vonalintegral értéke fiiggetlen az tuttol, valasszuk az rg kezdéponti és
ro + h végpontu térbeli szakaszt. Fnnek egy paraméterezése

r(t) =10+ ht  telo,1]. (252)
gy
ro+h 1
/ () dr = / v(ro + ht) - hdt. (253)
0 0

Az integralszamitas kozépértéktétele miatt 1étezik 0 < £ < 1 szam, hogy
u(rg + h) —u(rg) = v(re + hé)h. (254)
A v folytonossiaga miatt
v(rg + h&) = v(ro) + e(h), (255)
ahol e(h) — 0, ha h — 0. Kévetkezésképpen
u(rg + h) —u(re) +v(rog + h&)h = v(re)h + c(h)h, (256)

ahol e(h) — 0, ha h — 0, azaz u(r) differencidlhaté és v(rg) = grad u(rg).
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Megjegyzés:

A tétel fizikai tartalma a kovetkezd: ha egy erdtérben az erét definiald
vektor-vektor fiiggvénynek van potencialfiggvénye (primitiv fiiggvénye),
akkor barmely folytonos és rektifikalhaté gorbe mentén végzett munka
csak a gorbe kezd6- és végpontjatol fligg, és értéke a potencialfiiggvény
e két pont kozotti megvaltozasa.

Tétel: Newton—Leibniz-formula 2

Legyen D C R® nem iires nyilt halmaz. Legyen a v(r) (r € D C R®) (Fte:Newton.Leibniz.form.?2}
folytonos vektor-vektor fliggvény potencidlfiiggvénye az u(r) (r € D)

skaldrmez6. Ekkor minden r = r(t) (¢ € [a, 5]), r([a, 5]) C D folytonos,

rektifikdlhatd gorbe esetén

A o(r) dr = u(r(8)) — u(r(a)). (257)

Bizonyitas:
(Meghaladja e jegyzet kereteit. Lsd. pl. T. Sods Vera — Laczkovics L.:
Toébbvaltozés Analizis: 25.11. tétel)

B Sziikséges és elégséges feltétel potencialossagra

Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel potenciadlossagra

Legyen D C R’ nem iires nyilt halmaz, és legyen v(r) (r € D C R®) (Fre:szuks.elegs.felt.potenc
folytonos vektor-vektor fuggvény. A v(r) fliggvény pontosan akkor po-

tencidlos D-n , ha barmely D-ben fekvo folytonos, rektifikalhato és zart

~ gorbére teljesiil

}{ v(r)dr = 0. (258)

Bizonyitas:

A feltétel sziikségessége kovetkezik a Newton—Leibniz-formula 2-bol. Ha
a D C R? nem iires nyilt halmaz 6sszefiiggd, akkor az elégségesség lénye-
gében hasonld a gondolatmenettel Newton-Leibniz formula 1-ben latott
gondolatmenethez. Az altalanos esetben allitsuk elé D-t a paronként
diszjunkt, nem iires és Osszefiiggé D; (i € I) halmazok unidjaként. A
mar latottak szerint minden i-re van olyan w;(r) (r € D;) skalar-vektor
fiiggvény, hogy w;(r) differencialhaté a D;-ben, és itt grad u;(r) = v(r).
Legyen u(r) = w;(r) minden r € D;-re és i € I-re. Vildgos, hogy ekkor
u(r) primitiv figgvénye v(r)-nek a D halmazon.

El Elégséges feltétel a Jacobi-matrix szimmetriajara

Tétel: Elégséges feltétel a Jacobi-matrix szimmetriajara
Legyen v(r) = (vi(r),va(r),vs(r)) : D — R’ differencidlhaté vektor- {Fte:elegs.felt.Jacobi.szim]
vektor fiiggvény egy D nyilt halmazon. Ha v(r)-nek van potencialfiigg-
vénye a D-n, akkor

ov; Jv;

e ") = 5.1

T, T

minden r € D-re ési,j = 1,2, 3-ra, azaz ha a v(r) differencidlhaté vektor-
vektor fliggvénynek van potencialfiiggvénye a D nyilt halmazon, akkor
barmely r € D pontban a v(r) vektormezé Jacobi-matrixa szimmetrikus.

(259)
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Bizonyitas:
Legyen u(r) a v(r) primitiv figgvénye D-n. Ekkor a feltétel szerint az
u(r) kétszer differencidlhaté D-n, igy a Young tétel miatt

ov; J0 Ou 0 Ou ov;
= =——(r) = P
331:]- (r) 8$j 81’1 (r) al‘l 391:]- (r) 85EZ (T) ( 60)

teljesiil minden r € D-re és 4,5 = 1,2, 3-ra.

& Potencialfiiggvény

Mintafeladat: Potencialfiiggvény

Mutassuk meg, hogy a v(r) = ( ) vektormezonek nincs pri-

- Yy _x
x2 +y2 ) 2 +y2

mitiv fiiggvénye az R? \ {(0,0)} halmazon!

Megoldas:

Szamitsuk ki egy R sugari origd kozéppontu korvonalon a v(r)-nek a
vonalintegraljat.

Tekintsiik a v korvonal szokasos paraméterezését:
r(t) = Rcos(t)i + Rsin(t)]  t € [0,2m). (261)

Lokalizaljuk a vektormezot az adott gérbe mentén.

o(r(t)) = —RS;(t)h a C;j(t) i (262)

Most hatarozzuk meg a gorbe paraméterezésének az id6 szerinti derivalt-
jat.

7(t) = —Rsin(t)i + R cos(t);. (263)

Szamoljuk ki a skalaris szorzatot, amit késébb integralni kell.

o(r(t)) - 7(t) = (-RS;;“)h chzj(t)j*') (—Rsin(t)i + Reos(t)])

=sin’t + cos’t = 1.

(264)

Szamitsuk ki az integralt.

jév(r) dr = /027r o(r(t)) - #(t) dt = /027r ldt =2r.  (265)

Mivel a vektormezonek az adott korvonalon vett vonalintegralja nem nul-
la, ezért nincs potencialfiiggvénye.
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Megjegyzés:

Lényeges kiilonbség van az egy- és tobbdimenziés analizis kozott. Is-
meretes, hogy egy intervallumon értelmezett egyvaltozds folytonos flige-
vénynek mindig van primitiv fiiggvénye. Ezzel szemben tobbvaltozoban
altalaban egy folytonos, sot differencidlhatd vektor-vektor fliggvénynek
sincs primitiv fliggvénye, sot az érvénymentesség sem elégséges feltétele
annak, hogy legyen a vektormezoének potencidlfiiggvénye.

E Linearis leképezés potencialfiiggvénye

Tétel: Linearis leképezés potencialfiiggvénye
Egy A:R® — R? linedris leképezésnek akkor és csak akkor van potenci- {Fte:1lin.lek.potenc.fuggv.}
alfiiggvénye, ha az A leképezés matrixa szimmetrikus.

Bizonyitas:
I. Lattuk, hogy minden linearis leképezés differencialhato, és a derivalt-
ja barmely pontban énmaga, tehat a Jacobi-matrixa minden pontban
megegyezik a métrixdval. Igy a fentiek szerint, ha az A linedris transz-
formacionak van primitiv fliggvénye, akkor a matrixa szimmetrikus.

I1. Tegyiik fel, hogy A linedris leképezés matrixa szimmetrikus. Le-
gyen ez a matrix

A = (ay), (266)

ahol a;; = a;; minden 7, j = 1,2, 3-ra. Legyen

U($1,£U2,1’3) =

3 3
=1 j=1

DO | =

Megmutathaté, hogy a fenti u(zy, x9, x3) skaldrmezé (kvadratikus alak)
az A linearis leképzés potencidlfiggvénye. Valoban, az u(xy, o, x3) (nyil-
vanvalban) differencialhato és

ou
(95151‘

3
(w1, 9, 23) = Z Q5T (268)
j=1

minden ¢ = 1,2, 3 esetén, igy a %((El, To, r3) megegyezik az A(xy, xe, r3)
vektor i-edik koordinatafiiggvényével. Kovetkezésképpen az u(xy, zo, x3)

az A linearis leképezés potencialfiiggvénye.

El Vektormezé potencialfiiggvénye

Tétel: Vektormezo potencialfiiggvénye

Legyen konvex nyilt halmaz. Egy differencidlhaté v(r) : D — R?® vektor- {Fte:vektormezo.potencfuggy)
vektor fiiggvénynek pontosan akkor 1étezik potencidlfiiggvénye D-ben, ha

barmely r € D pontban v(r) Jacobi-métrixa szimmetrikus.

Bizonyitas:

A Jacobi-matrixra vonatkozé feltétel szitkségességét mar lattuk.
(Véazlat) Az elégségesség bizonyitasa meghaladja e jegyzet kereteit,

az un. Goursat-lemman alapul. Megmutathato a kovetkezo: Legyen D
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nyilt halmaz és a, b és ¢ olyan pontok D-ben, melyekre az [a, b, ¢| térbe-
li haromszég D-ben van. Jeloljik az [a,b, ¢] térbeli hiromszog oldalait
alkoto zart haromszoget y-val. Tegyiik fel, hogy a fenti térbeli harom-
sz6g minden pontjara a v(r) differencidlhat6, és ott a Jacobi-métrixa
szimmetrikus. Ekkor

7{' v(r)dr = 0. (269)

A potencialfiggvény létezéséhez elegendo6 belatni, hogy v integralja nulla
minden D-ben fekvo zart poligonra. Ezen allitas a poligon torott szaka-
szai szerinti indukcioval torténhet.

[ Egyszeres Osszefiiggoség

Definicio: Egyszeresen Osszefiiggo sikbeli tartomany

Azt mondjuk, hogy a D sikbeli tartomany egyszeresen Gsszefliggd, ha  {Fde:egyszeresen.of.sikban}
D nyilt, 6sszefliggé és minden D-ben fekvd zart gorbe esetén a gorbe

altal hatarolt tartomany is D-ben van.

Definici6: Egyszeresen osszefiiggo térbeli feliilet
Azt mondjuk, hogy egy adott egyszerii feliillet egyszeresen Osszefliggd, {Fde:egyszeresen.of.terben}
ha egy sikbeli egyszeresen 0sszefliggd tartomany homeomorf képe.

Definicié: Egyszeresen Osszefiiggod térbeli részhalmaz

Azt mondjuk, hogy egy V térbeli részhalmaz egyszeresen Osszefiiggd {Fde:egyszeresen.of.reszhaln
tartomany, ha barmely v C V szakaszonként egyszerti, zart differencidl-

haté gorbébe illesztheto olyan egyszeresen Osszefiiggd, regularis feliilet-

darab, amely V-ben van.

Megjegyzések:
e A sikbeli és térbeli konvex tartomanyok egyszeresen Osszefiiggoek.

e Sikbeli korlatos nyilt tartomany pontosan akkor egyszeresen 0ssze-
fiiggo, ha a tartomany hatara Osszefliggo.

e A térusz nem egyszeresen Osszefiiggd.

e Nem trividlis, hogy egy sikbeli 0sszefiiggd nyilt halmaz akkor és csak
akkor egyszeresen Osszefiiggd, ha egy (sikbeli) konvex nyilt halmaz
folytonos bijektiv képe. Ez az allitas magasabb dimenzids terekben
nem igaz. Megmutathatd, hogy a haromdimenziés térben a D =
{z € R®: Ry < |z| < Ry} nyilt halmaz egyszeresen 6sszefiiggs, de
(nagyon) nem trividlis, hogy a D nem &ll el§ egy térbeli konvex
nyilt halmaz folytonos bijektiv képeként.

E Vektormezé potencialfiiggvénye egyszeresen osszefiiggé halmazon

Tétel: Vektormezo potencialfiiggvénye 2

Legyen egyszeresen osszefiiggé nyilt halmaz. Egy differencialhaté v(r) :  {Fte:vektormezo.potenc.fugg
D — R? vektormezének akkor és csak akkor van potencialfiiggvénye D-

ben, ha v(r) Jacobi-matrixa minden r € D pontban szimmetrikus.
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Bizonyitas:
Meghaladja e jegyzet kereteit. A tétel bizonyitasahoz sziikség van a gorbe

c sz

Akos: Valés Analizis, 234. tétel.

Tétel: Vektormezo6 potencialfiiggvénye 3

Legyen D egyszeresen Osszefliggd nyilt halmaz. Egy differencidlhaté {Fte:vektormezo.potencfuggv:
v(r) : D — R3 vektormezének akkor és csak akkor van potencidlfiigg-

vénye D-ben, ha a rot v(r) = 0 D-n.

Bizonyitas:

« /e

Tétel: Ekvivalenciatétel
Legyen D egyszeresen Osszeftiggé nyilt halmaz és v(r) : D — R* diffe- (Fte:exvivalencia.tetel}
rencialhaté vektormezo. Ekkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

1. v(r)-nek létezik potencialfiiggvénye D-ben.
2. v(r) konzervativ D-n.
3. rotwv(r) =0 D-n.

Bizonyitas:
Az el6z6 allitasok kozvetlen kovetkezménye.

[& Potencialfiiggvény keresése {Fmi:potenc.fuggv.keresese}

Mintafeladat: Potencialfiiggvény keresése
Létezik-e, és ha igen, hatarozza meg a

o(r) = 2y + 32%yz + 22 + (2 + 2°2)] + (2%y + 222)k (270)
vektormezé potencidlfiiggvényét.

Megoldas:

Nézziik meg, hogy orvénymentes-e.

gk
rotv(r) = det | 2 d% 2
v1 V2 U3
7 J k
_ 9 9 9
= det Oz Ay Oz
2ay + 3xyz + 22 2+ 2%z 2y 4 222

= (2® — 2%)i 4 (32%y + 22 — 32y + 22))j + (22 + 3222 — (22 + 3222)) = 0,
(271)

azaz v rotaciomentes, igy 1étezik potencialfiiggvénye.
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u(z,y, z)-t a gradiensének ismeretében szamoljuk ki.

Egy olyan u(x,y, z) skaldrmezét keresiink, amelyre

0
a—i(x, Yy, z) = 2xy + 3x’yz + 2° (272)
0
alyl(x, y,2) =a° +2°2 (273)
gj(m, Yy, 2) = 20y + 2z2. (274)

Integraljuk az els6 egyenlet mindkét oldalat rogzitett y és z-re az x valtozd
szerint.

u(z,y, 2) = 22y + 23yz + 222 + h(y, 2). (275)

Helyettesitsiik be ezt a fiiggvényt a méasodik egyenletbe.

du 2.3, 2, 3 /
a—y(aj,y,z)—x + a2z ="+ 27z + hy(y, 2). (276)

Az gy kapott ki (y, 2) fiiggvényt integraljuk az régzitett z-re az y véltoz6
szerint.

h,(y,z) =0, (277)
gy
h(y,z) = h(z). (278)

Helyettesitsiink be a harmadik egyenletbe.

gg(m, y,2) = 2y + 2wz = 2%y + 22z + B/(2). (279)

Mivel h/(z) = 0, ezért a keresett potencidlfiiggvény

u(z,y,2) =2’y +2°yz+ 22+ C  (C €R). (280)

2.4. Gauss—Osztrogradszkij-tétel

E lecke befejezése utan a hallgato:

o zart feliilet esetén ismeri és érti a feliileti integral és a térfogati
integral kozotti kapcsolatot,

o zart feliilet esetén alkalmazni tudja a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.
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El Gauss—Osztrogradszkij-tétel
Megjegyzések:

o Jeldlje v(r) = v (r)i + va(r)] + vs(r)k egy draml folyadék sebes-
ségmezOjét. Tegyiik fel, hogy a v(r) differencialhaté vektor-vektor
figgvény. Ismeretes, hogy a v(r) vektormezé divergenciajat a ko-
vetkezOképp szamoljuk ki az r pontban:

81)1 81)2 8v3

div U(T) = % + 8731 + E (281)

gy szemléletesen a divergencia kiszamolja az x tengely irdnyt fo-
lyadék ,valtozasat”, az y és a z tengely felol jovo folyadék ,valtoza-
sat”, majd ezeket a kiilonbozo6 iranyokbdl jovo , folyadékmennyiség-
véltozasokat” 6sszegezi. Igy a divergencia adott pontbeli értéke ese-
tén megkapjuk, hogy a pont inkabb ,elnyeli” a vizet vagy inkabb
Jforrasként” miikodik. Igy a fenti vektormezd esetén a divergen-
cia minden ponthoz rendel egy szamot, ami megmutatja, hogy ott
mennyi tobblet-folyadék aramlik |, kifelé”, vagy mennyi ,tiinik el”
benne. Ha tekintiink egy zart térrészt és itt ,0sszeadjuk” az egyes
pontok divergenciajat, akkor megkapjuk, hogy ebbdl a zart térrész-
bél Gsszesen mennyi folyadék aramlik kifelé (vagy tiinik el). Igy a
zart térrészbol egységnyi ido alatt kidramlo folyadék mennyisége
egyenlo a zart térrész hatarat alkotd feliilleten egységnyi ido alatt
ataramlé folyadék mennyiségével. Pontosan errdl szél a Gauss—
Osztrogradszkij-tétel.

e A Gauss—Osztrogradszkij-tétel egyike a differencidlgeometria leg-
fontosabb tételeinek. A tételt csak abban a specialis esetben fogjuk
bebizonyitani, ha F' regularis zart feliilet, kifelé iranyitott normal-
vektorral, valamint a Descartes-féle derékszogli koordinata rend-
szerben a V' a mondott feltételeken til mind az ry mind az xz és
mind az yz sikra nézve is normaltartomany. A bizonyitas soran pot-
16lagos feltevéseket is tesziink. Sokszor nem trivialis meggondolni,
hogy ezt megtehetjiik.

Tétel: Gauss—Osztrogradszkij-tétel

Legyen F' olyan egyszerii zart feliilet, amely élekben csatlakozo reguld-  {Fte:Gauss-Osztrogradszkij.t
ris feltiletdarabokbdl all, kifelé iranyitott normalvektorral, az F feliilet

altal hatarolt V térrész Jordan-mérhetd, tovdabba a v(r) vektor-vektor

fiiggvény az F'UV halmazon folytonosan differencialhat6. Ekkor

ﬁé o(r) dF = / / /V div o(r) dV. (282)

Lemma: Gauss—Osztrogradszkij-segédtétel 1

Legyen v egyszerti, kétszer folytonosan differencialhato, zart sikgorbe, {Fte:Gauss-Osztrogradszkij.:
melynek gorbiilete csak véges sok pontban zérus. Jeloljik a v hosszat

I-lel és a gorbiiletének maximumét M-mel. Ekkor minden 0 < ¢ < -

M
szamra a vy gorbe K, ~-nal jelolt e sugari kornyezete esetén

MK e) < 2. (283)
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Bizonyitas:
A lemma allitasa szemléletesen nyilvanvalé. Ha K, . adott € esetén nem
fedi a4t onmagat, akkor a K. -t szétvagva egy 2¢ szélességli | hosszu-
sagu szalagot kapunk, aminek a tertilete 2le. A lemma &llitasa akkor
nem trividlis, ha a K. énmagat atfedé. A preciz bizonyitdsa bonyo-
lult, meghaladja e jegyzet kereteit, pl. az tn. Frenet-formulak ismeretét
feltételezné.

A bizonyitas alapgondolata a kovetkezo: Tekintsiik a y-nak az ivhossz
szerinti (természetes) paraméterezését, azaz legyen

7= ([0, 1) (284)

Jelolje n(t) a v Gn. fénormalis egységvektorat, azaz a kovetkez6 vektort:

nity= (285)

Paraméterezziik a K, sikbeli feliletet:
r(u,v) = r(u) + vn(u) (u,v) € [0,1] x [—e€, €. (286)

Meggondolhaté, hogy az igy paraméterezett K, . feliilet felszine (teriilete)
létezik és kiszdmithato a K, . teriilete a felszinképlet szerint. Ez alapjan
adodik, hogy

A(Kye) < 2. (287)

Ezzel kaptuk a lemma allitasat.

Lemma: Gauss—Osztrogradszkij segédtétel 2

Legyen T' C R? az zy sik zart, dsszefiiggd, Jordan-mérhetd tartomanya {Fte:Gauss-Osztrogradszkij.s
és f: T — R? folytonosan differencidlhaté kétvaltozos fiiggvény. Jelolje

n(z,y) az F = f(T) regularis felilletdarab felfelé mutaté6 normal egy-

ségvektorat és ezen vektornak az xy sik k= (0,0, 1) normélvektoraval

bezart szogét oz, y)-nal. Ekkor létezik olyan (zg,y0) € T', hogy

MT) = ANF) cos a(xo, yo). (288)

Bizonyitas:
Tekintstk az f(T') regularis felilletdarab egy ,természetes” paramétere-

76sét:
r(ey) =avit+yji+ flz,y)i  (vy) €T (289)
Ekkor ezen feliiletdarab felfelé mutaté normal egységvektora
/i B fy 2 1 s
L+ (2 (D2 AP+ 27 L+ ()2 + ()27
(290)
lgy az n normal (egység)vektornak a k-val bezart szogére adddik:
1
cos o = T (291)
1+ (f2)2+ (f))%)2
Ismeretes a felszinképlet alapjan:
MF) = [ @+ (52 + (1)) ar (202)
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A kett6s integralra vonatkozo kozépértéktétel miatt 1étezik olyan (xg, yo) €

T pont, hogy
F) = [] (L4 (Frwo. o)) + (o, 1)) dT
— (1+ (20, 90))> + (/' (z0, %0)) %//mT (293)
= (14 (£2(w0,90))* + (f; (20, 90))2) 2 A(T),

ANT) = MF) cos a(xg, yo). (294)

Ezzel kaptuk a lemma allitasat.

Megjegyzés:

Ha F siktartomany, akkor a vetiiletének a teriilete egyenlo az F' sikrész
terilletének és az F ill. T sikok altal bezart (hegyes) szog koszinuszé-
nak a szorzataval. Ez a specialis eset a masodik lemmatol fliggetleniil
egyszeriien meggondolhaté.

Bizonyitas:
Most ratériink a Gauss—Osztrogradszkij tétel bizonyitésara.

Legyenek a v(r) vektormezé koordinata-fuggvényei vy (), vo(r), v3(r),
azaz

v(r) = vi(r)i + va(r)j + vs(r)k. (295)
Ismeretes, hogy

Ovy(r) N s (1) (%3( )

divo(r) = Ox oy 0z

(296)

[gy

/// divo(r)dV = /// (8@1 av?;) azgir)>dxdydz. (%)

El6szor az integrandus harmadik tagjat fogjuk integralni, és ennek soran
a V-t az xy stkra nézve normaltartomanyként kezeljiik. Legyen V,, a
V' ay sikra val6 vetiilete, és jelolje ezen vetiilet hatarold gorbéjét v,
amelyrdl feltessziik, hogy egy regularis darabokbdl 6sszetett, zart stkgor-
be. A V térbeli tartomany also, illetve fels6 burkol6 feliiletének egyenlete
legyen

2= f(z,y) és 2= g(x,y), (297)

amelyekrdl feltessziik, hogy folytonosan differencialhatok a V,, tartoma-
nyon. Igy a tébbes integralokra vonatkozé Fubini-tétel alkalmazaséval
adodik, hogy

(z,
/// Dvs(r dxdydz-// /g K 81)3 dxdydz
Vay < [(2,y)

— //Vw U3 x,y,g(x,y)) —wv3(x,y, f(z,y))) dx dy

{eq:div.integral}

://Vw vs(:t,y,g(x,y))dxdy—//m vs(x,y, f(z,y)) dedy

()
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Vizsgéljuk elGszor ezen (xx) egyenldség jobboldalanak els6 tagjat. Te-
kintsiik a 7, hatdrolégorbe e kornyezetét, K,  -t. Ekkor teljesiil, hogy

//V v3(,y, g(x,y)) de dy = //V

Ty Iy\K’Y:cy,f

v(ay. gl y)dedy+ ([ vley.gly) dedy.

NE oy e
(298)
A vy korldtos fiiggvény a V,, N K., . halmazon val6 folytonossaga miatt
és az els6 lemma alapjan felirhato a trivialis becslés a masodik tagra.
Létezik olyan P > 0 szam, hogy minden (kicsi) € > 0 esetén:

VayNKyzy e

Az els6 tagot kicsit bonyolultabb kezelni. Legyen ® = {T},Ts,...,T,,}
a Viy \ K, tartomany egy tetszoleges felosztasa. Ekkor

// U3('I7 979(13; y)) dx dy = 11_>Il'l 203(‘%7:7 ng(xlvyl)))\(ﬂ)a
me\K'Yzyye n Ooizl

(300)
ahol (z;,y;) € T; és a ® felosztas minden hataron tul finomodé. E felosz-
tashoz hozzatartozik az

F. = {(x,y,z) (xy) € Vg \ Ky 2 = g(x,y)} (301)

feliletnek az {Fy,..., F,} felosztasa is. Minden Fj-re alkalmazhato a
méasodik lemma. Igy léteznek (z;,v;) € T; pontok, hogy

/\(ﬂ) = )\(E) COS Oég(l’i, yz), (302)

ahol cosag az F feltlet (x;,y;, g(z;,y;)) pontbeli normélvektoranak har-
madik iranykoszinusza. Ebbol kovetkezoen

Z v3(@i, Yi, 9(2i, 1) ) A1) = Z v3(Zi, Yir 9(s, Yi) )N F5) cos az (4, yi).-
i=1 i=1
(303)
Ha a V,,\ K,  tartoméany {13, 75, ..., T,} felosztdsa mindenhatéron til

finomodo, akkor az F, feliletnek az {F}, Fs, ..., F,} felosztasa is ilyen.
A felosztasok finomodasa révén ez is integralkozelité Osszeg, és tart az
alabbi felszin szerinti integralhoz:

// vs(x,y, 2) cos as(z,y) dF,. (304)
Fe
Osszegezve

I ey y)dedy = [| vy z) cosase,y) dF.
sz\K’Yzyaﬁ FE

(305)

Jeloljitkk F'-szal az F reguldris feliilet un. felsd burkolé felilet da-
rabjat, azaz az F feliilet azon darabjat, amelyre a kifelé mutato feliileti
normal vektor a k egységvektorral hegyes szoget zar be. Konnyen meg-
gondolhato, hogy ha € — 0, akkor az F, — FT. Ebbdl, az regularitasabdl
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és a vz folytonossaga miatt az F.-on vett felszin szerinti integral tart az
F*-on vett felszin szerinti integrdlhoz. Kovetkezésképpen

// vs(z,y, g(x,y)) de = // ) vs(x,y, 2) cosaz(z,y)dFT.  (306)
Ty F

Vizsgaljuk most a (xx) egyenl6ség jobboldaldnak masodik tagjat. Je-
l6ljik F'~-szal az regularis feliilet in. alsé burkolé feliilet darabjat, azaz
az F feliilet azon darabjat, amelyre a kifel¢ mutaté felileti normalvektor
a k egységvektorral tompaszoget zar be. A fentiekhez teljesen hasonléan

adodik:
_ //V vs(x,y, f(z,y)) de = //F_ vs(x,y, z) cosag(z,y)dF~. (307)

Yy

Igy kovetkezSleg:

/// avg dxdydzz//‘+v3(xvyvz) COSO-/3(:E7y) dF++// DS(x’y;Z) COSO'/3(:L‘7y) dF™.
F L

(308)
(Az F~-n vett felszini integrdlban definicié szerint a kifelé mutaté nor-
malvektor tompaszogl, igy van egy (—1)-es szorzo.)

Az feltilet azon részhalmazan, melyek sem az F'*-hoz, sem az F~ fe-
lillethez nem tartoznak, a felszini integral zérus, ugyanis ez esetben a
feliileti normélvektorok a k vektorra meroélegesek, igy a vagyis az irdny-
koszinuszuk zérus.

Végiil is az kaptuk, hogy

/// 8U3 = # v3(w,y, z) cos az(z,y) dF. (309)

Teljesen hasonléan atirhatjuk a (%) egyenléség jobb oldaldnak elsd két
tagjat is. Igy kapjuk, hogy

// divo(r)dV = # vi(z,y, 2) cos aq (y, 2) dF+# vo(x,y, 2) cos as(z, 2) dF+# v3(z,y, z) cos as(x,y)
v F F F

(310)
ahol cos o;(x,y) az F feliilet kifelé mutaté normélvektoranak irdnykoszi-
nuszai. Ezen felszini integralok Osszege viszont nem mas, mint a v(r)
figgvény F' feliileten vett feliileti integralja. Ezzel a tétel allitasat belat-
tuk.

[} Vektormezé atlagos forraserossége

Definicié: Vektormezo atlagos forraserossége

Legyen F' reguldris feltiletdarabokbdl Osszetett, zart feliilet kifelé iranyi- {Fde:vektormezo.atl.forr}
tott normalvektorral, az F altal hatarolt V' térrész Jordan-mérheté és a

v(r) vektor-vektor fiiggvény folytonos F-en. Ekkor a

1
T ﬁi o(r) dF (311)

hényadost a v(r) vektormezd V-re vonatkozé atlagos forraserésségének
nevezzik.
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[& Vektormezd atlagos forraserdssége {Fmi:vektormezo.atl.forr}

Mintafeladat: Vektormezo atlagos forraserossége

Legyen v(r) = |r|r adott vektormezd, R > 0és FaV = {(z,y,2) : 22 + y* + 22 < R}
térrész altal hatarolt zart felilet. Szamitsuk ki a v(r) vektormezé V-re

vonatkozo6 atlagos forrdserdsségét!

Megoldas:

Alkalmazni fogjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt! Ehhez el6szor szamit-
suk ki a v(r) vektormez6 divergencidjat.

—

divo(r) =div (2 + y* + 22) 22l + (2 + 2 + 22)2y) + (2? + * + 27) 2 2k)

(2% + ¢

DO | —

1 1
:§($2+y2—|—22)_%2x2+(.r2+y2—|—z2)%+§(x2+y2+22)_%2y2+($2+y2—|—z2)%+

= (@ + P+ 2 (@ 4yt D) + 3+ P+ 2P)2
1
2

(312)

Alkalmazzuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt!

ﬁg v(r)dF = ///V divo(r)dF = ///V (2 +y* + 22)% av.  (313)

Szamitsuk ki a fenti integralt tigy, hogy attériink térbeli polarkoordinata-

rendszerre.
Legyen
x = rsin(u) cos(v) (314)
y = rsin(u) sin(v) (315)
z = rcos(v), (316)
ahol
(r,u,v) € [0, R] x [0, 7] x [0, 27]. (317)

Végezziik el az integralast.

R rm 27
/// 4(x2—|—y2+z2)%d‘/:/ / / 4r - r?sin(u) dv du dr
1% o Jo Jo
R 2T
:/ 41 dr / sin(u) du - ldv (318)
0

0 0
= R'-2.21 = 4R’x.
gy kapjuk a feladatban szerepld vektormezének a feliiletre vett dtlagos
forraserdsségét:

1 AR*1
—_— F = — = ) 1
NG ﬁ o(r)dF = 5T _3p (319)

3
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& Gauss—Osztrogradszkij-tétel alkalmazasa {Fmi:G.0.tetel.alk.}

Mintafeladat: Gauss—Osztrogradszkij-tétel alkalmazasa

Legyen v(r) = (x?+y*+2%)j adott vektormez6 és F = {(x,y,2) : 2? + y* + 22 = 1,y > 0}
felillet. Szamitsuk ki a v(r) vektormezé F-re vonatkozé feliileti integral-

jat!

Megoldas:

Mivel a feladatban 1év6 feliilet — az xz sikon fekvo 1 sugara félgombfeliilet
— nem zart, ezért tegyiik zarttd, azaz az F feliillethez vegyiik hozzd az
xz sikban 1év6 origd kozéppontu Fi-gyel jelolt korlemezt. Alkalmazzuk
az F'U F| zart feliletre a Gauss—Osztrogradszkij-tételt! Az igy kiszami-
tott feliileti integral értékébdl ki kell vonni az F feliileten vett feliileti
integralt.

J[vtryar = y][ém o(r)dF — [[ vr)dF. (320)

Szamitsuk ki a ¢f,, p, U(r) dF feliileti integrdl értékét!

ﬁm o(r) dF = //Vdivv(r) dv, (321)

ahol V' az F'U F} altal kozrezart korlatos tartomany.

Szamitsuk ki a v(r) vektormez6 divergenciajat!

—

divo(r) = div(z® + y* + 2%)j = 2. (322)

Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a v(r) vektormezére és az
F U F feltuletre!

ﬁiw o) dF = [[[ aiveeyar = [[[ 2yav. (323)

A harmas integral kiszamitasahoz térjiink at a térbeli polarkoordinata-

rendszerre.
Legyen
x = rsin(u) cos(v) (324)
y = rsin(u) sin(v) (325)
z = rcos(u), (326)
ahol
(ryu,v) €[0,1] x [0, 7] x [0, 7]. (327)
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A térbeli polarkoordindta-rendszerben ez pontosan az xz sikon fekvo 1
sugara félgomb.

Végezziik el az integralast.

1 prm pm
/// 2ydV dV = / / / 2r sin(u) sin(v) - r? sin(u) dv du dr
1% o Jo Jo
1 s T
= / 2r° dr - / sin®(u) du - / sin(v) dv
0 0 0

- PJ | B - Smfu)]: [= cos(w)]g .
- ; Ty

Szamitsuk ki a [[z v(r)dF felilleti integral értékét! Ehhez paraméte-
rezziik a feliletet (1 sugart origd kézépponta korlemez, amelynek az
alapkére az xz sikon van).

r(u,v) = ucos(v)i + 0] + usin(v)k, (329)
ahol
(u,v) € [0,1] x [0, 27]. (330)

Szamitsuk ki az F feliilet paraméterezését leird vektor-skalar fiiggvény
parcialis derivaltjainak keresztszorzatat.

7 (u,v) = cos(v)i 4 0] + sin(v)k
7 (u,v) = —usin(v)i + 05 4 ucos(v)k
7 ik S
o (u,v) X ri(u,v) = | cos(v) 0 sin(v) | = 0i—uj+ Ok.
—usin(v) 0 wucos(v)
Vizsgéaljuk meg a feliileti normalvektor iranyitasat!

Mivel az u € [0, 1], ezért a feliileti normalvektor az Fy U F feliiletbdl kifelé
mutat. Igy a felilleti normalvektor iranyitasa jo.

Lokalizaljuk a vektormezot az Fi felileten.

o(r(u,v)) = 07 + u?j + 0k (331)

Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.
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o(r(u,v)) - () (u,v) X ' (u,0)) = (00 + u®] + 0k) - (07 — uj + 0k) = —u.
(332)

Szamitsuk ki az integralt.

2w
// r)dF = / / (u,v)) - (vl (u,v) x 7! (u,v)) dudv
Iy
2 1 T
— [ ldy=—>-21=—".
/0 u du/o dv 127 5

Szamitsuk ki a [[p v(r) dF felileti integral értékét!

o= erae - [ srar =5 - () ==

(333)

El Vektormezé atlagos forraserosség-siriisége

Tétel: Vektormezo atlagos forraserosség-siriisége

Legyen v(r) az ro pont egy kornyezetében folytonosan differencidlha-
t6, {F,} (n = 1,2,...) regularis feliiletdarabokbdl Gsszetett, zart feli-
letek sorozata, melyre az [, &altal hatarolt V,, térrész Jordan mérheto
és A(V,,) # 0. Tegyiik fel, hogy az {F,} (n = 1,2,...) halmazsorozat
tart az ro ponthoz, azaz atméréje nullahoz tart, ha n tart végtelenhez
és ro € Vy-nek. Ekkor a v(r) vektor-vektor figgvény a V,-re vonatkozo
atlagos forraserésségeinek sorozata konvergens és

{Fte:vektormezo.atl.forr.suz

. 1 .
dim A ﬁ% v(r)dF, = divo(rg). (335)

Bizonyitas:
Kovetkezik az integrélszamitas kozépértéktételébdl és a divu(r) fugg-
vénynek a feltételek szerinti folytonossagabol.

2.5. Stokes-tétel

E lecke befejezése utan a hallgato:
e ismeri a feliileti integral és a vonalintegral kozotti kapcesolatot,

e alkalmazni tudja a Stokes-tételt gorbék altal hatarolt korlatos tar-
tomany tertiletének kiszdmitasara.
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[E Stokes-tétel

Tétel: Stokes-tétel

Tegytik fel, hogy F' olyan élekben csatlakozé reguléris feliiletdarabokbdl {Fte:Stokes.tetel}
allo egyszerti, iranyitott felilletdarab, melyet egyetlen, regularis gorbék-

bol allo egyszerii zart vy gorbe hatarol. Az F' felillet norméalvektorat

irdnyitsuk gy, hogy annak iranyabdl nézve a ~ pozitiv koriiljarasu le-

gyen. Tegyiik fel, hogy a v(r) vektormez6 folytonosan differencidlhat6 az

F U ~-n. Ekkor

fv(r) dr = // rot v(r) dF. (336)
o F
Abra: Stokes-tétel

Megjegyzés:

A Stokes-tétel baloldalan a v(r) vektormez6 (zért) gorbére vonatkoz6 vo-
nalintegrélja (cirkulacidja) all. Ha v(r) példaul egy erSteret leir6 vektor-
vektor fliggvény, akkor a cirkulacié megadja a v gorbén végzett munkat.
Ha a vonalintegralt elosztjuk a v altal hatarolt feliilletdarab felszinével,
akkor megkapjuk azt az atlagos munkat, amelyet a prébarészecskének
adott allasu és egységnyi felszinti felilletdarab hatarold gorbéjén vald kor-
be mozgatasa soran végezni kell. Ez a rotacié fizikai tartalma.

Tétel: A rotacio fizikai tartalma

Legyen v(r) az ro pont egy kornyezetében folytonosan differencidlhatd, F' (Fte:rotacio.fizikai.jelent)
az ro ponton athaladé regularis felilletdarab. Legyen az F' feltiilet rg-beli

normalvektora n és tegyiik fel, hogy a {v,} (n = 1,2,...) gorbék az F

feliilet ro-beli normélvektoranak iranyabodl nézve pozitiv koriljarasa, zart

regularis feliileti gorbék végtelen sorozata, melyre F-nek +, altal hatarolt

darabja az ry pontot tartalmazza. Tegyiik fel tovabba, hogy a ,, végtelen

zart gorbesorozat az ro pontra zsugorodik. E feltevések mellett

lim j{ v(r)dr = rotwv(rg) - n. 337
n=c0 \(F,) Jyn (r) (o) (337)

Bizonyitas:

A Stokes-tétel, a kettds integralokra vonatkozo kozépértéktétel alkalma-

zasaval gondolhatd meg.

Megjegyzés:

Alkalmazzuk a Stokes-tételt a v(r) = vy ()i 4 va(r)] + Ok sikbeli vektor- {Fte:Sikbeli.Stokes.tetel}
mezoére és az xy sikban fekvo regularis gorbékbdl Osszetett, zart pozitiv

irdnyitasu vy gorbére és az xy siknak azon mérhetd T' tartomanyara, me-

lyet a v hatarol. Tegyiik fel, hogy a v(r) vektormezé a T'U v halmazon

folytonosan differencialhatoé vektormezé. Ekkor

; ‘; E - - 81}2 8’01 -
rotv(r) = det | 2 8% 21 =0i+0j+ oy k (338)
vy vy O

Mivel a T sikfeliilet normalvektora /2, ezért

]iu(r) dr = //T (%f - %Z) dT. (339)

Ezt nevezik sikbeli Stokes-tételnek vagy Green-tételnek.
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El Green-tétel specialis esetben

Tétel: Green-tétel specialis esetben 1

Legyen F' az xy sikban az x és y tengelyre is norméltartomany, és te- {Fte:Green.tetel.spec.eset1]
gylk fel, hogy F-et egy olyan zart gorbe hatarolja, amelynek az x és

y tengellyel parhuzamos egyenesekkel legfeljebb két metszéspontja van.

Legyenek a megfelel6 norméaltartomanyokat leird alsé és fels6 burkold

fiiggvények
Tiiy=flz) a<ax<h, (340)
Y21y = g(x) b>x>a. (341)
Masrészt
yrr=hly) d=zy=c (342)
wir=ly) c<y<d (313)
Ekkor a
Y=mnU%=7Uv (344)

zart, pozitiv kortiljarasu gorbe az F' tartomany hataran. Tegyiik fel,
hogy az f,g,h és | folytonosan differencidlhato fiiggvények a megfeleld
intervallumon és v = wvyi + vyj folytonosan differencialhatd vektormezd

F U~-n. Ekkor
o 81}2 67111
Bizonyitas:

I. Integraljuk a %—”21 fliggvényt el6szor y szerint:

vy |
/f(w) oy W= v g(@) —ulz, f(z) (346)

Majd ezt a fiiggvényt tovabb integralva [a, b]-n

/ /fgu) 0@(; dy dx = /a‘b (vi(z, g(x)) — vi(z, f(2))) dw

b

= '1)1(:1:,9(:17) dx —/ vi(x, f(z))dz
a a (347)

_ / o (r)idr — / n (F)Tdr
J72 M

=— 7{ vy ()i dr.
v

Igy kapjuk, hogy
a i —
// ( Ul) dy dx = 7{ vy (r)idr. (348)
Iy
Hasonléan, integraljuk a % fiiggvényt elGszor  szerint:

/z(:() ' (?92;2 dr = va(h(y),y) — va(l(y),y)- (349)



Majd ezt a fiiggvényt tovabb integralva [c, d]-n

[ dy—/cd<v2<<> ) — al(y), 1)) dy
_/CdUQ y) dy — /dU2 dy (350)

fgy kapjuk, hogy

// (a”) - j{/vg(r) dr. (351)

A vonalintegrél linearitasa miatt:

74 )dr = // (8“2 - avl) dF. (352)

Tétel: Green-tétel specialis esetben 2
Tekintsiink egy F' = {(z,y) :a <z <b,c <y <d} sikbeli téglalapot.
Jelolje

Miy=c a<x<b, (353)

Yo:ix =b c<y<d, (354)

wiy=d b>x>a, (355)

V4T =a d>y>c, (356)
az téglalapot hatarold gorbéket a megfeleld iranyitassal. Legyen

Y=7 Uy Uy Uy (357)

Tegyiik fel, hogy v = vi 4 vo) folytonosan differencidlhaté vektormezd

F U ~-n. Ekkor
- 81)2 6112
Bizonyitas:

A Green-tétel specidlis esetben 1-hez teljesen hasonlé gondolatmenettel
adodik, ugyanis az y és az x a 1,73 illetve a 79,4 gorbéken konstans,
ezért a vonalintegraljuk itt 0.

Bizonyitas:
Ratértink a Stokes-tétel vazlatos, szemléletes bizonyitasara. Osszuk fel az
F feliiletet (kicsiny) siknak tekintheté négyzetek {7;} hal6zatara. Legye-
nek v}, vZ 73 és 7! egy ilyen négyzet hatarolé gorbéi a megfeleld pozitiv
irdnyitassal. Legyen

v = Ui Uy U (359)

Alkalmazzuk erre a négyzetre a specialis Green-tételt. Ekkor
j{ o(r)dr => v(r)dr = // rot v(r) - dT;. (360)
i=1 T
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Osszegezziik a felirt kozelitést az 6sszes négyzetre, a belsé oldalaknél (az
irdnyitas miatt) a vonalintegralok kiejtik egymast, csak a hatdrgorbén
vett Osszeg marad. A felosztas finomitasaval kapjuk:

fp UL //F rot v(r) dF. (361)

Megjegyzés:
A Green-tételnek (is) szamos alkalmazasa van. Példaul alkalmazhat6
zart gorbék altal hatarolt tartomany teriiletének kiszamitasara. Legyen
ugyanis

o(r) = —yi+xj (362)

és v zart, regularis sitkgorbe, valamint T" a v dltal hatarolt Jordan-mérheto
tartomany. Ekkor

MT) = ; j’i o(r) dr. (363)

[& Gérbe altal hatarolt tartomany teriilete {Fmi:gorbe.alt.hat.tart.ter.

Mintafeladat: Gorbe altal hatarolt tartomany teriilete
Legyenek a > 0 és b > 0 adott szamok. Szamitsuk ki az

r(t) = acos(t)i + bsin(t)j ¢ € [0,2n] (364)
gorbe altal hatarolt korlatos tartomany teriiletét.
Megoldas:
Legyen v(r) = —yi + 2] 6s alkalmazzuk a Green-tételt.

Az a és b féltengelyti ellipszis T teriiletére kapjuk:

MT) = ;7{ () dr. (365)

Szamitsuk ki a vonalintegralt.

i(t) = —asin(t)i + beos(t)] (366)
v(r(t)) = —bsin(t)i + acos(t)j (367)

;}lgv(r) dr = ; 027r v(r(t)) - r(t)dt = ;/0% abdt = ;QCLbﬂ' = abr.
(368)
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[& A Stokes tétel szemléltetése {Fmi:Stokes.tetel.szemleltet

Mintafeladat: A Stokes tétel szemléltetése
Szemléltessik a Stokes tételt a

o(r) = 2% + y*] + zyzk (369)
vektormezd és azon 7y gorbe segitségével, amelynek egy paraméterezése
r(t) = cos(t)i +sin(t)j + 1k ¢ € [0,2n]. (370)
Megoldas:

Szamitsuk ki a v(r) vektormezének a v gorbén vett vonalintegraljat! Lo-
kalizaljuk a vektormezot az adott gorbe mentén.

v(r(t)) = cos?(t)i + sin®(t)] + sin(t) cos(t)k. (371)

Most hatarozzuk meg a gorbe paraméterezésének az id6 szerinti derivalt-
jat.

— -

7(t) = —sin(t)i + cos(i)j + OF. (372)
Szamoljuk ki a skalaris szorzatot, amit késébb integralni kell.

— — -

v(r(t)) - #(t) = (cos?(t)i + sin®(t)] + sin(t) cos(t)k) - (— sin(t)i 4 cos(i)] + Ok)
= —sin(t) cos®(t) + cos(t) sin®(t).

(373)
Szamitsuk ki az integralt.
2
[otydr= [T o) i) dt
o' 0
2m
= / (— sin(t) cos?(t) + cos(t) sinQ(t)) dt
0
az integrandusok f’ - f? tipustak
: cos(t) N sin(t) o _o
3 3 |,
(374)

Alkalmasan valasztott feliilet esetén szamitsuk ki a v(r) vektormezé ezen
felilleten vett feliileti integraljat!

Tekintsiik a z = 1 sikban fekv6 1 sugari, z tengelyen fekvo kozépponta
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korlemezt. (Ez a legegyszertibb olyan feliilet, amely eleget tesz a Stokes-
tétel feltételeinek)

— —

F :r(u,v) = ucos(v)i +usin(v)j + 1k (u,v) € [0,1] x [0,27]. (375)

Szamitsuk ki a feliillet paraméterezését leird vektor-skalar fiiggvény par-
cidlis derivaltjainak vektorialis szorzatat!

r! (u,v) = cos(v)i 4 sin(v)j + 0k (376)
7 (u,v) = —usin(v)i + ucos(v)j + 0k (377)
Igy
ro(u,v) X 7 (u,v) =det | cos(v) sin(v) 0

—usin(v) wcos(v) 0
= 0i + 05 + (U cos?(v) + usinQ(v)) k=00 + 0]+ uk.
Vizsgéaljuk meg a feliileti normalvektor iranyitasat!

Mivel az u € [0, 1], ezért a felileti normalvektor felfelé mutat, igy az
iranyitasa megfeleld, azaz iranyabol nézve a v pozitiv iranyitasu.

« sz

-

i ]k
rotv(r) = det | 2 a% 2 | =uxzi—yzj + Ok. (379)
2?2 y? wyz

Lokalizaljuk a rot v(r) vektormezét a feliileten.

- —

rot v(r(u,v)) = ucos(v)i — usin(v)j + Ok. (380)
Most szamitsuk ki a skalaris szorzatot.

(rot v(r(u,v)))-(r (u,v) X rl(u,v)) = (u cos(v)i — usin(v)j + OE)-(OZ+ 0] + uE) = 0.
(381)

Szamitsuk ki az integralt.

//F rotv(r) dF = /01 /02“ (rot v(r(u,v))) - (' (u,v) X ' (u,v)) dv du

1 2T
://ommzu
0 0
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